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CHAPITRE

Introduction

La résolution de I’équation de Schrodinger est une tache de grande importance en
mécanique quantique car elle permet 'obtention des spectres d’énergies et des fonctions
d’ondes correspondantes pour un systéme quantique stationnaires. La connaissance des ces
spectres est indispensable dans les domaines de la physique atomique, physique nucléaire,
chimie théorique...etc. Pour cela, depuis ’avénement de la mécanique quantique, plu-
sieurs méthodes de résolution de 1’équation de Schrodinger ont été développées. On peut
citer la méthode de factorisation, la méthode supersymétrique, le formalisme des intégrale
de chemins, la méthode de I’espace des impulsions, la méthode de la théorie des groupe,
la méthode de Nikiforov et Ouvarov, la méthode des itérations asymptotiques. . . etc.

Récemment, le formalisme de Hamilton-Jacobi quantique s’est distingué comme une
méthode simple et efficace pour le traitement exacte des systémes quantiques station-
naires. Cette méthode a été proposée premiérement par Padgett et Leacock en 1983 [1, 2],
ou ils ont déterminé, par le moyen d’une condition de quantification exacte, le spectre
d’énergie de quelques systéemes stationnaires. Par la suite, elle a été améliorée par Kapoor
et al. [3, 4, 5] pour obtenir, en plus des niveaux d’énergie, les fonctions d’ondes corres-
pondantes. Une extension relativiste a été développée et appliquée par Choi et al. [6, 7] &
quelques potentiels centraux dans le contexte de I’équation de Klein-Gordon et I’équation
de Dirac. Par ailleurs, cette méthode a été utilisée avec succes pour ’étude des modeles
quasi-exactement solvables et pour obtenir les solutions analytiques d’un oscillateur sin-

gulier & deux dimensions, de potentiels supersymétriques, des potentiels non hermitiens



Introduction Chapitre 1

type exponentiel, des hamiltoniens & symétrie PT et des problemes & masse dépendante
de la position.

L’objectif de ce mémoire est de présenter le formalisme de Hamilton-Jacobi quantique,
notamment, sa version améliorée de Kapoor et al.. Dans le chapitre 2, un exposé géné-
ral du formalisme de Hamilton-Jacobi quantique, pour les systémes non-relativistes, sera
donné, suivi d’un exemple d’illustration qui est celui de I'oscillateur harmonique. Le cha-
pitre 3 sera consacré a la résolution exacte de quelques potentiels usuels & une dimension
par le moyen de cette méthode. Le chapitre 4 sera consacré a I'application de cette tech-
nique au potentiel coulombien qui est le modeéle théorique pour la description de I'atome

d’hydrogene. Finalement, on termine par une conclusion succincte.



CHAPITRE

Formalisme de
Hamilton-Jacobi

quantique

Dans le présent chapitre nous allons introduire les concepts de base du formalisme de

Hamilton-Jacobi quantique.

2.1 Introduction

En mécanique classique [8], le formalisme de Hamilton Jacobi permet d’obtenir les
fréquences propres d’un systéme périodique sans passer par la résolution des équations de
mouvements, et cela en exploitant les variables action angle classiques . Ces derniéres sont
définies par une transformation canonique. Dans le méme esprit, Leacock et Padgett ont
présenté, en 1983 [1, 2], une version quantique du formalisme de Hamilton Jacobi ou les
spectres exactes d’énergies de systémes quantiques & 1D et & 3D, ont été obtenus. Dans la
premiére version de cette technique, la démarche de Padgett et Leacock présente ’avantage
de contourner la résolution de I’équation de Schrodinger. Ceci a été rendu possible par
I’adoption d’une condition de quantification exacte sur la variable action quantique. Celle-

ci est liée & la fonction moment quantique elle-méme solution d’une équation déduite de



Chapitre 2 Formalisme de Hamilton-Jacobi quantique

I’équation de Hamilton-Jacobi quantique. Les concepts qu’on vient de mentionner vont

étre définis dans ce qui suit.

2.2 Théorie de Hamilton-Jacobi quantique

Dans la théorie de la variable action quantique, Padget et leacock postulent que I’équa-
tion de Hamilton Jacobi Quantique (EHJQ) pour un systéme stationnaire a 1D est de la

forme [1, 2]

RO*W (z,E)  [OW (z,E)\>

- ’ d =2u|lE -V 2.2.1
LIS B) (T p[E V() (2.2.)
ou E est I'énergie de la particule, 1 sa masse, W (z, E) est la fonction caractéristique
quantique (action réduite) et V' (z) est le potentiel que subit la particule. Dans la méthode

de Padgett et Leacock, 1’équation de Hamilton Jacobi quantique représente 1’équation

fondamentale pour I’étude du systéme. Elle est reliée a ’équation de Schrodinger

h? d?
{_Z@ + V($):| 1/1 (33) = EQ/J (£) s (2.2.2)
par la transformation [1, 2] .
Y (z) = exp <%W> (2.2.3)

On définit la fonction moment quantique (FMQ) par

oW (z, E)

E) = 2.24
p (3’;, ) ax ? ( )
ainsi I’équation (2.2.1) devient

hop(z,E

RPE) | (0, 2) = 2B~ V()] = 22 (2. ) (2.2

ol p. est la fonction moment classique. Par conséquence, nous obtenons la condition aux

limites suivante sur la fonction moment quantique [1, 2]

p(z,E) — pe (2, E) (2.2.6)



Chapitre 2 Formalisme de Hamilton-Jacobi quantique

La condition précédente permettra ultérieurement de déterminer le signe de p (z, E). En
utilisant (2.2.3) et (2.2.4), on trouve que
hy' ()

P B =)

(2.2.7)

A partir de la relation précédente, on déduit que les zéros ou les nceuds de la fonction
d’onde v (z) sont des singularités pour p (x, F). On démontre que ces singularités sont des
poles simples et que chaque pole posséde un résidu de —if [1, 2]. Ce résultat sera d’une
importance cruciale dans 1’élaboration de la condition de quantification.

La variable action quantique est défini par [1, 2]

J = (1/27?)]4(137 p(x, E) (2.2.8)
ol ¢ est un contour fermé direct (anti-horaire) dans le plan complexe . Il renferme le
segment de droite de I'axe des x réels situé entre les deux points tournants classiques
solutions de I'équation p, (z, E) = \/2u [E — V(z)] = 0. End’autres termes, ce contour ne
comprend que les noeuds de la fonction d’onde . Ainsi, I'intégrale de contour précédente
ne fait, selon le théoréme des résidus, que le décompte du nombre de poles de p (z, E)
entre les deux points tournants. On démontre que pour un état lié d’énergie F, la fonction
d’onde 1 (x) posséde un nombre finie de nceuds. Ces derniers constituent des poles simples
de p (z, E). La position et le nombre de ses poles dépendent de E. On appelle ce type de
singularités poles mobiles. Du fait que p (x, E), est solution de (2.2.5), elle posséde aussi
un autre type de singularités qui sont celles du potentiel V' (x). Ces derniéres ne dépendent
pas de F, elles sont dites poles fixes. Ainsi, Pour un certain niveau d’énergie F, le nombre
quantique n est égal au nombre de nceuds de la fonction d’onde, et par conséquent, au
nombre de poles de p (z, E) a 'intérieur du contour définie dans la relation (2.2.8). Sachant

que le résidus en chaque poles mobiles vaut —ih, la relation (2.2.8) devient [1, 2]

J = (1/2n) 7{ dr p(z,E) =i (résidus) = in (—ih) (2.2.9)

[
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et donc

J=nh n=01,2,... (2.2.10)

La derniére relation constitue une condition de quantification exacte. Pour la rendre utili-
sable, il faut trouver une méthode pour calculer J . On démontre que ceci est possible en
déformant le contour via un changement de variable approprié pour contenir les poles fixes
de p(z, E) [1, 2]. Le formalisme de Hamilton-Jacobi quantique dans la version Padgett et
Leacock ne permet que I'obtention du spectre d’énergie. Il ne détermine pas les fonctions
propres correspondantes.

Pour palier a cette insuffisance, Kapoor et al. [3, 4, 5] ont complété cette méthode
pour obtenir, en plus du spectre d’énergie, les fonctions propres correspondantes. Pour
cela, ils ont utilisé, dans leurs version améliorée, un résultat de ’analyse complexe, qui
stipule que la fonction moment quantique [3, 4, 5] peut étre écrite comme la somme de
toutes les parties principales des série de Laurent au voisinage de chaque singularité de la
FMQ dans le plan complexe fini, plus une constante qui représente, en vertu du théoréme
de Liouville, une partie analytique et bornée.

Pour illuster la technique de Kapoor et al., nous allons étudier I’exemple de 1’oscillateur

harmonique.

2.3 Oscillateur Harmonique a une dimension

On reprend ’équation (2.2.5) [5]

P ih 2l < ou (B -V () (23.)

qui est un cas particulier de I’équation de Riccati suivante

A(z)p® + B(x)p+C(x) +¢Z—i =0 (2.3.2)
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de ’équation (2.3.1) découle I'équation de Schrodinger pour un potentiel quelconque
V()
&> (x)
24 dx?

Vi(z)(x) = EY () (2.3.3)
Aussi d’apres (2.2.7), la fonction moment quantique est reliée a la fonction d’onde par

d
p= —ih% Invy () (2.3.4)

cette derniére relation est inversée pour remonter a la fonction d’onde (2.3.4) :

W () = exp (% / pda:) (2.3.5)

Pour un oscillateur harmonique, de potentiel est [5]
V (z) = ka?/2,

en utilisant les définitions [5] 7 = az, A = 2E/hw,, w. = \/k/u et pk = h?a*, équation
de Schrodinger devient,

— 4 ()\ — 7'2) 0 (1)=0 (2.3.6)

dp
CI e G 2.3.
D sz T (2.3.7)

De cette derniére, on peut voir que p tend vers +i7 quand 7 tend vers oo.Pour avoir

le bon comportement de p a 'infini, on utilise la relation entre p et ¢ suivante

¥ (7) = exp (2 / pdT> (2.3.8)
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et en imposant a v (z) d’étre de carré sommable, le cpmportement correct de p a
I'infini correspond a [5]

lim p ~ i1 (2.3.9)

T—00

La fonction moment quantique a un nombre fini de singularités dans le plan complexe
et un point singulier isolé a I'infini. La connaissance de ces points singuliers permet de
retrouver les énergies et les fonctions propres des états liés.

Dans I’approche de Kapoor et al., la fonction moment quantique peut étre écrite
comme une somme de toutes les parties principales du dévelopement de Laurent autour
de chaque singularité dans le plan complexe fini de z ,plus un terme constant qui corres-
pond & une partie analytique et bornée [5]. Cette écrtiture jouera un role crucial dans la
construction des solutions exactes du probleme.

Ainsi, on peut écrire p comme

p(r) =) — i+ Q) (2.3.10a)

ou —i est le résidus de p en chaque pole mobiles 75, dont le nombre est n, la somme décrit
la partie principale du developement de Laurent autour de chaque pole, i7 est la limite
de p a l'infini et @) (7) une fonction analytique et bornée pour un grand 7.

Nous pouvons aussi réécire p comme [5] :

!

p(1) = —i% +ir +C (2.3.11)

ou S, est un polynéme de degré n donné par S,, = [[ (7 — 7%) . Nous allons chercher S,
k=1
et C. On remplacant (2.3.11) dans ’équation (2.3.7), on trouve que :

S’ —2rS +2iCS, —2irCS, —C%S, + (A —1)S, =0 (2.3.12)
En égalant dans ’équation précédente les facteurs de 7! et de 7" & zéro, on aboutit
C =0, A=2n+1 (2.3.13)

10
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ce qui donn pour la deuxiéme relation

1
E, = (n + 5) . (2.3.14)

On vient de retrouver le spectre d’énergie de 'oscillateur harmonique. En injectant les
conditions précédentes (2.3.13) dans 'équation (2.3.12), cette derniére prend la forme de

I’équation différentielle des polynomes d’Hermite

1"

H

n

o9rH, +2nH, =0 (2.3.15)

Par conséquent, le polynome S,, est un polynome d’Hermite. Enfin, d’apreés (2.3.8) les

fonctions d’ondes sont données par :

b (7) = exp (z / pdT) = exp (—%2 +1n (H, (T))) (2.3.16)

ou encore finalement

=A-H,(r)exp (—7%) (2.3.17)

ou A est une constante de normalisation. On retrouvre bien le résultat connu pour 1’os-
cillateur harmonique. Aussi, on voit bien la simplicité et efficacité de cette méthode

[5].

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les concepts de base pour du formalisme de
Hamilton-Jacobi quanique dans sa version de Padgett et Leacock et celle améliorée de
Kapoor et et al., et afin d’illustrer la méthodologie de travail de cette technique, nous

avons construit les solutions exactes de l'oscilltaur harmonique.

11



CHAPITRE

Systémes simples a une

dimension

3.1 Introduction
Comme application du formalisme de Hamilotn-Jacobi quantique, on se propose d’étu-
dier les systémes unidimensionnels suivants

1. Le potentiel de Rosen-Morse.
2. Le potentiel de Scarf-I.
3. L’oscillateur de Morse.

4. Le potentiel de Poschl-Teller.

3.2 Le potentiel de Rosen-Morse

En général, les potentiels étudiés ne sont pas fracionnaires en x. Pour cela nous utilisons
un changement de variable y = f (). Ainsi pour un potentiel quelconque V' (), I’équation

(2.3.1) avec (2 = h = 1) est [9, 10]

p> —ipl —[E -V (2)] =0, (3.2.1)

12
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aprés le changement de variable et introduction de K comme K = ip(z(y)), elle
devient :

dk (y) -~

E* (y) + F (y) d—y +E—-V(y)=0 (3.2.2)

ou F (y) = % exprimée en fonction de y et V (y) = V (z (y)) .
On observe que ’équation (3.2.2) n’a pas la forme de (3.2.1) et pour y remédier on

introduit ¢ par les équations suivantes

K =F(y)¢(y) (3.2.3)
i

C(y) =0 (y)+ 35+ (InF (y))

Et apres substitution dans (3.2.2), on aura

<2+%+—E_V(‘Z)—E(M)JFE(L@))Z:O. (3.2.4)
dy — (F(y)* 2\F(@/) 4\F(@)

La fonction moment quantique ( posséde n poles mobiles avec des résidus de valeure
égale a 1.

A présent, on se sert de I’équation (3.2.4) au lieu de (3.2.1) pour un potentiel quel-
conque et on proceéde de la méme maniére que pour l'oscillateur harmonique [9, 10].

Le potentiel de Rosen-Morse est donné par

V(z) = A2 — A(A+ a)sech? (ax) (3.2.5)

1
coshx

tel que A > 0, sechx =

et o une constante.

On fait le changement de variable y = tanh () et tenant compte des équations (3.2.3)

et du fait que ax = argtanh (y) = %ln (}J_r—z) , on aboutit au résultat suivant

i E—-A+a> A(A
d fo Aldre (3.2.6)

2
+
T ea—py Ty

La fonction ¢ possed n poles mobiles et des poles fixes en y = +1. Suivant la méme

procédure que pour loscillateur harmonique, on écrit ¢ (y) comme une somme des parties

13



Chapitre 3 Systémes simples a une dimension

principales du développement de Laurent autour de chaque singularité plus une constante

o ] S
C(y)_y—1+y+1+5n

+C (3.2.7)

ol 71 et rj sont les résidus de ¢ (y) en y = £1 et S, = [] (y — yx) . Pour calculer ry,
k=1
on effectue un developpement de Laurent autour de y = 1

et on remplace ce développement dans (3.2.6) puis par comparaison des termes des facteurs

1 - s
de oo on abouti a [9, 10]

_ Ll vA-E (3.2.8)
79 2% =

En procédant de la méme facon pour 'autre résidu, on arrive a
/ 1 B
n=; + — (3.2.9)

Les signes + dans (3.2.8) et (3.2.9) constituent une ambiguité qu’il faut éliminer. A ce
niveau, on trouve que dans la littérature plusieurs conditions sont utilisées pour fixer le
signe des résidus. On peut faire appel a la condition (2.2.6) ou a des conditions imposées
sur la fonction d’onde. Kapoor et al. utilisent une condition sur le superpotentiel W ().

Ce dernier est relié & un potentiel supersymétrique V' (x) par

Vie) = W o) = =W o)

Dans le cas présent du potentiel de Rosen-Morse qui est un potentiel supersymétrique, on

se sert de la condition aux limites suivantes

lim K (y) = =W (y) (3.2.10)

E—0

14
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ou W = Atanh (ax) et p = 1. Ainsi les bonnes valeurs de ces résidus sont [9, 10]

1 A2—F
T =35+
! P (3.2.11)
, —
=3 + 2a

En reportant ces nouvelles valeurs dans 1’expression (3.2.7) de ( (y), puis par substi-
tution de cette derniére dans I’équation (3.2.6) et par comparaison des coifficients é et
ceux de y—12 pour un large ¥, on aura

(3.2.12)

La deuxiéme relation représente le spectre d’énergie. En utilisant le résultat précédent

dans (3.2.6), on arrive a I’équation différentielle suivante :

S_”+ 25"y (a—l-\/A?—E) N (a+\/A2—E)2

S S a(y?—1) 22 (y2 — 1)
E—A*+a?> A(A+a)

S 202(P 1) (- 1)

—0 (3.2.13)

Par substitution de la valeur de I’énergie dans I’équation ci-dessus, on retrouve ’équa-

tion différentielle des polynomes de Jacobi S :
(1-9)S" —y(p+v+2)S+n(p+v+n+1)S=0 (3.2.14)

S est identifié & un polynoéme de Jacobi [11] et sera noté S¥¥ (y) avec u = v = f —n.

Les fonctions d’ondes des états liés sont obtenues en portant (3.2.3) dans (2.3.11)

¥ (y) = exp </C(y) dy + —2 dy) (3.2.15)

1—y?

avec,

oz+\/A2—E+a+\/A2—E+§'
2c (y — 1) 20 (y + 1) S

¢(y) = (3.2.16)

15
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Ainsi de (3.2.15), on retrouve les fonctions propres du potentiel de Morse [9, 10]

7

[N

Un(y) = N(1—y)? (L+y)? S4 (y) (3.2.17)

ou N est une constante de normalisation.

3.3 Le potentiel de Scarf-I (trigonométrique)

Le potentiel de Scarf-I fait partie des potentiels supersymétriques. Son expression est

9, 10]
V_(z)=—A+ (A* + B* — Aah) sec’ ax — B (2A — ah) tan az sec o (3.3.1)
En remplagant la fonction moment quantique p par —iK I’équation (2.3.1) devient :

K
k‘2—l—hcfl—+E—|—A2— (A2+B2—Aozh)se(:2ax
x

+ B (2A — ah) tan aw sec ax = 0 (3.3.2)

Les étapes utilisés sont celles de la procédure expliquée dans la section précédente. En

adoptant le changement de variable
y =sinax (3.3.3)

et faisant appel a la fonction moment quantique ¢ (y) au lieu de K, on trouve

ac y2h? E? 4 A2

— 5 T — T
dy4(1—y2)*  o?(1—y?)

a’h? — 2 (A% + B% — Aah) N B(2A—ah)y
207 (1 — y?)* a2(1—y2)°

C+h

(3.3.4)

16
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Cette fonction a des poles fixes en y = 1 . On reprend ’écriture usuelle de la fonction

moment quantique comme

o ] E’
C(y)—y_1+y+1+hs+0 (3.3.5)

ou ryet 1} sont les résidus aux points y = +1. Les valeurs de r; en y = 1 sont

71:A2_OCB+§ etﬁ:—m%ﬁ—l—% (3.3.6)
les valeurs de ] en y = —1 sont
ri= AQ—;B + ; et ry = ——(A;;B) + % (3.3.7)
Premier cas : A+ B > 0, A — B > 0. Pour ce choix des paramétres de A et B,
les résidus sont
m:AQ_aBJrg, r;:A;;BJFg (3.3.8)

En mettant ces valeurs dans (3.3.5) ,¢a donne

A-—B h 1 A+B R 1 hS’
C<y>—( 200 +Z>y—1+< 200 +Z)y+1+ S (3:3.9)

En reportant ce resultat dans (3.3.4), on retrouve les énergies propres sous la forme :
E, = (A+na)’ — A? (3.3.10)
L’équation du polynomer S aura la forme

(1= S"+(p—v—(utv+1)y) S +n(n+p+v)S=0 (3.3.11)

ou p = % et v = AfTB. Cette équation a la forme de I’équation differentielle de

SH=12v=1/2 1o fonction d’onde de

Jacobi, ainsi S coincide avec le polyndéme de Jacobi

17



Chapitre 3 Systémes simples a une dimension

létat lié s’écrit alors [11]

u Yo 1,1
Un(y) =N(1—-y)2 (1+y)2 5" 272 (y) (3.3.12)
Deuxiéme cas : A— B > 0, A+ B < 0, pour ce choix de paramétres, les résidus
sont
A—B h , A+ B 3h
= n = - — 3.1
1 o +4> Ty %0 + 1 (3.3.13)

Par substitution de ( (y) avec ces valeurs dans (3.3.4) et pour (A = 1), on trouve les

énergies propres sous la forme :
1 2
E, = {B — (n + 5) Oz] — A? (3.3.14)
et I’équatioon differentielle pour S prend la forme
(1-9)S"+(p—v+)—yp+rv+2)]+nn+1+p+v)S=0 (3.3.15)

Cette équation est aussi une équation différentielle de Jacobi. Ainsi la fonction d’onde

de I’état lié est donnée par
v pal 1
(1+y)F 287277 () (3.3.16)

oup=*=""2etv==""

3.4 L’oscillateur de Morse

Le potentiel de l'oscillateur de Morse est donné par [9, 10]

V(z) = A% + B2 2" _ 2B <A n %) 0" (3.4.1)

18



Chapitre 3 Systémes simples a une dimension

alors que le superpotentiel correspondant est :
W(x)=A— Be . (3.4.2)

Parcommodité, on pose :

d:

g (3.4.3)

pour s’en servir dans I’expression de la fonction d’onde.

La fonction de Hamilton-Jacobi est donnée (240 = h = 1) par

P (2, B) —ip (3, B) = |[E = A* = B2 1 2B (A+ 5 ) ™| =0 (3.4.4)

On effectue le changement de variable suivant

2B
y=—e (3.4.5)
a

et en 'injectant dans (3.4.4), on trouve

2
P (y, E) +iayp (y, E) — |E — A* — O‘IyQ + (A + %) ay] —0 (3.4.6)
En définissant la relation
Py, E) = iaye (y, E) (3.4.7)
I'équation (3.4.6) devient
1)? 1 1 o? o
= o E—A2- S (A —> ~0 3.4.8
(90+2y) + ¢ 4y2+042y2 Y + +2 ay ( )
On pose :
1
ainsi ’équation (3.4.8) devient
1 a?y? o
24 4 E-A2-2Y (A —) = 0. 3.4.10
C+4y2+g+a2y2 1 + —|—2 ay ( )
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Chapitre 3 Systémes simples a une dimension

D’aprés cette équation on voit bien que ¢ posseéde un pole a y = 0; elle aura aussi n
poles mobiles qui correspondent aux noeuds de la fonction d’onde. On assume qu’il n’y a
pas d’autres poles dans le plan complexe fini. Dans la premiére section de ce chapitre, on

a montré qu’on peut écrire ¢ de la fagon suivante [5, 9, 10]

c)="04 T

S0 O (3.4.11)

Le calcul du résidu de ¢ en y = 0 donne

A 1
= — 4= 4.12
™ o -+ 9 (3 )

Ainsi, la substitution de la valeur (3.4.11) dans le développement (3.4.10) permet a

(3.4.10) de se mettre sous la forme

" ! ! 1 1
O ol oo <A + 3‘) ~0 (3.4.13)

ST L AN, IS ) L — - —
gt gt eget et -+

Tout d’abord, on peut considérer le comportement de chaque terme de 1’équation

précédente pour un grand y

S"(y) n(n-1) S'(y) n
S(y) v Sy
Cela nous permet de déduire que :
ay 1
2ric+2nc+ (A+ 5) ~=0 (3.4.14)

Aprés substitution des valeurs de r; et de ¢ et simplification, on aura ’expression de
I’énergie propre comme :

E,=A?— (A —na)’. (3.4.15)

En reportant les valeurs de r; et de ¢ dans (3.4.13), on trouve

yS" () +[1—y+2(s—n)] S (y)+nS(y) =0 (3.4.16)
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Chapitre 3 Systémes simples a une dimension

cette derniére correspond & I’équation differentielle de Laguerre [11]
Y’ +(B+1—2)y +ny=0

ce qui nous permet d’écrire

Sy)=Lsy).

La fonction d’onde de 'oscillateur de Morse est donnée par

¥ (z) = exp (z / p(z, E) da:) (3.4.17)

En termes de la variable y, 'expression précédente conduit a

b (y) = exp (z/ {% + g((;)) - % = %] dy) (3.4.18)

Apreés intégration et simplification

) =5 e (< 30) 8 0) (3.4.19)

tout en remplacant la valeur de S (y), on retrouve les fonctions propres [5, 9, 10] :

U (y) =y " exp (—%y) L (y) - (3.4.20)

3.5 Le potentiel de Poschl-Teller

L’expression de ce potentiel est de la forme suivante [5, 9, 10]

V (z) = A* + (A* + B® + Aa) csch® ax — B (24 + «) coth az csch ax (3.5.1)
1 2 .
ou cschx = — = . Le super potentiel correspondant est
sinhz e —e®

W (z) = Acothax — Bcschax, (A< B) (3.5.2)
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Chapitre 3 Systémes simples a une dimension

et on pose
A
d=—, A= é (3.5.3)
o «
L’équation de la fonction moment quantique devient
P’ (z,E) —ip (z,E) = [E — A* — (A® + B® + Aa) csch® ax] (3.5.4)
— B(2A + a) coth ax csch ax
On effectue le changement de variable suivant
y = coshax (3.5.5)
Ainsi I’équation (3.5.4) prend la forme
1
P (y, E) —ia/y? — 1§ (y, E) = |E — A% — (A2—|—B2+Aa) 1
)
B(2A 3.5.6
+B @A+ a) (35.6)
En introduisant la fonction
Py, E) = —ioa/y? = 1o (y) (3.5.7)
ainsi (3.5.6) devient
1 S R 1
= — - E — A?
<g0 292 1) ¥ 4(2_1)2 &2(y2_1>[
1 y
—(A*+B*+ 4 B (24 =0
(A4 57+ a)yZ—l} a?(y? — 1) { ( +a)y2—1
(3.5.8)
De plus, o posant :
Ly
Cw=vl+s (3.5.9)
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Chapitre 3 Systémes simples a une dimension

tout en substituant dans (3.5.8), ¢a donne

2
2 / Y _1 1
C+<+4(y2_1>2 27 1
P +B (24 + a) -2
a? (y? = 1) y?—1
TR E— A — (A*+ B? + Aa) L
o (y> — 1) y?—1
(3.5.10)

Ainsi la fonction ¢ posséde des poles fixes & y = £1. A présent, on va calculer les
résidus de ces poles.

pour y = 1, on écrit

.
C:y_11+a0+a1(y—1)+--- (3.5.11)

En injectant cette derniére équation dans (3.5.10) et en comparant les coéfficients de

L on aura

vy 11
e :Z_%(A_B) (3.5.12)
Pour y = —1, on introduit plutot le développement
¢ = " tay+d(y+1)+- - (3.5.13)
y+1

Par substitution de cette derniére dans (3.5.10) et par comparaison des coéfficients de

m, on trouve [5, 9, 10] :
1 1
ry = 1~ 5. (A+B) (3.5.14)

Ainsi ¢ se met sous la forme suivante

T 1 S (y)
= + + +e 3.5.15
¢ y—1 y+1 Sy ( )

ou ¢ est une constante & déterminer.
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Chapitre 3 Systémes simples a une dimension

La substitution de (3.5.15) dans (3.5.10) conduit a ’équation suivante

2 2ryr} n 2ry S n 25’ N 2ric
c =+ —c
-1 y+1S8 S y—1
2ry S 2r) 1 S 3

=15 y+1° 2P —1 S8 -1

1 1 1
+E (E — AQ) m—f—ﬁ (A2 + B2 + AOé)

(¥ — 1)

Pour de grand y, on trouve que ¢ = 0, ainsi ’équation précédente devient

S" [ 2r n 27 +2r1ri 1 1 +S”3 1
-1 2y2—-1 S8y>?—-1

Sly—1 y+1
+i(E—A2) ! +i(A2+B2+Aa) Ly (3.5.17)
a? y2—1 202 y2—1 e
Pour un grand y, S (y) se comporte comme S (y) ~ y"™ + - - - et par conséquent on a

8" _ nm-1) . S@ _
5) i e

En utilisant ces comportements asymptotiques dans (3.5.17) et en comparant les co-

efficients de y%, on trouve

3 1 1 1
2r1r1+2nr'1+2n7“1+n(n—1)+§—1—?(E—Az)+T«2(A2+B2+Aoé)—520

En remplacant les valeurs de ret de r} dans cette derniére équation, on retrouve

I’expression de ’énergie propre :
E=A%—(A—na) (3.5.18)

Par substitution des valeurs de F, r; et r} dans (3.5.17), on aboutit a I’équation

différentielle

(1—9*)S"(y)+[(2s— 1)y — 2\ 5" (y) + [n(n —25)] S (y) =0 (3.5.19)
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Chapitre 3 Systémes simples a une dimension

qui n’est autre que I’équation polyndmiale standard de Jacobi [11], ainsi

A—d—%,-A—d—})

S (y) = 5 (y) = 5 v) (3.5.20)

Enfin la fonction d’onde du potentiel de Poschl-Teller [11] est donnée par [5, 9, 10] :

V) =Ny—1)"T (y+1) grdiAdg) (y) . (3.5.21)

3.6 Conclusion

L’objectif principal de ce chapitre est de retrouver les solutions analytiques de ’équa-
tion de Schrodinger pour quelques potentiels & une dimension et cela par le moyen du

technique de Kapoor et al.
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CHAPITRE

4 Application au potentiel

coulombien

4.1 Introduction

Dans le présent chapitre, nous allond procéder a la résolution de I’équation de Schro-
dinger pour le potentiel coulombien. Ce dernier constitut le modeéle théorique pour dé-
crire I’atome d’hydrogene. Ce traitement analytique va se faire dans le cadre de la version
améliorée de Kapoor et al. du formalimse de Hamilton-Jacobi Quantique. et cela aprées

séparation ds variables angulaires et radiales.

4.2 Equation de Hamilton-Jacobi quantique a 3D

L’équation de Schrodinger stationnaire & trois dimensions est :

(Sea+v®) v =0 (4.2.1)

ou V (7) est le potentiel donné et 1 est la masse.
Pour un potentiel central V' (r), ’équation précédente est séparable en coordonnées

sphériques. Aussi, la fonction d’onde ¢ (7) peut s’écrire sous la forme suivante :
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Chapitre 4 Application au potentiel coulombien

Y (F) = ‘ (4.2.2)

ol m est un entier et les fonctions R(r) et H(6) respectent les conditions aux limites
suivantes

R(r=0)=0et R(r=00)=0

HO=0)=0et HO=7)=0

Dans le formalisme de Hamilton-Jacobi quantique, v (7) s’écrit comme

b (7) = etV (4.2.3)

avec W () est la fonction caractéristique de Hamilton.

En substituant cette derniére équation dans (4.2.1), on aura

Paw )+ (YW @) =2u(E -V () (42.4)

qui est I’équation de Hamilton-Jacobi correspondante a I’équation de Schrodinger.
En se plagant en coordonnées sphériques et enadoptant la séparation dess variables,

la fonction W (7) s’écrit alors comme suit :

W(r) =W (r,0,p) =W, (r)+ Wy (8) + W, (¢) (4.2.5)

Les expressions de A et de V en coordonnées sphériques sont :

0 10 1 0
of 107, /)

V= ot 90" T a0,

et

B} 10 (,0f 1 9 (of 1 of
2, _ - 274 | ==
97 =80 = 25 (5 + rrmaan (a0 * gt
1 of

(BF 205\ L (@0 1y 1 oy
~\orz  ror r2 \ 00? tan@ 00 7”28111 9(‘3@

Par substitution dans (4.2.4), on trouve que
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h((FW, 20W.\ 1 (0W, 1 oW, 1 oW,
i or:2 r Or r2 \  00?  tanf 06 r2sin?6 Op?

OWN® | (1oWp\P (1 oW\
- +==") + (=
or r 00 rsinf Jy

= 2u(E -V (1)) (4.2.6)

On procede a la séparation des variables radiales et angulaires de telle sorte a réecrire

(4.2.6) comme suit

h o, W,  20W, o (O, ? 2 _
i (8r2 o )” <a—> —ramE-Vin) =

i
B(PWy 1 OW)\ h 1 &W,
002  tanf 06 i sin?6 Op?

oW\ 1 aw,\*
_( a0 > - (sine Dy ) - (4.2.7)

ol a est une constante de séparation.

1

Alors de (4.2.7), on tire I’équation radiale

]

hoy (W,  20W,\ |, (0W.\* _
=T (87’2 —l—; ar>+r <8r> —r2u(E -V (r))=—a

En divisant les membres de cette équation par r2, on aboutit alors a

ho(PW, 20W, oW, \? a
;(87"2 +;87’>+<8T> —Q,U(E—V(T))—ﬁ (4.2.8)
On tire aussi de (4.2.7) I’équation angulaire suivante :
_h 0?Wy n 1 OWe\ h 1 O*W,,
i\ 00> = tanf 00 isin?0 g2
oWy’ 1 aw,\?
a ( 00 ) a <sin6’ (%) ) - (42.9)
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Chapitre 4 Application au potentiel coulombien

En mettant les termes dépendants de 6 d’un coté et les termes dépendants de ¢ de

’autre tout en multipliant par sin? 6, on aboutit alors & :

2 2
—EsinQQ (8 W + L 8W9) —sin?6 (—8W6>

i 002  tanf 06 00
, ho*W,  (OW,\”
+asin®f = - &pf + ( &p‘p> =0 (4.2.10)

b est une constante de séparation.

A présent, nous sommes en mesure d’écrire les équations différentielles relativement a

¥
how, + oW, 2—b (4.2.11)
i Op? op | o
et a la variable 6
hoo, (PWy 1 W, ., (OWe\® L,
—— — —_— = 4.2.12
- sin 9(892 +tan9 50 sin” 0 50 +asin“f =b ( )
On a par définition :
7= VW () (4.2.13)

En coordonnées sphériques, p’ s’écrit comme suit

oW, oW, oW,
Pr = or yPo = o0 yPDp = 090

ou p,, pg €t p, sont les moments conjugués quantiques.

En portant I'expression de p, dans (4.2.8), on aura

a

(4.2.14)

r2

(42 + 0 =BV () -

De la méme maniére, en substituant les expressions de p, et de py dans (4.2.11) et

(4.2.13) respectivement, on aura les équations suivantes
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hap@ 2
it 2 =) 4.2.15
L0+ (92) (1215)

h apg 1 2 b

- | = =a— 4.2.1

i ( 00 * tan epe) T (po) = a sin? 0 ( 6)

De (4.2.3) et (4.2.5), on peut écrire 9 (7) comme
Y (F) = et W) _ o (We(r)+Wo(0)+We () (4.2.17)

Par comparaison de la forme de la fonction d’onde (4.2.17) et (4.2.2), on trouve :

ce qui améne a
W, (¢) = hmyp
d’ou
Dy = him

En injectant ce dernier résultat dans (4.2.15), on évalue la constante de séparation

b= h*m? (4.2.18)

4.3 La solution radiale

Pour la solution radiale, nous allons nous intéresser au potentiel coulombien

Vi(r)= ke (4.3.1)

r
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Par comparaison des relatons (4.2.2) et (4.2.17), il vient que

G%WT(T) _ R(T)
T

(4.3.2)

En introduisant la fonction logarithmique sur les deux cotés de cette dernieére équation

et en dérivant par rapport a r, on obtient :

PiOW,(r) _R(r) 1
R or  R(r) r
Soit :
oW, (r) HhR(r) hl
= - _ =z 4.3.
b or i R(r) i (4.3.3)
On pose p, = %g((:)), pour écrire
_ hl
DPr=DPr — =~ (434)
ir

Par substitution de (4.3.4) dans le premier membre de (4.2.14), on aboutit a :

h (Op, 2 o h(0p, 2. K1l 2n1 » R 2hp,
i<8r+rpr)+(pr) _i(0r+'r’pr+ir2 i r? R r? i

h op
=2 e
=Pt 1 Or
nous avons donc :
h Op ke? a
P -2l =y B+ — ) — — 4.3.5
prt 1 Or ,u( + r r2 ( )

On remarque d’aprés cette équation que p, a un seul résidu fixe en r = 0 et n, poles

mobiles . Ainsi on peut écrire p,, comme dans le cas de I'osciallateur harmonique, comme

suit [5]

kS, (r) g
ey et (4.3.6)

ou g est le résidu de p, en r = 0.
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Le développement de Laurent de p, autour de r = 0 est le suivant
ﬁT:g+aO+a1T+......%g+ao
r r

En remplagant ce développement dans (4.3.5), ¢ca donne
L+ ho _(pye©_ )y
— ag + —agg — == — ———= | =
29 0 A0d T rooor?

Par comparaison des termes en %2, on en déduit que

g +ihg+a=0

ce qui donne :

—ih+ih/T+ 45 @3
> 3.

g:

Détermination du bon signe durésidug Ona R (r) = exp (% fﬁrdr), avec R (r — 0) =
0.

Le développement de Laurent de p, au voisinage de 0 est donné par : p, ~ £ + ay, et
en effectuant le changement de variable y = % (y — oo, pour r — 0), ce développement

se transforme au voisinage de l'infini & : p, (v) =~ gy, de sorte que :

Ll i< dy i dy
R(r) :epr—L/prdr_)R(y) :eXpi_i/py (—E) %exp;—i/gy (—?>
/ ; —ih+ih/T+ 4%
= exp (- /gdy:eXp — / =) dy
h Y h 2y
+

-1+ 1—1—4% 1
:exp/ % dy =1y 2

1 1 a
_1l_ 1 Ayga ..
y~272V2  donc la valeur admissible est

1
34 /1-1-4#2

Pour y — oo : R(r) — 0si R(r)

th  1h a .
g=—5 — 5[l =—in(+1) (4.3.8)
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Calcul de la constante ¢ La substitution de (4.3.6) dans (4.3.5) donne

h op ke? a g? Sr2 g S!
~2 T 2 2~n . n
P2+ = B+ — - — =L + 2 R 4+ 9¢L — ke
"4 0r ( r 7“2) 72 ¢ S2 Cr ! CSnr

9SS R|RkS., hS? g ke @
Ny Vg 7=t L L A - | =
ZrSnTjLz' 1S, iS22 r r2
D’ou :
hQS;:T 2h g S1I1T h.g 92 a k€2 2g 2 E _0 439
— S_m_ 2 <C+;>S—nr—;ﬁ+r—2+ﬁ—7+ C;—i‘(C — )— ()

En tenant compte des comportements asymptotiques au voisinage de r = 0

1

n,  n(n—1) Sh, n
.

%)

~ ——— et ~

r2 Sh

~

T T

En comparant les termes constants ainsi que ceux en %, on aboutit a

Z=F
—2iheny, + 2cg — ke* =0

Donc :
ke?

©T T2ihn, —ih—ih T+ 4%

En posant a = 12 (I + 1) , on trouve

ike?
20 (n, + 1+ 1)

Ce qui nous permet de retrouver enfin les énergies propres

k2et ke? 2
E=— = - 4.3.10
4R% (n, +1+1)? (Qh(nr+l+1)) ( )
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Détermination du polynéme S, () En remplagant la constante c et le résidu g dans

(4.3.9), on aura :

S// 2 2 2 1 Sl 2 1 2 1 2
Sn'r' (nr +1+ 1) r Sm- r 72
Ri(+1) ke’ g (+1)
ﬁ - _I_ ( r 41 — 0
T T r
ou encore
g2 ke? 2R2(I+1) s_;u_k_g+m(z+ ):o
Sn'r (nr + l + 1) T SnT r r

En multipliant les deux membres de ’équation précédente par 5, , et en divisant par

—h?

ke? ke? (I+1)
" — 20+1) S, +—(1—-———=)5, =0
7,S”TJF( 712(n,,+l+1)7’4r (1 + )>Snr+ h? ( (nr+l+1))sr

On obtient ’équation différentielle

ke? n
" _ 92 / B L =
TS”TJF( 712(nr+l+1)wr I+ )>ST+ h2 ((nT+l+1)>S"T 0

qui est sous la forme :

S+ (=nr + 21+ 1)) S, + 01,8y, =0 (4.3.11)

ke?

avec 1) = g )

On pose
y=nr (4.3.12)

Alors :S, (1) — Sy, (y), S = 250y Sy, (y) et Sy (1) =n*S, (y)

? Ny oy Or

Ainsi I’équation (4.3.11) s’écrit comme suit :

yS,, (y) + (1 —y+2(1+1)) S, (y) +n.Sp, (y) =0
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C’est une équation differentielle qui a comme solution le polynéme de Laguerre géné-
ralisé [11]
Sn, (y) = L (y)

Donc

ke?
- — L2l+1 — L2l+1 4.3.1
S0 1) = 22 ) = 22 (o M) (13,13

A partir de ’éxpression intégrale de R (r), on a

i i [(hS. (1) hi+1 ike?
R = — ~7“d = — _ _ d
(r) eXph/p r eXph/(ism(r)J% ; +2h(nr—|—l—|—1)) ’

= exp (ln Sy, (r) + Inrttt — gr + Co> (4.3.14)

Ce qui consuit finalement & la fonction d’onde radiale
Ry (r) = Cr' ' L2 (r) exp (—gr> (4.3.15)

ou C est une constante de normalisation.

4.4 La solution angulaire

En comparant (4.2.2) et (4.2.17), on trouve

e%Wg(@) — H(Q)
sin 0
ce qui ameéne a
h., H(6
Wy(0) = —=1In (%)

d’ou

! (H'“)) ~ Lot 9) (4.4.1)
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On définit une nouvelle fonction moment quantique comme suit :

Do = Py + i—ilcote = EHI(Q)
Po=Po T 75 ~ G H()
Alors :
Al
Po =P — 5 cot 0 (4.4.2)
1

En développant le membre gauche de (4.2.16) par I'introduction de (4.4.2), on trouve

h 8p9 1 2 h 8]39 h —1 ﬁ@ h 2

(e LY e L ~ L eot?g
i(60+tan9p9)+(p9) il90 "2 \sin’0) T tang 20
LR, h

—l—pe—zccot 0—;]0900‘59

Chopy ., B 1 R

300 TP T TamZo 4

Ainsi ’équation (4.2.16) devient

haﬁ@ + ~2 h2 1 hQ b
- _—— ——— — = —
7 00 Po 4 gin’6 4 sin’ @
ou encore,
h aﬁ@ ~2 h2 h2 1
—— = — ——b | —— 4.4.3
1 00 + Do a—|—4 + 4 sin® 6 ( )
En introduisant le changement de variable y = cos#, po (0) — Py (y), I'équation
(4.4.3) devient
h ap h? h? 1
1 — 22 2 — - — b — 4.4.4
i Yoy T <a+4)+(4 1—y? (444)
Introduisons aussi la transformation suivante
Py =—V1—1y%(y) (4.4.5)
d’ou :
dp Yy
Y = e(y) —V1—y? (y) (4.4.6)
dy 1—y?
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Chapitre 4 Application au potentiel coulombien

En injectant (3.4.4) et (3.4.5) dans (3.4.3), on aboutit a

(1-9*) ey - ;ye (y) + ; (1=y*) € (y) = (a+ %) + (hz - b) 1 _1y2‘ (4.4.7)

En divisant les deux membres de (4.4.7), par (1 — y?) on aura :

Définissons a présent,la fonction ¢ (y) telle que

hoy
201 —y?

C(y) =€) (4.4.9)

Par substitution de I’expression de € (y) en fonction de ¢ (y) dans (4.4.8), ¢a donne

h2 h2
ho R 24P @+ T
oy Ayt 1oyt (1-y?)
A présent, on peut développer la fonction ¢ (y) comme suit [5]
/ !
()= h5W) (4.4.11)

Ty+l y—1 " i8,)

ou 71 et ] sont les résidus de € (y) en y = £1 respectivement et S, (y) est un polyndome

de degrés n.

Calcul des résidus r, et 7]

Le résidu ry :

Le développement en série de Laurent de ¢ (y) au voisinage de 1 est donné par

C(y) = +agtar (y—1)+ o ~ + ag (4.4.12)
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Chapitre 4 Application au potentiel coulombien

En portant ce résultat dans (4.4.10), on aura

2 h
T—12+a§+2rla0——, 71 .
(y—1) y—1 i(y—1)

h? K2
g (05) (5-9)
41—y 1=y (1-y?)’

par comparaison des termes facteurs de conduit a ’équation

_ 1
(-1’

, kb

h2
Z_2 =0
) 4 4

qui a les solutions suivantes

—ih £ v/—b
2

—ih & ihy/ 5
2

r =

Calcul du résidu 7} :

En suivant la méme procédure que pour 1, on trouuve les valeurs de 7| comme :

v —ih++/=b
2

—ih & ihy/ 5

—

On remarque que ces résidus ont chaqu’un deux valeurs possibles. Pour soulever cette
ambiguité et determiner les valeurs définitives, on utilise les conditions aux limites de la
fonction H (6) .

Ona: H@=0)=0et HO@=m)=0

Et puisque on a le changement de variable y = cos 6, alors ces conditions s’expriment

H(y=1)=0et H(y=-1)=0.

On a H (0) = exp 1 [ Pg (0) df et par le changement de variable introduit juste avant,

on obtient :
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Chapitre 4 Application au potentiel coulombien

7

H(y) = exp [ 9y () 725 = expj [ e (y) dy, alors

i) =ewy [ e+ g2 (1413)

Le résidu r; On pose y =1+ % — dy = —%.

I’expression de H devient

H (1) = exp / {—%Ct(j) - é;f 1)} dt (4.4.14)

En injectant 'expression y = 1 + % dans le développement (4.4.12), ¢a donne
r
¢(t) :r1t+a0+71+ ........

qui indique que pour ¢t — oo :  (t) — rit, par conséquent

i?”l 1+t
H(t) = S S .
®) eXp/{ ht 2t(2t+1)]

Soit au voisinage de 'infini H (t) ~ AT =t
Alors H (t) tend vers 0 quand ¢ tend vers l'infini pour
—ih — ihy/

n=——t (4.4.15)

qui constitue la valeur définitive de ;.

Le résidu 7} Onprendy=-1+1—dy=—%

ainsi la relation (3.4.12) sera :

H (t) = exp / {—%Ct(;) ~ 5 (11__t2t) dt (4.4.16)
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Chapitre 4 Application au potentiel coulombien

et en suivant les mémes étapes que pour r; on trouve la valeur définitive suivante de

riqui est la suivante :
—1h —1h %
r=—————— (4.4.17)
2
Il s’avére que r = .
En insérant les deux valeurs des résidus dans (4.4.11), on aboutit &
14,/ 1+/%
h \2/72 h \2/72 hS’

_h h (y)
e A S R O
A
Su

_h b\ vy v
_;(1+ ﬁ)gﬂ— +z n

y)
hoy h S5 (y)
(3

4.4.1
Y1t ism e R

Détermination de la constante ¢ En substituant (4.4.18) dans (4.4.10) il vient

Cg(ny_i@C(y) R 24y (‘“L%) B <%_ )
oy AQ-y)t 1oyt (1)
—h2 62 2 _'_2 hS/(ZJ) C2—2h26 y S’I”L(:y) 2 h y

(1—y2)? " iSuy) yLlT(y)Jr 635y2—1
BA+Y) LS R 2+ _<“+%2>_<%2_b>_
o (y2 — 1) —h Sa(y) 4 (1—9y2)° 1— 2 (1= ) =0 (4.4.19)

en comparant les termes constants, on aura

c=0 (4.4.20)
Détermination du polynoéme S, (y) En portant la valeur de ¢ dans (4.4.19), on aura

B*y° y S, B0+
_p2 2T op? + R?
(1—42)? ’ By -1 Sn W -1y
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Chapitre 4 Application au potentiel coulombien

D'ou :

25 ®) 15— Sy) B

Sny(Y) y? — 15n (v)  (1—y2)?
a 9 b
+}1(2+y2)+<ﬁ+}1) (1—9%) - (ﬁ—i)]:o

En multipliant les deux membres de cette équation par (1 — 3?) S, (y) et en divisant

8%y — B(1+ %)

par —h?, on aboutit & ’équation suivante

)+ 2695, (4) + %y?mf RN

v) S,
%(Hyz) + (% + i) (1-v%) - (% - }L)]Sng(y) =0

En remplacant les constantes a et b par les valeurs suivantes,

a=nh1(+1)
b= h*m?
b=14+m
on aura :
11 / 1
(1=9%)S,, () +2(1L+m)yS,, (y) + m[(l +m)?y — (1+m) (1+y?)

+i (2+y%) + (l (l+1)+i> (1—9°) - (m2 - Z)]Sng(y) =0

(1=9%) Sn, () +2(L+m)yS,, () + [—m® = m + 11+ 1)]Sa,(y) = 0
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(1—9%) o, () +2(L+m)yS,, (y) + [ —m® + 1 —m]S,,(y) =0

(1= 9%) Sy (y) +2(1+m) yS,,, (y) + [(1 = m) (I +m +1)]S,, (y) = 0
On peut écrire cette derniére équation comme suit

1

(1= 47) S, (y) + [(m —m) — (m+m +2)y] S, (y)
+(l=—m)[(l—m)+m+m+1]5,,(y) =0 (4.4.21)

cette équation a la forme suivante
(1-2*)y"+[0—a)—(F+a+2)yly +nn+d+a+1)=0
qui est une équation differentielle admettant comme solution le polynéme de Jacobi[11]
y = P ()
Alors, I’équation (4.4.21) a comme solution le polynéme de Jacobi
Sno=t-m(y) = P (y) (4.4.22)

L’expression finale de H(y) est donnée par

) =ewy [ e+ 52
o3-S

(1= (- ) S, ()

— A (1= T (1=42)% P ()

NI

avec A\ est une constante de normalisation.
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D’ou :
H (6) = Asin? Osin™ 0P™ (cos 6) (4.4.23)

Ainsi la partie angulaire de la fonction d’onde s’écrit alors comme suit [11]

H . .
©(0,p) = %ew = Asin™ 0P""™ (cos 0) €% = Y™ (6, ) (4.4.24)

Y™ (0, ¢) qui n’est autre que 'harmonique sphérique.

L’expression de I’énergie  En reprenant l’expression (4.3.10) et comme ny = [ — m,

on en déduit fnalement que

ke? 2
Enon,=— 4.4.25
e (2h(nr+n9+m+1)) ( )

ce qui correspond a 1’énergie du potentiel coulombien.
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CHAPITRE

Conclusion

Dans ce travail, on s’est intéressé au formalisme de Hamilton-Jacobi quantique et
particulierement & la version développée par Kapoor et al. pour les systémes quantiques
stationnaires et non relativistes. On a construit les solutions exactes pour les états liés pour
certain potentiels unidimensionnels et aussi pour le potentiel coulombien tridimensionnel.

A une dimension, on a considéré I’équation de Schrédinger pour un certain potentiel
pouvant avoir des états liés. Aprés une transformation usuelle de la fonction d’onde en
termes de la fonction caractéristique quantique, on obtient 1’équation de Hamilton-Jacobi
quantique. Cette derniére se transforme, en exploitant la relation entre la fonction moment
quantique (FMQ) et la fonction caractéristique, en une équation différentielle de type Ric-
cati dite équation de la (FMQ). Celle-ci est I’équation centrale dans ce formalisme. L’idée
principale de la technique se résume dans le fait de pouvoir écrire la fonction moment
quantique comme une somme d’une fonction analytique et bornée qui peut étre prise, en
vertu du théoréme de Liouville, comme une constante, plus toutes les parties principales
des série de Laurent au voisinage de chaque singularité de la FMQ située dans le plan
complexe fini. Aussi, les parties principales relatives aux poles mobiles, qui correspondent
aux nceuds de la fonction d’onde, peuvent étre exprimées par le moyen d’un polynéme
d’un certain ordre qui coincide avec le nombre de poéles mobiles. Dans ces conditions, la
construction de la fonction moment quantique pour un potentiel donné, permet de re-
trouver les fonctions d’ondes et aussi de déduire le spectre d’énergie correspondant. Dans

ce mémoire, on a pu construire, avec l'aide de cette technique, les solutions exactes de
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plusieurs systémes unidimensionnels tels que : le potentiel de Rosen-Morse, de potentiel
de Scarf-I, de Morse et de Poschl-Teller.

L’extension de cette méthode a trois dimensions nous a permis de calculer le spectre
d’énergie et les fonctions d’ondes correspondantes pour le potentiel coulombien. Pour cela,
on a construit les fonctions moment quantique angulaire et radial dans le systéme des
coordonnées sphériques, en suivant la méme procédure que pour le cas unidimensionnel.
Ce qui a permis de remonter aux parties angulaires et radiales des fonctions d’ondes et
par conséquent aux niveaux d’énergie du potentiel coulombien.

En somme, la dérivation du spectre d’énergie et des fonctions d’ondes correspondantes,
dans le formalisme de Hamilton-Jacobi quantique, est basée essentiellement en la déter-
mination de la structure des singularités de la FMQ dans le plan complexe, c’est-a-dire, la
position des poles fixes et mobiles. C’est ce principal aspect qui donne a cette technique

sa simplicité et son efficacité.
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