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Introduction

La théorie de la relativité générale et la mécanique quantique sont indiscutablement
les piliers de la physique de 20eme siecle. La mécanique quantique est la théorie phy-
sique consacrée a 1’étude de la matiere a 1’échelle microscopique. Un aspect fondamental
dans I'étude d’un systeme quantique est la résolution de I’équation de Schrodinger. A cet
effet, des avenement de la mécanique quantique, plusieurs méthodes ont été élaborées
pour retrouver, de fagon exacte, les solutions de cette équation ; c’est-a-dire, les spectres
d’énergie des systemes étudiés et ainsi que leurs fonctions d’ondes [1].

Quand on est intéressé par les faibles ampltitudes des états des atomes lourds, et en
raison des grandes forces de Coulomb, la vitesse des électrons pres du noyau se rapproche
de la vitesse de la lumiere. Dans ce cas, il devient nécessaire d’employer la formulation
relativiste de Dirac de 'électron [2]. L’équation de Dirac est I’équation d’onde parfaite
qui est capable de décrire les effets relativistes dues a la vitesse et au spin des particules.
L’importance de 1’équation de Dirac provient du fait qu’elle permet de décrire toutes
les particules élémentaires connues de la matiere, appelées leptons et quarks. En outre, la
théorie de Dirac est a la base de I’électrodynamique quantique moderne, 1'une des théories
quantiques les plus précises a ce jour.

Ces dernieres années, les chercheurs ont prété une grande attention a la solution exacte
de I’équation de Dirac avec differents types de potentiels. En fait, I’équation de Dirac n’a
été exactement résolue que pour quelques interactions, en exigeant des contraintes fortes
sur les potentiels étudiés. Cependant, les solutions exactes sont importantes pour mieux
comprendre ’évolution des systemes physiques, qui ne peut étre connue qu’en analysant

de telles solutions. Les problemes exactement solubles peuvent étre considérés comme



Introduction

un point de départ pour la construction de modeles plus réalistes et pour introduire des

méthodes numériques pour résoudre les problemes physiques les plus compliqués [3]-[7].

Dans ce mémoire, nous essayons de décrire des méthodes pour résoudre 1’équation
de Dirac dans le cas des potentiels radiaux. L’idée fondamentale consiste a décrire une
particule dans une région plongée dans un potentiel a symétrie sphérique. L’équation de
Dirac est séparée en deux parties, une partie radiale et une partie angulaire. La partie
angulaire est la méme pour tous les potentiels radiaux; c’est un spineur harmonique
sphérique [8]-[9]. Ainsi, le probléme consiste a résoudre la partie radiale de 1’équation de
Dirac dans chaque cas étudié. Dans ce cadre, on va examiner deux cas importants. Le
potentiel de Coulomb, qui joue un role important en mécanique quantique, notamment
dans I'étude de I'atome d’hydrogene [8]-[10], ainsi que le potentiel de Woods-Saxon qui joue
un role essentiel en physique microscopique, puisque il est utilisé pour décrire 'interaction
entre les nucleons dans le noyau atomique [11]-[13]. Pour enrichir le travail on va utiliser
deux approches différentes mais similaires. Dans les deux cas, on va calculer les niveaus

d’énergie des états liés.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre est un rappel sur la théorie de Dirac, o on donne une solution
de I’équation de Dirac pour la particule libre, en coordonnées sphériques.

Dans le deuxieme chapitre, on étudie le cas d'une particule de spin %, soumise a un
potentiel de Coulomb. Dans le cas stationnaire, une méthode de résolution, basée sur
une séparation de variables, sera proposée pour l’équation d’onde. Ensuite, on établit
I'expression des niveaux d’énergie des états liés et on donne les valeurs de 'énergie des
premiers niveaux.

Le troisieme chapitre est une application d’une nouvelle approche pour résoudre 1’équation
de Dirac avec le potentiel de Woods-Saxon. On va démontrer que le potentiel de Woods-
Saxon peut étre résolu pour des particules relativistes. On va établir, aussi, ’expression
de I’énergie pour les niveaux d’énergie des états liés.

On termine le mémoire par une conclusion, dans laquelle on discute les résultats ob-

tenus dans ce mémoire.



CHAPITRE

L’équation de Dirac libre
en coordonnées

sphériques

1.1 L’équation de Dirac libre en coordonnées cartésiennes

L’équation de Dirac est une équation relativiste a laquelle obéit la fonction d’onde des

particules ayant un spin %, comme |’électron.

1.1.1 L’hamiltonien de Dirac libre

Soit W (z) un vecteur a 4 composantes, appelé bi-spineur de Dirac. L’équation de Dirac

est donnée par :

(ihy"0, —me) ¥ () =0 (1.1.1)
qu’on peut mettre sous la forme
T - = mc



Chapitre 1 L’équation de Dirac libre en coordonnées sphérique

ou 0y = % ,V, = aii et v*(u = 0,1,2,3) sont les matrices de Dirac. En multipliant

I'équation (1.1.2) par ~°, on obtient

mc?

i (19)2 0,0 (x) = (-wﬁ V4 T”O) U (z).

En posant 703 = 3, B = 7" tout en sachant que (70)2 = 1, cette derniere équation

devient

iho (z) = (—mca R chB) () (1.1.3)

Ainsi, I'équation (1.1.3) peut s’écrire :
ihoW (x) = HpV (x) (1.1.4)

5
on Hp = —ihca -V + mc?f3 est 'hamiltonnien de Dirac qui décrit une particule
relativiste libre, a et [ sont des matrices hermitiques d’ordre 4. Dans la représentation

. — ’
standard, les matrices « et 3 sont données par :

. 0 o 1 0 . 0 o . 10
a=| et g = — v = . et 7' = ,
c 0 0 —1 -0 0 0 -1
ou o;(i = 1,2, 3) sont les matrices de Pauli :
0 1 0 — 1 0
01 = , 02 = y 03 =
10 ¢ 0 0 -1

1.1.2 Solutions de I’équation de Dirac libre

Cherchons une solutions de 1’équation de Dirac pour une particule libre sous forme

d’une onde plane, et posons :
U(x) = u(p)e i < U(Z,t) = u(E, pe #E=P-), (1.1.5)

ou x et p sont, respectivement, les quadrivecteurs position et impulsion. L’injection de
la solution (1.1.5) dans léquation de Dirac libre (1.1.1) implique, alors, une relation

algébrique



Chapitre 1 L’équation de Dirac libre en coordonnées sphérique

(7"Pu — meju(p) = 0. (1.1.6)

Nous allons maintenant séparer u(p) en deux composantes, en écrivant

u(p) = , (1.1.7)

ol ¢ et y sont deux spineurs de Weyl, i.e spineurs a deux composantes.
En utilisant la représentation standard de Dirac pour les matrices v*, I’équation (1.1.6)

prend la forme suivante

E  —co-p ¢ ¢
- =
(VE—cy-plulp)=1{ = mc? (1.1.8)
co-p —E X X
qui donne le systeme de deux équations
- —
E¢ —co- px =mco
L (1.1.9)
—Ex+co- pp =mc*y
De la deuxieme équation de (1.1.9) on obtient : x = z72-¢.

Remarque :
En appliquant 'opérateur de la parité P a chaqu’'une des équations de (1.1.9), dans
S Lo, o — = . . . . . o ,
cecas T — —T et o-p — —o- p, il est clair que le spineur ¢ doit avoir une parité opposée
a celle du spineur Y.
En multipliant, maintenant, la premiere équation de (1.1.9) par (E + ¢*m) et en uti-

lisant ’expression de x en fonction de ¢, on obtient :
2
[(E—CQm) (E+c*m) — ¢ (;E) } »=0 (1.1.10)
2
En utilisant I'identité ((?]_5) = 55 = p?, I'équation (1.1.10) devient :

[E2 —c*'m? — C2p2} p=0 = E?=c'm?+c*p? (1.1.11)
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Cette relation, qui correspond a la relation usuelle d’énergie-impulsion relativiste, montre

que I’équation de Dirac admet, comme pour 1’équation de Klein-Gordon, deux solutions

E = f+c/m?c + p? = £epo (1.1.12)

Une solution d’énergie positive ET et une solution d’énergie négative E~.

Pour:E:EJr,X:i

Pot+em
(b —i(c t—ﬁ.;)
S I I (1.1.13)
o p
potem
et pour : BE=E",p = —p(ﬁng
TN N
o — po+cm et (epot+p.a) (1.1.14)
X

On appelle (1.1.13) la solution positive, et (1.1.14) la solution négative.

1.2 Equation de Dirac du champ central

Considérons une particule de masse my en mouvement dans un potentiel central V' (r),
qui ne dépend que de la distance r. La fonction d’onde W décrivant un électron soumis au

potentiel V(r) satisfait I’équation
HV = [ho+ V (r)|¥ = BV, (1.2.1)

ou F est I’énergie de 'électron.

1.2.1 Hamiltonien du probleme central

L’hamiltonien est donné par H = ho + V (1), olt hg = ca.p' + moc? est 'hamiltonien
libre de Dirac. Pour exprimer cet hamiltonien dans le systeme des coordonnées sphériques,

il suffit de trouver ’expression du terme &@.p dans ce systeme de coordonnées. Tout d’abord,
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o1l remarque que

(E-?) (3-3):?-5+w(?x3> (1.2.2)
%
:?-5+23L
N
:TpT+Z(h+5'>L)

En effet, on a d’une part

TP = —zh(:}cg—;% + yg—;% + z%%)
= —ihra
et d’autre part, si nous définissons I'impulsion radiale par p, = % (g ]_0> + ]_5 %), nous

obtenons

Il s’ensuit que

7 ? =1rp, +ih
Définissons la vitesse radiale «, par «a, = a - ; = & = Q- 722 Ainsi, on aura :

a? = <E> . ;) <E> . Z) =TT (7)/\7) = 1. En multipliant (1.2.2) & gauche par 2=

r

on obtient

3.?5(g.f)@.?)@?):(af) @f) @ -7

r2 r r
= [rpr+i<h+7-f>}
= (d - 7) =ozrpr+z'% <h+?-f) (1.2.3)
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"
En utilisant le fait que le moment angulaire total J = L + %7, ce qui implique que J?
- - - —
=L%+ %QEQ—F he - L =L%+ %—i— Ko - L, de telle sorte & avoir le résultat suivant :
— - -
hol4+7 - L = 3 [J2 - L*+ %2} Ainsi, 'hamiltoien (1.2.1) s’écrit dans le systeme des

coordonnées sphériques

H=cad P +pme+V(r)

— c|awp, + z‘%(h s f)} + Bmoc® + V(r)
2

» 1 - h
= coppy + i%ﬁ {f? —-L*+ T} + Bmoc® + V(1) (1.2.4)

La séparation des variables

L’hamiltonien H commute a la fois avec l'opérateur de la parité P , le carré de
I'opérateur du moment angulaire J? et la troixiéme composante J, de J . Donc la fonc-
tion d’onde ¥ doit étre une fonction propre de P,J? et J, avec les valeurs propres
(_1)j+g ,j(4 + 1)h? et mh repectivement (pour plus de détails sur les valeurs propres

de Popérateur de la parité voir Annexe B) :
J2U = j(j + DRV, J,U =mh¥  PU = (1)’ ¥

ou

N

+1 sila parité est (—1)7"2,
77 =

—1 sila parité est (—1)7"2,

N

Mettons V¥ sous la forme

¢
X

U= : (1.2.5)

ol ¢ et y sont deux spineurs a déterminer.
Sachant que les seules valeurs pour [ sont [ = j + % et que ¢ et x ont deux parités

opposées, nous pouvons prendre 'ansatz suivant pour la solution de I’équation de Dirac

10



Chapitre 1 L’équation de Dirac libre en coordonnées sphérique

e sy . ] L2 i n
avec moment cinétique j, nombre magnétique m et parité (—1)7"2 :

Wim = — / = —etl' =75 — = 1.2.

les €2, sont les spineurs harmoniques sphériques, composés par les harmoniques sphériques

ordinaires Y}, est les spineurs de base x(s3)

1

ol (l%j | m’msm) sont les coefficients de Clebsh-Gordon et XiL = (0) , X
Les Q1 ont la méme parité que Yy, , (—1)! (Voir Annexe A et B).
I nous reste a déterminer les fonctions radiales G(r) et F'(r). En appliquant I"opérateur

% [ﬁ — 2+ %2] sur ¢, nous obtenons

Lo = I s 2 , P
7 J*—L + o= 1jG+ DR =11+ 1A + ¢ (1.2.8)
I . h?
— 5 [0 0R = G DG D] 0
(2 + 1)gh¢.
De la méme maniere, en appliquant % [j 2[4 %2] sur y, on obtient
1 72 72 ' 4 2 ?
7 J =L +— jU+ DR =T+ DR +T X (1.2.9)
1 n , K
= 1 _ 1 1 — -
h{m =G =D+1- e 2
— (94 n
Nous pouvons condenser ces deux résultats sous la forme
1 2 72 h2 n 7 . n

ou W = Wj,,. Ainsi, 'équation (1.2.1) se réduit a

11



L’équation de Dirac libre en coordonnées sphérique

Chapitre 1

. [ copl [ =y B 2 "
HY! = _ca,«pr +1 _— J =L+ T + Bmoc” + V()| U7,
carp, +ic=t (=5hB (25 + 1)) + Bmoc + V()] ¥,
I 1
- _ih;argr - Zgarhnﬁ (] + 5) + 5m062 + V(T):| \I];]m
e 0 o1 9 " "
_Zh;ar ~r+ 776 J+ 5 + ﬁmoc + V(T) \I]jm = E\I]]m

or

0 o 0 o,
, B = et
0 -1

Par définition on a : o =
70

0 —o,
o, = 01\10}:7-$.
o 0
En utilisant I'ansatz (1.2.6) pour W}, on obtient finalement le systeme suivant
Fir) lem =0
(1.2.11)

r

G(r) (@ - f)iﬂjz/m + (moc2 +V(r)—E)

—ihe [Zr—n(j+ )] <
.GS") le/m -0

E0 (G - YQjin + (—moc? + V(r) — E) i

iy [+l +9)] =
A présent, nous avons 'identité suivante (pour la démonstration de cette identité voir [8])
(1.2.12)

<13y

(U ’ ;)lem = _le’rm de méme (0 ’ )le/m = _Qﬂm'

En utilisant cette identité, on obtient alors un systeme d’équations différentielles couplées

du premier ordre :
T : T —moc?—V(r
_ [d(;ﬁ) —n(j + L Gi)} _ [(E oc? v ( ))] Fr) o)
' . ' m 027 T o
[dFdi) +n(1+%)F§)} _ [(m ot -V ))] G(r)
ou encore
[% _ 77(1':'5)] G(’f’) _ |:m52+\h/c(r)fE:| F(T)
0 G eme 1V (r) (1.2.14)
|+ ] p(r) = | B0 G()

12



Chapitre 1 L’équation de Dirac libre en coordonnées sphérique

1.2.2 Solution de I’équation de Dirac libre

Dans le cas libre V(1) = 0, le systeme (1.2.14) se réduit a

r he

[t + R ) = Bt

d , 16+3) E+mqgc? (1.2.15)
(4 4+ D] p(r) = el (y),
Dans ce cas, on tire de la deuxieme équation de (1.2.15) la relation suivante
he d  n+3)
Gr)= ————|—+—-2|F 1.2.16
(r) E + myc? {dr + r (), ( )

En remplagant G(r), donnée par (1.2.16), dans la premiere équation de (1.2.15), on obtient
I'équation différentielle pour la fonction F'(r)
d? (j+%)(j+%+n) E? —m3ct

lﬁ_ 5 ST ]Fl(r):(). (1.2.17)

2 2.4

Prenons en compte que [ = j+ 7 = (j + %) (j + % —1—77) =1(l+1), et posons E 2"2 =

k%, I’équation (1.2.17) prend la forme suivante :

dr? 72

> I(l+1
{ (+1) - kzz} F(r)=0 (1.2.18)
En faisant le changement de variable p = kr et le changement des fonctions Fj(r) = pFi(p),
G(r) = pGi(p), les deux équations (1.2.16) et (1.2.18) donnent le systéme d’équations

suivant [8] :

& 2d 11+1 .
2=l R o

dp* ~ pdp | (1.2.19)
l/'O_E—i-moc2 dp p nes

ou I'’ = 2j — [. La solution de la premiere équation est donnée par les fonctions de Bessel

sphériques j;,ny, hi (voir Annexe C). Les formules de récurence pour les fonctions de

13



Chapitre 1 L’équation de Dirac libre en coordonnées sphérique

Bessel sphériques [14] :

~ d - l+1 - - d - [~
F_ = —F F, F, =——F -F
1-1(p) i W(p) + p i(p) » Frn(p) i !(p) + p 1(p),
permettent d’obtenir la solution suivante pour Gj :
A hckn -
Gy(p) = =—Fr ul'=25—1 1.2.20
vlp) = oz trle), ot J (1.2.20)

La solution bornée partout acceptée physiquement, pour |E| > mc?, est donnée par
la fonction de Bessel sphérique Fj(p) = ji(p). Ainsi, La solution physique du systéme

d’équations couplées (1.2.14) est donnée par

. E?2 —m2ct

Fi(r) = Avrjulkr), b=\ =55 (1.2.21)
chk

Gl/(?”) :AZE+77;7 27”][/(]%”)

olt A; est une constante de normalisation. Ainsi, pour chaque valeur de I'énergie |E| > mc?,

on obtient une onde sphérique libre avec moment angulaire total j et parité (—1) /2 8].

14



CHAPITRE

2 Une particule de Dirac

dans un potentiel

Coulombien

2.1 Application a I’atome d’hydrogene

Comme exemple d’application des méthodes développées dans le chapitre précédent,
nous allons étudier le cas d’une particule de spin 1/2 dans un potentiel de Coulomb de la

forme (atome hydrogene) [8]

V(r) = —th, (2.1.1)

r

ou Z est le nombre atomique (dans le cas de I'atome d’hydrogéné Z = 1) et « est la
constante de la structure fine, o = e*/hic = 1/137.03602. Dans la limite des grandes

valeurs de r, r — oo, les équations de Dirac radiales (1.2.14) deviennent

d E— 2
G moc”

Cdr o ch
& E+7Cnoc2G (2.12)
dr ch ’

ot on a éliminé les indices [ et . La combinaison de ces deux équations donne la relation

15



Chapitre 2 Une particule de Dirac dans un potentiel Coulombien

d*F E? —m2ct
== F (2.1.3)

La solution normalisable et décroissante a I'infini, est donnée par :

204 _ 2
F(r — o00) ~ e ™, avec k = 4/ mocc2—h2 (2.1.4)

Dans le cas  — 0, le systeme (1.2.14) se réduit a

i +1/2 Z
d  nG+1/2) a=2"p

dr T T
, (2.1.5)
{i + M] F = @G’

dr r r

dont les équations peuvent a leurs tour étre combinées pour donnerl’équation différentielle

d’ordre 2
1\ 2
(Za)* — (j + 5)

La solution réguliere de cette derniere équation est donnée par

d2+d+1
7“d7“2 dr r

}Fz& (2.1.6)

F(r—0)~7% ol s= \/<j+%)2— (Za)®. (2.1.7)

Afin de faciliter les calculs suivants, nous introduisons les substitutions

B . A o mict—E2
p_kany-NMAﬂﬂ—qy%k—VC%;_ (2.1.8)

de sorte que les équations radiales d’origine (1.2.14) deviennent

(~4+2)G=(-v+2)F,
(d%Jr/z)) ja <%+ %> o (2.1.9)

Proposons des solutions sous forme de séries de type Frobinius [§]

16



Chapitre 2 Une particule de Dirac dans un potentiel Coulombien

(2.1.10)

Pour pouvoir exploiter les solutions précédentes dans les équations (2.1.9), nous cal-

culons d’abord les dérivées premiéres. Elles sont données par les expressions suivantes

F N
(fi_ Zan [(n + S) pn+s—1 pn—i—s] e P,
dg n=0 (2.1.11)
_p _ an [(n + 8) anrs 1 pn+s] P
n=0

En tenant compte de (2.1.10) et (2.1.11) ,alors 1’équation différentielle (2.1.9) s’écrit

sous la forme atgébrique suivante,

N

N
Z e 1 n+3) _T]_’_’yan] an—I—s [bn_any] 207

n=
N

n= 1 (2.1.12)
Z sl n+s)+T]—7bn]—an+s{anjt—bn}:0.
n=0 n=0 v
N
Pour pouvoir ”connecter” les deux séries Z PP et Z p"*°(...), qui figurent

n=0
dans les deux équations de (2.1.12), effectuons le changement d’ 1ndlces qui suit :

n=n—-1=n"=n+1,
anrS:pn/Jrsfl7 (2113)
n:0=N=n:1—-N-+1.

On obtient, ainsi, le systeme suivant :

N

Nt oy —van] + Y " b [(n 4 5) — 7]+ Yap — bt + vap—1] =0,
n=0

p° ! [bo [s — 7] 4+ vao] — p

N
1
s—1 N-+s n+s—1
+ 7] — ybo] — + by |+ Y
P [ao [S T] ¥ 0] P [aN y N:l p

. )
[an [(n+8)4+ 7] — by —an—1+ ;bn—l =0,
n=0
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Chapitre 2 Une particule de Dirac dans un potentiel Coulombien

qui permet d’obtenir les relations :
1
bo[s — 7] +7va0=0, ap[s+ 7] —ybo =0, by —vay =0, ay + by =0,  (2.1.14)
v

en plus des relations de récurrences suivantes :

b,l(n+s)—7|+~a, —b,_1 +va,—1 =0,
(n+s)=7l+7 ' ' tel que n = 1,... N, (2.1.15)

an [(n+5) + 7] = by — a1 + b1 = 0,

2.2 Détermination de I’énergie

Réécrivons les relations de récurrences (2.1.15) sous la forme d’un systeme d’équations

linéaires,

n+s)+r71 — an, Ay — 2D,y
(+9)+7 = (e o o)
vy (n+s)—r by, bpq1 — VQp_1

La condition d’existence d’une solution unique pour un tel systéme d’équations est que le

déterminant soit non nul (condition d’inversion d’une matrice) :

[(n+s)+ 7] —
gl (n+s)—7
=[(n+s)+7]l(n+s) —7]+°

= (n+s)’—7124+4%
On obtient la contrainte suivante sur les valeurs de A :
A=n(n+2s)#0 (2.2.2)

Dans le cas ou la condition (2.2.2) est vérifiée, la solution du systeme linéaire (2.2.1)

s’écrit comme suit :

18



Chapitre 2 Une particule de Dirac dans un potentiel Coulombien

=t {(nts—T—w)ana+ (y—Ln+s—7))bos},

(2.2.3)
bo = sy A= (O F (0t s £ ) V) ano + (34 (45 +7)) bua ]

La prochaine étape consiste a vérifier la troixieme et la quatriéme condition de (2.1.14)

par les relations de récurrence (2.2.3), pour n = N. Pour ce faire,

_ ((N+s—1)v 2 . vy NA+s—1)
bN_uaN—(N(N+25) N(N+2s)) N_1+<N(N+25) N(N+2S)>(2b];41)

L’identification membre & mombre de (2.2.4) et de (2.2.3), quand n = N, nous conduit

aux deux équtions suivantes :
(N+s—m)v—m?)==[y+(N+s+7)1] (2.2.5)

(vry— (N+s—7)) = <%+(N+s+r)> (2.2.6)

Ces deux équation sont identique. Donc pour déterminer les énergies F, on utilise I'une

de ces deux équations. L’équation (2.2.6) nous permet d’écrire :

(N—l—s—7)+(N+s+T):y7—g

2(N+s)=7(y—l>

1%
2
moc*—F

o moc?+FE +1

=7 | —/—/—/—
moc?—FE
moc?+E

donc
E2

L e

En élevant au carré les deux membres

E2

Ntsil=r—
( ) =7 (mOCQ)Q_EQ
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Chapitre 2 Une particule de Dirac dans un potentiel Coulombien

il est possible d’isoler le terme d’énergie. En effet,

(N +8)* (moc®)? = B (N + 5)* +77)

2

E2 = (m002)2 —(N + S)
(N +5)° + 72

2)2 v -

= (mgc 1+ —— .
( 0 ) ( (N + S)2>
Ainsi, les niveaux d’énergie Ey sont donnés par I'expression
72 -1/2

En remplagant s par sa valeur dans (2.1.7), les niveaux d’énergie de ’atome d’hydrogéne
s’écrivent finalement :

—1/2

72

(N+ (j+g)2—72)2

Ex=mc |1+

(2.2.8)

En développant I'expression (2.2.8) en puissance de 7 ,y = —— < 1, on obtient

137,036
2 4
v 3
E = 21— O S
e { s+ N2 8(s+ Ny }
et
(._i_l)2 (__'_1){1 72 . }
S = — — ~ — —_— T .....
S
en trouve finalement :
2 4
v 3 v
Ey =moc® |1 — + = , + o (2.2.9)
[ 2N +j+5— 5572 8N +j+3)! ]
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Chapitre 2 Une particule de Dirac dans un potentiel Coulombien

Posons N’ = N + j + 3, 'équation (2.2.9) devient

2 4
gl 37
By = moc? |1 — ——— ... 2.2.10
A R -
En écrivant le dénominateur du second nombre comme
2 O N'~2 2
(N =2 N2 N2 [1—7—1}
2j +1 2j+1 N'(j+3)
et en négligeant les termes d’ordres supérieurs, 1'expression (2.2.10) devient
2 2 4
gl gl 37
By =moc® |1 — 1 = 2.2.11
N e { e T NG Tawa } (2:2.11)
2 4 /
2 v v N 3
= 1— — — )+ ... 2.2.12
e [ e ] (2.2.12)

2.3 Les niveaux d’énergie

Le premier terme dans (2.2.12) est le terme de I'énergie au repos, E = mgc?. Le

second est conforme a la quantité prédite par la théorie de la mécanique quantique non

relativiste. Le terme de Bohr T, = —";?5,22 peut étre obtenu a partir des quantités v =
A 2 o 4
Toeic €t Rhe = % En effet,
mc*y? Z%et mc?
2N2 — 16m2eh2c2 2N”2
 ZPme* 1
© 32722R: N7
_ Z’Rhe
=—Nr

Tous les termes qui suivent sont des corrections relativistes. Leur effet est de faire lever la
dégénérescence non relativiste de tous les niveaux avec le méme N. En fixant N, I’énergie
de chaque niveau est 1égerement relevée en fonction de j.

Pour une distinction plus facile entre les différents niveuax d’énergie, on adopte la

notation spectroscopique non relativiste N;, ou la valeur [ est renvoyée aux deux com-

21



Chapitre 2 Une particule de Dirac dans un potentiel Coulombien

posantes supérieures du spineur de Dirac, c’est a dire [ = j + 1/2. Le tableau (A) donne

les premiers niveaux d’énergies de 1’électron dans 'atome d’hydrogene [8].

N | N |J|n Nl Energz'eE
1|0 || =1]1sip \/1—(Za)2
2
2 (1 | L] —1]2s \/ L1 (Za)?
2
2 |1 | 1|41 250 \/ L1 (Za)*
2
2 0 % -1 283/2 \/4—%%&)
2
3 |2 141 3g _24V/1-(Za)*
2 12 54+44/1—(Za)?
2
3 19 1 41| 3g _24/1-(Za)®
2 12 54+44/1—(Za)?
2
3 11 31 .11 3s _4-(Za)®
2 32 Jaran/a(za)?
2
311 |3 41]3s _14-(Za)®
2 8/2 5444/4—(Za)?
2
310 2] 1|35y, | Y

Tab (A).Energies des niveaux d’atome d’hydrogene.
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CHAPITRE

Solution de ’équation de
Dirac pour le potentiel de

Woods-Saxon

3.1 Nouvelle méthode de résolution

La fonction d’onde d’une particule libre satisfait a 1’équation de Dirac, qu’on peut

écrire, dans le systeme d’unités atomiques et relativistes o i = m = 1 comme [3]-[5] :

("0, — X ) =0, (3.1.1)

ou A est la longueur d’onde réduite de Compton A = %, m est la masse de la particule
et c est la vitesse de la lumiere.

Couplons la particule de Dirac au quadri-potentiel A, <A0, ff) . Le couplage minimal
invariant de jauge est satisfait par la substitution d, — 9, +iAA,. On obtient, donc,

I'équation Dirac avec un terme d’interaction avec le potentiel A,

[iv" (0 +iAAL) — A =0. (3.1.2)
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Chapitre 3 Solution de I’équation de Dirac pour le potentiel de Woods-Saxon

En développant I’équation (3.1.2), on trouve

[muau — MPA, — )\—1} Y = [2')\70% +iv-V — AHA, — )\_1} P = 0. (3.1.3)

Il s’ensuit que

B §
Xy 5t = [—w V4 XA, + )\’1] ».

En multiplianta gauche cette derniere équation par 4%/, on obtient

) . .
iz = |=iAT907 -V 1274+ Ay +9°A7) 0,
par définition 1°y = @ et v° = B3. Ainsi,

0

it = [—m—l@ NAd-At A+ A—Qﬁ} b = Hip. (3.1.4)

Donc, ’hamiltonien est donné par

M+ 1 —iNG -V + )N A
—iNG -V +AG-A X — 1

H—

Prenons le cas ou le potentiel a une symétrie sphérique, de telle sorte que A, = (Ao, ff) =
(V(r),+7W (r)), ol 7 est le vecteur unitaire radiale et 7 est le module du vecteur position
radial, 7 = r7. V(r) et W(r) sont deux fonctions réelles radiales. Ainsi, nous pouvons

mettre ¢ sous la forme [9] :

i)/ |
(f(r)/r) & - 7 Qjirm

<
Il

ou f(r) et g(r) sont des fonctions réeles de carrés intégrables et € est la valeur propre de
I’hamiltonien H, autrement dit, c’est 1’énergie de la particule. La composante angulaire

Qi du spineurs 9 est le spineur harmonique sphérique (1.2.7), qui est donné explicite-
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Chapitre 3 Solution de I’équation de Dirac pour le potentiel de Woods-Saxon

ment par la relation suivante

1 VIEMF12Y"7(0,9) o
, pour j=I[= 3

V2 +1\ £\ /TFm+ 17270, )

7lm

ol Y}mﬂ/ % est la fonction harmonique sphérique et —j < m < j est le nombre quantique

magnétique.
Définissons, maintenant, un nouveaux opérateur K telle que

. o B2
W:ﬁ+z, (3.1.5)
avec les valeurs propres
. 2 h2 1\?
R = ()= (i ) e= (54 5) v (3.1.6)
Il s’ensuit que
A ] 1
K¢ = +h (] + 5) Y = —hka. (3.1.7)
ou k est un nouveau nombre quantique relié a [ par
1 —(+1),pourj=10+1
/{::Fh(j+_): (1), pour j 2 (3.1.8)
2 l, pour j =1 — %

Nous pouvons donner une expression de K, en remarquant que

. 2 . h&\? R?

K2: 2 R L e -

J+4 <+2> +4
— L2+ hL -G+ h?

A\ 2 N
—-<6-L> Y oRl -5+ K2

= <£~5+h>2.

ou on a utilisé le fait que les composantes de L ne commutent pas, ce qui donne
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Chapitre 3 Solution de I’équation de Dirac pour le potentiel de Woods-Saxon

(a.z)zz (¢:L) (s L) =12 +ig- (LxL)=1?—ns L

Ainsi, 'expression de K est donnée par :

~

K=h+L-d. (3.1.9)

En utilisant cette expression de K , on obtient, pour un systeme a symétrie sphérique, le

résultat suivant :

G L (r,#) =G (Fx p)v(r,7) = —h(1+ k)Y (r,7) . (3.1.10)

k est appelé le nombre quantique de spin-orbite et il prend des valeurs entieres kK =
+(j+1/2) = £1,+£2,.... En utilisant la notation suivante pour les spineurs harmoniques
sphériques

Xem = lema X—km = le’m s (3111)

alors 'action de K sur ces deux nouveaux spineurs est donnée par
KX = —EEXems KX —rm = BEX —xm. (3.1.12)

Les équations (1.2.2), (1.2.12) et (3.1.10) permettent d’obtenir les relations tres impor-

tantes suivantes :

(5:9) FOvn = (G +5) @1 vem,

dr r
2 2\ o . diFf  1—=k
(3:9) @) Fm = (G + ) o
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En remplagant ces dernieres relations dans 1’équation (3.1.4), nous obtenons [3]-[5]

1+ X2V(r) —  A[E4+W(r) — 4] gy} _ [0} (3.1.13)

AE4+W(r)+ 4] —14+XV(r)—¢ f(r) 0

Cette équation matricielle génere un couple d’équations différentielles d’ordre 1 qui doivent
étre résolus simultanément pour obtenir les parties radiales du spineur. En I’absence du
potentiel, ces équations ne seront pas de type Schrodinger. Pour obtenir une équation de
type Schrédinger nous devons appliquer une transformation globale w (n) = e(32n02) 5
la relation (3.1.13), ol i est un parametre constant et oo est la matrice de Pauli. II est
également nécessaire d’imposer la contrainte V(r) = ¢ [W(r) + £] = W(r) = %V(r) —=
avec  parametre réel et sin (An) = X, pour obtenir une équation de type Schrodinger
avec —3 < An < +7.

La transformation unitaire ainsi que d’autres contraintes appliquées au potentiel, nous
permettent d’obtenir I’équation suivante :

C—c+2)2V A(—¢+§V—d%> o 0

= (3.1.14)
>\(—C+§V+%) —C—¢ ¢ 0

ot C = cos (An) = 1/1— (A)* >0, et

or — wp = cos(%") sin(%) g
o~ —sin(%”) cos(%”) f

L’équation (3.1.14) conduit a la relation suivante pour les nouvelles fonctions radiales

¢r(r) et ¢~ (r)
A C

d
60 = G [CE TV + 4| 6t
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Nous pouvons, ainsi, dériver 1’équation de type schrodinger suivante pour les fonctions

¢F(r) et ¢ (r)

d2 >\2 - AdV g2 —
CQ Ed_+26V_ 32

¢*(r) = 0. (3.1.15)

Dans la section suivante, nous appliquons cette approche pour résoudre ’équation de

Dirac relativiste pour le potentiel de Woods-saxon.

3.2 Solution du potentiel Woods-Saxon

Le potentiel Woods-Saxon en unités atomiques est donné par

-V
1+ ewr

V(r) = (3.2.1)

oll w est une constante liée aux propriétés nucléaires. Afin de résoudre 1'équation (3.1.15)
pour le potentiel de Woods-saxon, les auteurs dans [13] ont introduit une nouvelle variable

wr —_wr wr _wr
, par tanh(4') = x. D’aprés les relations : sinh(4) = == et cosh(¥) = <45,

on a
sin(%-
tanh(w—r) = (%)
2 COS(%)
e2 —e 2
T +e El
e" —1
= 3.2.2
e (32.2)

Pour modifier la partie différentielles dans 1’équation(3.1.15), nous avons besoin d’expri-

mer d—2 en fonction de ~ et 4. Pour une fonction quelconque f(r), nous pouvons écrire
df dx df
3.2.3
dr ~ drdzx ( )
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et
B _d (Y _d (dedf
drz  dr \dr)  dr \drde
[ (] de
~ldr \dr )| dx  drdrdx
Prdf  [(dx\?d>f
= —— — | . 3.2.4
dr2d:c+(dr> a2 (3:2.4)
Comme
dr w wr\’
& = 3 ()
_ w/2
B cosh?(¥)’
de plus, en utilisant le fait que
coshz(%) — sinhz(%) =1= coshQ(%r) —1= sinhQ(%T)
2 ginh?(¥ h2(er) — 1
2 cosh®(%')  cosh™(%) cosh” (%)
1 wr\ 2
=1 (tann(Z
cosh® () < anh( 2 >)
il en résulte que
wr\/ w/2
tanh(21)) = 1=
( anh( 2 )> cosh?(4)
— “ (1 - tann2(*L
_2(1 tanh(2)>
Yoy ®
En tenant compte de (3.2.5), la premiere dérivée de (3.2.3) s’écrit finalement
df drxdf w o\ df
9T _Yq oL 2.
dr  drdz 2( ’ )dx (3:2.6)
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Maintenant, en utilisant 3272” = d(dr) — d(dryde _ —%m(l — z?) dans (3.2.4), on obtient
aussi
d? w? o d W2 g A2

Pour exprimer le potentiel et sa dérivée en fonction de x, nous avons d’apres (3.2.2)

4e@r dV Vowe*" w
L s e T T Grerp g 07T (3:25)
et
Vi
(1_x):1+€WT:>V:—?O(1—$)_ (3.2.9)
d2

En remplacant 4V et V(r) par leurs expressions respectives (3.2.7), (3.2.8) et (3.2.9)

d’/‘2 Y

dans 'équation (3.1.15), on trouve

2 2 2 2 172 2
o)L g 2 AV e o F Y1) - T st =
[2m(1 x)dx 4(1 m)dx2+<24(1 x)” 4+ V(1 1:):FCV04(1 z?) 32 ¢~ (x) =0.

(3.2.10)
Posons p = %, I'équation (3.2.10) devient

2 2 2 2 2
w o d W 9o d p 9 pw o E°—1]
[735(1—:16 )%_Z(l_m ) @%—Z(l—x) +€%(1—$)$I(1—x ) — v ¢ (z)=0

(3.2.11)

Pour mettre cette équation sous une forme plus adéquate, faisons les simplifications
suivantes
2 2 2 2
w oy 4w 22 d P 2 pw 2

g2 -1
- 32 ]¢i(x>:0a

w? d w? d? p? p? pw
a1l -2)— -1 -22)? = - (1-2)+5(1- 1— =1 -2
[21:( x)da: 4( z°) = 4( :U)+2( x) + eVo( x):F4( z”)

e2 -1, 4
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w? d w? & plptw) p? F 2eV} g2 —1
Zr(l =)/ — (1 =2 AP (] g2 2771 —z)—=
R i R R r =)=

En divisant cette derniere équation par —%2(1 — 2?%), nous obtenons finalement 1'équation

suivante

d? xd plpFw) p F2V 2 +i 1 e2-1
dx? dx w? w2 (I+x) w?2(l—22) X

] ¢*(x) = 0.

(3.2.13)
En définissant ¢ = CEu(z) P*P* (), ot u(z) est une fonction & déterminée, P*A () est le
polynome de Jacobi d’ordre n et 87, 5~ sont reliés aux spineurs de signes + respectivement

[11]. En dérivant par rapport a x, nous obtenons :
¢* = CEd' P, + CruP),
¢*" = CTu'P, + 2CEu' P, + CFuP, .

Remplacons les deux expressions précédentes dans I’équation (3.2.13)

(1 —2?) (CEu"P, + 2CEW' P, + CFuP,)) + 2z (CEu'P, + CEuP)) +

[p(i:gw) + p2+w225Vo (1J2r$) - %(1,112) 62)\_;1} C;UP(I) == 07
(1 —2®)CHu"P, 4+ 2(1 — 22)CFu/' P! + (1 — 2)CFuP, + 22CFu/ P, 4 20CFuP! +
[p(f;w) + T %(1—1:1:2)52)\_;1] CruP(z) =0
Divisons par u(x) pour obtenir
" 2u’ u”’ v oplptw)
2 2 / 2
(1-2*)P, +(1—= )7+2x)Pn+ (1-= )Z+2xz+7
2 2
peE£2Vy 2 4 1 -1
- — P(x) =0.
* w2 (14+x) w?2(l—22) X [ P(z)
(3.2.14)

L’équation de jacobi standard peut étre donnée par
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/!

(1-2*)Py(z)—[a— B4+ (a+B+2)z] P(x)+n(a+B+n+1)Px) =0 (3.2.15)

En comparant les équations (3.2.14) et (3.2.15) pour le coefficient de P! (z), nous obtenons

2u’

(1—;152)7—1—29::—a+5—(0z+ﬂ+2)x,
(1= = atB—(ath)e
(1—1—;1:)(1—.:5)277/:ﬁ(l—az)—a(1+x),
finalement
u’ I6] !

Apres l'intégration, nous obtenons

/%1/(2(15“:) _2(1Oix))dx

Inu = 5 (aln(l —x) 4+ SIn(1l + x)) + cst

U,(.I) _ eé(a In(1—z)+B1In(1+z))

u(z) = (1 -2)3(1 + )%,

Egalement, en comparant les coefficients de P,(x), nous obtenons les conditions suivantes

u” v plptw) pPE2eVy 2 4 ||
1—2%)— + 20— - — = 1.
( a;)u t2o 10 20— ¥ n(a+pB+n+1)

(3.2.16)

" / .
Nous pouvons calculer “~ et <= comme suit, on a d’abord

w(@) = (1—2)5(1+2)°.
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La premiere dérivée

d(m) =50 -0+ 0T+ S0 - 0T i
et la deuxieme dérivée
M@j:%(%— )u—xy 2(1 4 2)7 — %(Lﬂm% §u+xﬁ %-Zgu—x> Y1+ a2)2
+ g (1-2)% (g . 1) (1+2)72
va nous permettre d’écrire
u(x) o« B
u(z)  2(1—xz)  2(1+z)
et
u'(z) :g(g_l);_% 1 +é(é_1);.
u(z) 2 \2 (1—z)* 21-22 2\2 (1+x)°
En remplagant % et &) dans (3.2.16) , on obtient
- (5(-1) (1—1@2 - laﬂ +5 G- 0 ) + 20 (oot o) +
dlose) | Pt 2 4 LSl =n(a+B+n+1)

w2

n(a+p+n+1)

a (o (1+x) af B (B (1-x) za (pfw) | p?H2eVp 2 4 1 2
[<§ (5-1) -5 +5(5-1) >_(1—x)+(1+x)+pp e Sk s B ey

(1—z) (1+x)

Multiplions par (1 — z?)

g(e-1)(1+a)1+2)—L+2(E¢-1)(1-2)(1—2)—za(l+2)+28(1l—1)+
2l (1 — >+ﬁﬂM@u r)— A5 =nla+B+n+1)(1-a?)

[2(2-1)(1+22+2? )—aﬂ —1—5ﬂE (52 1) (1—2z+2%) —za(l+z)+ 28 (1 —2)+

2
PoEe) (1 — 2) 4 2209 (1 — ) — L0 —p(a+ BF +n+1) (1 —a?)

AZ
En comparant les coefficients de z, 2% et des constantes dans les deux cotés de cet

équation, nous obtenons des relations suivantes pour le 7, le 57 et I’énergie € respecti-

vement
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Chapitre 3 Solution de I’équation de Dirac pour le potentiel de Woods-Saxon

+ + + 2 2 4 2_1
%(E_1>_5_a+5_ (5__1>+p(p+w)+2p +2:Vp 4

— + 1
2 2 T2\ 72 2 2 2 2 n(a+ " +n+1)

a(g—1>—5+(%—1>—a—6+—2w:0

%(%—1)—1—%(%—1)—a—BJ’—%:—n(a—I—BJF—H‘H—I)

o (o Ba B~ (B plp—w) pP?—2Vy 4e2—1 _
2< _1>_ * ( 1>+ w? 2 w? w2 N =nle+fm4ntl)

%(%—1>+%_(%—1>—a—5—M:—n(a+ﬁ+n+1).

En résolvant les deux membres des d’équations au-dessus, on obtient le € et le  comme

suit :

4¢2-1 , Lw2A\ 2
ET:—O{ :>€:(1—Oé 1

et

2

2 1/2
BT = {a(a—él) _4L26V0}

w
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Chapitre 3 Solution de I’équation de Dirac pour le potentiel de Woods-Saxon

4/)2—28% 1/2
— T

5= |ata—4)

Alors, la fonction d’onde propre peut étre écrite comme :

6% (x) = C*u(z) PP (x)
= CF(1— ) (1 + )7 P2 (x)

:c¢a—Umh%ha1+umh%b%fﬂ%mmﬂg)

Dans la limite A — 0, quand WA o 1, on peut développer ¢ et obtenir :
1

a2w?\?
er~1l— .
8
Pour le cas non-relativiste nous avons
e~1—XNE.

En comparant ces deux relations pour ¢, on arrive finalement a

(3.2.17)

35



Conclusion générale

L’idée fondamentale de ce mémoire est de développer des méthodes de résolution pour
I’équation de Dirac, avec des potentiels a symétrie sphérique. On a examiné, dans ce cadre,
le potentiel de Coulomb et le potentiel de Woods-Saxon avec deux approches différentes
mais similaires.

Dans le premier chapitre, on a établi la solution de I’équation de Dirac libre en coor-
données sphériques. La foction d’onde est une fonction de Bessel sphérique indéxée par le
nombre quantique orbital [.

Dans le deuxieme chapitre, ’équation d’onde a été établie dans le cas d’une particule
de spin %, soumise a un potentiel de Coulomb. Dans le cas stationnaire, une méthode de
résolution, basée sur une séparation de variables, a été proposée pour I'équation d’onde.
La fonction d’onde qui décrit le systeme est un produit des fonctions radiales sous forme de
séries de type Frobinius alors que les spineurs harmoniques sphériques décrivent la partie
angulaire de la fonction d’onde. Ensuite, on a établi I’expression des niveaux d’énergie des
états liées et on a donné les valeurs de l'énergie des premiers niveaux.

Le troisieme chapitre est une application d’une nouvelle approche pour résoudre I’équation
de Dirac avec le potentiel de Woods-Saxon. Au terme de ce travail, il a été démontré que
le potentiel de Woods-saxon peut étre résolu pour des particules relativistes. Les parties
radiales de la fonction d’onde, correspondantes au spin inférieur et au spin supérieur,
ont été dérivées comme une série des polynome de Jacobi. Aussi, les valeurs propres de

I’énergie ont été calculées.
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Annexes

A Addition des moments cinétiques

L’opérateur moment cinétique total

En mécanique classique, on définit le moment cinétique total d’un systeme de deux
particules comme la somme des moments cinétiques de ces deux particules L;,; = L1+ Lo.
De la méme facon, considérons en mécanique quantique deux observables de moment
cinétique jiet jo agissant dans des espaces de Hilbert différents €, et 5. Il poura s’agir
par exemple d’un systeme de deux particules, 1, €5 est alore I'éspace £2(R?) des fonctions
de carré sommable en r1,75. Il pourra égalment s’agir d'une particule dans 'espace, e; =
£2(R?) , pourvue d'un spin 1/2, &5 = £, . L'espace de Hilbert du systéme global est le
produit tensoriel : € = 1® &,.

Par définition, ’observable moment cinétique total du systeme est :

J=di+do=Jd, @1+ Jo @ Iy

Ou I 1,f2 est I'opérateur identité dans &1, 5. Cette observable qui agit dans £ est une
observable de moment cinétique. En effet, elle satisfait les relations de commutation :
Jx J=ihJ . Puisque Jret J commutent, nous pouvons diagonaliser simultanément J?
et .J,. Nous connaissons 'ensemble de leurs valeurs propre possible : h?j(j + 1) avec j
entier ou demi entier pour J2 et im avec m = —j, —j+1.....5 pour J,.

Nous pouvons vérifier que les quatre observables de moment cinétique JZ, J2, J? et

~

J,,commutent. Notons | ji, jo; , m > leurs vecteurs propres communs ; on a par définition :
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Annexe A

T2 | g1, gagom >= ji(ji + D)R* | ji, ja; j,m > (A1)
I3 | g1, jai gom >= ja(jo + 1)B? | ji, jo; j,m > (A2)
T2 v, doi om >= (G + D | i, ai j,m > (A:3)

T | i, jos jom >=mh? | j1, jay j.m > (A4)

Base découplée et base couplée

L’espace € correspondant aux degrés de liberté associés ou moment cinétique est en-
gendré par la famille des états factorisés : {| ji,m1 > ® | j1,m1 >} = {| j1, j2s 7, m >}.
Dans cette base, les observables j12, jfz, j22, Jo, sont diagonales. Placons-nous dans le
sous-espace propre des deux observables jf et j22 correspondant a des valeurs données de
jiet jo. La dimension de ce sous-espace est (2j;+1) (2jo+1). Autrement dit, nous désirons
effectuer dans chaque sous-espace propre de j12 et j22 un changement de base pour passer
de la base propre découplée, commune a ( jf, jfz, j22, Ja, ), a la base propre couplée,
commune & ( J2, J2, J2, Jy.). Les valeurs propres de J?2 et .J, vont s’exprimer comme des
fonction de ji, jo, m1 et mo. Une fois cette détermination des valeurs de j effectuée, nous

exprimerons les états propres | ji, jo; 7, m > en fonction des états | ji, mq; ja, mg >:

|j17j2;j7m>: chj'it:lnl;jgmg |j1’m1;j2am2 > (A5)
mimo
O iy =< J1, M5 J2, My | g1, Jo; 4, m > (A.6)
Jim

les coefficients C'

A asjam, du changement de base (A.6) sont appelés coeficients de
Clebsch-Gordan [1].
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Annexe A

La parité de la fonction d’onde

L’opération parité, ou l'inversion spatiale, est une transformation de Lorentz discrete
qui consiste a inverser les 3 coordonnées d’espace. C’est une transformation discrete qui

correspond a une symétrie par rapport a ’origine des coordonnées :

r1 — —I1
Tog —> —T2 (A7)
T3 —> —T3

En mécanique quantique, a 'opération parité est associé un opérateur p qui possede
les propriétés suivantes

e p est unitaire : ppt = pTp =1,

e p? = 1, plus l'unitarité = p = p™ = p~' = P est hermitien.

Unitariste + herméticité = p est une observable. Il existe donc un nombre quantique
associé a 'opération parité.

En coordonnées sphérique cette transformation s’exprime comme suit :

r—r,
0 — m—0, (A.8)
¢ — T+ ¢.

Puisqu’elle est égale au produit d’une symétrie-miroir par rapport a Toy et d’une rota-
tion del80 degrés autour de oz. Par une telle transformation les ¥;™ au plus changent de
singe : ce sont des fonction de parité déterminée. Appliquons la transformation précédente
(A.8) sur la fonction d’onde décrivant une telle particule. Celle-ci peut se mettre sous la

forme & variables séparées suivante :[3]

U (r,0,0) = G(r)Y," (0, 9). (A.9)

Comme la partie radiale G(r) est invariante sous parité, alors l'action de I'operateur
P sur la fonction d’onde ¥ se réduit a son action sur I'harmonique sphérique d’ordre .

En effet,
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Annexe B

P (G(r)Y,(0.¢)) = G(r)PY" (0, 9) (A.10)

Puisque I'opérateur parité P commute avec Let que le couple (1, m) spécifie completement
I’état propre de (EZ, L,), le vecteur | Im > est un vecteur propre de P; avec les valeurs
propres : P | lm >= + | Im >. Par ailleurs [P, L] = 0, donc | Im > et | Im £ 1 > ont
la méme valeur propre. Tout les états {| Im >}, —1 < m <[ ont, donc, la méme parité,
qui est celle de Y}, = ¢ (sin 9)l e'? . Dans l'inversion d’espace, sin @ est invariant et il vient

seulement une phase '™ = (—1)" Finalement

PY™(0,¢) = Y™ (m — 0,6+ 7) = (—1)' V" (0, ¢). (A.11)

Chacune des deux parties de I’harmonique sphérique se transforme, d’aprés (A.8),

comme suit :

¢ — T+ =M — (=1)Me M (A.12)

0 — 7 —0= PM(cos) — PM(—cosh) = (—1)""MPM(cosb),
En remplagant (A.11) dans (A.9), on aboutit a une équation aux valeurs propres :

PV (r,0,¢) = (=)' (r,0,¢) . (A.13)

C’est la parité de I’état d’une particule de moment orbital [.

B Spineurs sphériques

Considérons un systeme physique constitué de deux parties. Supposons que la premiere
partie est décrite par les harmoniques sphériques Y},,, fonctions propres du moment orbital
[, et la deuxieme partie par les spineurs spin X /2m, , vecteurs propres du spin s = % Alors

la fonction d’onde du systeme total est donnée par I'expression suivante
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Annexe B

Qi = Y (11/25 | m'mam) Yo X1 /2m.. (B.1)

m/ mg
En considérant que le couplage spin-orbital (interaction entre le spin de la particule
et son moment orbital) est négligeable, alors conformément au modele vectoriel d’addi-
tion des moments cinétiques, le moment cinétique total est J = [ + 1/2 . Dans ce cas,
en remplacant dans (B.1) les coefficients de CG, les fonctions d’onde d’un tel systeme

s’expriment comme suit :

-
J_gj X1/2Yl,m71/2

Ql+1/2,l,m = —— )
A/ JQ—J-X—1/2Yl,m+1/2
4/ j;ﬁglx+l/2}/},mfl/2 (B 3)

Ql71/2,l,m = - )
]+m+1 Y
2j+2 X—1/2X1m+1/2

ou les spineurs

V(+1/2) = ; | (B.4)
0

X (—=1/2) = :
1

décrivent la particule dans les états, de spin +1/2 et —1/2, respectivement. Ce sont

des vecteurs propres des matrices de Pauli, relies au spin de la particule par la relation,

S=nh

N | Q

(B.5)

De plus, les fonctions décrivant une particule de moment orbital [ sont les harmoniques

sphérique. Ils sont définis, dans notre cas, par :
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Annexe C

Vim0, 6) = (_1)’”2’"'14\/ <2l4*7; (lz)f @J&‘” ' Py (08 )™, (B.6)

En tenant compte de (B.4) et (B.6), les spineurs sphériques pour les deux valeurs de

moment cinétique total j =1 £ 1/2 s’expriment sous la forme :

Itmys
- 2j l,m—1/2
Yy12m = (B.7)
~—— Q_j}/i,m—‘rl/Q
_ j+m+1Y
; Im—1/2
QY _1/2um = A / (B.S)
/2vlvm j+m+1Y
Hj/—/ 2j+2 I,m+1/2
Ces spineurs sphérique sont normalisés par la condition[2]
T 27
/0 sin Qdé’/o dgsz;’l/m’(Q’ d))lem(Q’ gb) = 5j’j61’l5m’m' (Bg)
C Fonctions de Bessel sphériques
Lorsque v n’est pas entier, les solutions y(z) de ’équation de bessel
22+ xy + (22 -0y =0 (C.1)
sont données par
y(x) = Cr1Jy(z) + Cod_y(x), (C.2)

avec

o= () S g (3)° =

En posant y(z) = 2'/2z(z) et v = [ + 1/2, on obtient I'’équation

2?2 42z + [ =1+ 1)] 2 =0 (CA4)
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Annexe C

La solution générale (C.4) déduite de celle de (C.1) est donnée par

(2) = Clin(w) + Chm(e), (C5)
Jilx) = (%)1/2 Jiy1/2(2), (C.6)

et
mix) = (1) (Z)" el 1)

Les fonction j;(x) et n;(x) sont appelées fonction de Bessel sphérique et fonction de
Neumann sphérique, respectivement. Les facteurs additionnels sont introduits pour sim-

plifier les formules ultérieures. Le wronskien de ces solutions est

/

il@)n(z) — ji(x)n)(z) = 72

Les fonction j; et n; ont la particularité parmi les fonction de Bessel d’étre des fonction

élémentaires données par

1d\'sinz
. _ _11 (e
@) = (=1)= (xdx) T

() = (=1)! o (1i> cos e

x dx T

Ces relations peuvent étre démontées a partir des séries de Taylor de sinz et cosx et

de développement (1.2.16). On en déduit que

. sinx
Jo(x) = -
Ccos &
no(z) = -
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Annexe C

sinx cosx

z2 T

cosx sinzx

x? x
De (1.2.18) (1.2.17) et (1.2.16), on déduit les comportements a l'origine

l’l

W) = G

ny(xz) — (20 + DNzt

z—0

avec m!! = m[(m — 2)!!] et 0! = (—1)!! = 1. De (1.2.19), on déduit les comportements

asymptotiques

. 1. 1
Ji(z) ha sin(z — 5[71'),
. . 1 1[
Ji(x) - cos(z 5 ),

qui sont trés importants pour la théorie des collisions .

On a les relations de récurrence suivantes

2+ Va2~ fi(x) = fira + fir(2), (C.9)

fl(@) =lz7" fi(z) = fa(z),

ou fi = ji, ny.
Numériqument, la relation de récurrence (C.9) est instable pour j;(x) quand x est

petit, pour des [ croissants. Par contre, elle est stable pour des [ décroissants.
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Annexe C

Ces propriétés peuvent aussi étre écrites pour les fonctions

gi(x) = zji(z),

ny(z) = xny(x).

Leurs comportements a 1’origine sont donnés par

xl+1

H -
a—0 (21 + 1)’

Ji(z)

fy(r) — (20 + D™

r—0

et les comportements asymportements asymptotique par

- . 1
Ji(zx) — sin(x — §l7r),

1
ny(zr) — cos(x — 5[7?).

z—0
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