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Introduction

Des I’élaboration au début des années vingts du siécle passé, du concept de dualité
onde-corpuscule pour la matiére ennocé par Louis de Broglie , beaucoup de physiciens
se sont intéressés a la recherche d’une équation d’onde décrivant 1’électron. La premiére
équation a été celle étabile par E. Schrodinger. Ce dernier a formulé ’équation non-
relativiste gouvernant une particule massive sans spin.

Dans le domaine relativiste, et en 1926, O. Klein et W. Gordon ont, & l'aide du
principe de correspondance et la conservation de I’énergie relativiste, tenté d’établir
I’équation d’onde décrivant 1’électron. L’équation de Klein-Gordon, bien que relati-
viste, présentant quelques difficultés d’interprétation, car possédant des solutions a
énergie négatives ainsi qu’'une densité de probabilité non positive.

En 1928, P. Dirac formula ’équation qui porte son nom et qui décrit de maniére
satisfaisante 1’électron. L’idée de départ de Dirac provenait de la remarque suivante :
la densité de probabilité n’était pas positive dans le cas de Klein-Gordon & cause de
la présence de dérivée secondes dans I’équation d’onde. Il s’agissait alors de rechercher
une équation qui faisait intervenir le temps

via dérivée premiere. Par symetrie , Pespace aussi ( les dérivée ) devait appraitre
linéairement.

Suite a cette découverte, en 1967, Lévy-Leblond proposa alors d’appliquer le concept
de linéarisation dans le domine non-relativiste, c’est a dire, pour ’équation de Schro-

dinger. Ce travail a permis de formuler I’équation d’onde analogue non-relativiste a
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I’équation de Dirac. En effet, I’équation de Lévy-Leblond fait intervenir explicitement
les matrices de Pauli. Dans ce travail, nous verrons que le concept de linéarisation de
Dirac-Lévy-Leblond va nous conduire a I’établissement de 1’équation d’une particule
de spin 3/2.

Nous allons présenter ce mémoire comme suit

Au chapitre 1, nous étudierons les équations de KG et de Dirac, puis au chapitre.
2, le concept de linéarisation sera abordé dans le cadre non-relativsite et I’équation
de Lévy-Leblond sera reproduite. Le chap 3 est consacré a la généralisation pour une
particule de spin 3/2. au chapitre 4, des applications seront réalisées. L’oscillateur
harmonique pour une particule non relativiste de spin 1/2 puis de spin 3/2 sera
traité. Un des résultats important, de ce types d’équations et comme on le verra,
est de pouvoir déduire I'intéraction du type spin-orbite comme conséquence d’une
théorie complétement non-relativiste. Nous allons terminér par exposer ’essentiel de

nos résultats dans la conclusion.



Chapitre 1

Equations d’ondes relativistes

1.1 Equation de Klein-Gordon

1.1.1 Introduction

L’équation de Klein-Gordon décrit une particule de spin 0 [I]. En appliquant les

relations de correspondances données par (h=c=1)

E — z'(f?t (1.1)
p — 1V

a I’équation de conservation de I’énergie d’une particule classique relativiste
E? = p* +m? (1.2)
on obtient I’équation d’onde recherchée

82

~ 5% = (—VZ+m?)o (1.3)

On montre que cette derniere admet des solutions & énergie positive et d’autres

négative de forme E = ++/p? + m?
1.1.2 Equation de continuité et densité de probabilité

Pour pouvoir interpréter la fonction d’onde, il faut définir une densité de probabilité

de présence p et une densité de courant j. On va chercher donc une équation de
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continuité,e?n suivant une technique de multiplication par des quantitées conjuguées

c’est a dire on multiplie I’équation et son adjoint par une quantitée conjugué.
L’équation ([1.3)) par —i¢™ donne
. *872 kT2 o2 gk
110 (‘)tz(b 10" Vip +im o p =0 (1.4)
Et on multiplie la complexe conjuguée de 1’équation ([1.3|) par —i¢ on obtient

¢ ¢ —idV3* +im2pd* =0 (1.5)

ot?
En faisant la différence entre les deux équations (1.4) et (| . on arrive a

6 - * *
5 |1 (0750 - 050 ) | + Vi@ w6 - 99 =0 (16)
I’équation (3.10) a la forme d’une équation de continuité qui est donné par
dp
Vj=0 1.7
T (L.7)

Ou p et j perésentent respectivement la densité de probabilité de présence et le

courant de probabilité.tel que

p = i(ogo-og) (18)
J = [Fi(¢"Veo— 9V
Dans I’expression de la densité de probabilité il y a un terme de dérivée temporelle.
La présence de ce terme implique que p n’est pas toujours positive.

On peut dire que I’équation de Klein-Gordon posséde un probléme avec les solutions

& énergies négatives et un probléme d’interpretation.

1.2 Equation de Dirac

Pour surmonter les difficultées rencontrées avec I’équation de Klein-Gordon, Dirac

proposa une équation de type

iaatw = (—iaV + fm)y (1.9)
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a a et 3 sont des coefficient & determiner. En substituant les expressions (|L.1]) dans

(1.9) on aura

(E—ap—Bm)y =0 (1.10)

Pour determiner a et 5 on impose a ¢ de satisfaire I’equation de Klein-Gordon

(E? —p* —m*)y =0 (1.11)

En multipliant (1.10)) & gauche par (E + ap + fm) ce qui donne

(E+ap+pm)(E—ap—pFm)p =0 (1.12)

En utilisant la convention de sommation on peut ecrire

[E? — B*m?® — (agoy + aqag) pepr — m (B + Baw) prJ =0, k1 =1,2,3 (1.13)

Par identification avec ((1.11)) on peut définir les relations suivantes

azzl aroy + g =0 k,1,=1,2,3 et k#£I
=1 " B+ Pa=0  (k=1,2,3)

Donc ([1.10)) représente 1’équation de Dirac qui décrite une particule relativiste de

(1.14)

spin 1/2 avec ac et [ des operateurs hermétiques qui satisfait les relations

En effet, les relations ne peuvent étre satisfaites que par des matrices qua-
dratiques hermitiennes.

La premiére relation dans indique que ces matrices ont des valeurs propres
+1 et -1, et si on rajoute la deuxiéme relation, on montre qu’elles sont de trace nulle.

Dans ce cas il n’y a que les matrices de Pauli qui peuvent satisfait ces relations.et

qui sont données par

a= (Vo) () (3 0 (L1
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On représente alors les matrices « et § par des matrices 4 X 4 en blocs

0 o1 0 o2 0 o3 1 0
— g = , Q3 = B = 1.16
avec la fonction d’onde v qui a quatre composantes.

1.2.1 Equation de continuité et densité de probabilité

On utilise la méme technique que pour ’équation de KG

En multipliant ’équation (1.9) par —iyp™

v = (u eV igmy (1.17)

Et aussi la conjuguée de (1.9) par —iv)

o) .
— Yo = (¥ — ipmy)t (118)
La différence entre (3.22)) et (3.23)) donne

0
BT+ V(@) =0 (1.19)
D’ou
p = v (1.20)
i = v ay

Dans ce cas on voit clairement que la densité de courant est positive, ainsi le

probléme avec I’équation de KG est résolu en utilisant la méthode de linéarisation.
1.2.2 Forme covariante de 1’équation de Dirac

On avaient vu précédement ’équation de Dirac telle qu’elle était proposé par Di-

rac lui méme, sous forme d’une équation facile a interpréter, et aussi dans 1’étude
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du passage a la limite non relativiste. Nous allons donné une autre forme dite cova-
riante, qui est plus utile dans les circonstances ou la covariance relativiste joue un roéle
prépondérant [1]

Pour cela, on multiplie ’équation a gauche dans les deux cotés par (3, et on

pose

= (92 9%) = (7%, 9) (1.21)

Ba (1.22)

2
Il

@

2
M

La forme covariante s’écrit

(iv"0u —m)p =0 (1.23)

A =Y Y =200 (1.24)

avec g, la métrique de 'espace de Minkowski donnée par

1 0 0 O
0 -1 0 O

L= 1.25
0 0 0 -1

Avec p, — i0y.et 0, = (%, a%, 8%7 %), m est la masse de la particule, les v sont

des matrices 4 X 4, dont les propriéés s’obtiennent & partir de celles de ax et 5.0n donne

les relations suivantes

(7)F =A9#° (1.26)

Yy = G’ (1.27)

On note que
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%=1 m=-" (1.28)

W=7 =7" (1.29)
1.2.3 L’oscillateur de Dirac

L’oscillateur de Dirac ([I7]-[19]) est étudié pour la premiére fois par Ito et al. [6],
qui considéré I’équation de Dirac avec I'impulsion p qui est remplacée par p —impBwr,
et aprés par M.Moshinski et A. Szczepaniak [7] en (1989), qui a donné le nom de
Voscillateur de Dirac ( DO), car & la limite non relativiste, il devient un oscillateur
harmonique avec un terme puissant de couplage spin-orbite. Le DO a beaucoup d’in-
téréts, ici il représente I'un des exemples de la solution éxacte de ’équation de Dirac
[8], et aussi il rentre dans beaucoup de recherches [26] qui ont une relation avec les
symmetries [27], les supersymmetrie [I8], 28] , les généralisations au cas des systémes
a plusieurs particules ([29]-[31]) , et dans I’étude des particules avec des spins grand
(1321-[30).

Nous allons maintenant chercher la limite non relativiste. L’équation de Dirac dans

un systéme de mesure ou A et ¢ sont différents de 1 s’écrit

0
ihaw = (cap +mc*B) (1.30)
h :constante de Planck, ¢ :est la vitesse de lumiére
Les matrices de Pauli vérifient

005 = (5,']‘ + ieijkok (1.31)

Les indices répétés sont sommés de 1 jusqu’a 3
On cherche une expression qui doit étre linéaire en p et r, et qui peut étre in-

terpretée comme un oscillateur harmonique dans la limite non relativiste.On choisi la
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substitution

p — p—imwrf (1.32)
I’équation(|1.30)) devient
L0 , 2
Zhadi = [ca .(p — imwrfB) + mc* By (1.33)

En remplagant a, 5 et ¢ dans (|1.33)) on aura

E (¢> = [c (0 g) (p —imwrS) + mc2B] <90> (1.34)
X o X

(E—mc®)p = co(p+imwr)x (1.35)

(E+ ch) X = co(p—imwr)y (1.36)

En multipliant (1.35)) par E + mc?, et en utilisant (1.36) et (1.31)
(E% —m2ct)p = [ (p? + m*w?r?) — 3hwmc® — 4mc2%L.s} @ (1.37)

avec: L=rxp ,s:%a

Si on écrit E = mc?® + ¢, le terme E? — m2c* dans 'équation devient ap-
proximativement 2mc?e si ¢ < mc?. Ainsi, dans la limite non relativiste 1’énergie €
devient la valeur propre de I'opérateur du coté droit devisé par 2mc?.Et donc

p? 2w

L 9
e =5 + 5w r? — fhw — (L.s)| ¢ (1.38)

Ce résultat correspond & I’Hamiltonien de 'oscillateur harmonique de fréquence
w, avec un terme du couplage spin-orbite de force —(2w/h),et c’est a cause de ce
comportement de I’équation de Dirac dans la limite non relativiste qu’on dit que

I’équation ((1.33)) correspond a l'oscillateur de Dirac.



Chapitre 2

Particule de spin 1/2 : Equation
de Lévy-Leblond

2.1 Introduction

L’équation de Schrodinger est ’équation différentielle 1a quelle satisfait la fonction
d’onde 1) (7, t) associée a toute particule dans un état libre ou lié & ’approximation non
relativiste. Elle a été proposé en 1926 par le physicien Autrichien Erwin Schrodinger
. Elle est considérée comme ’équation fondamentale de la mécanique ondulatoire. En
mécanique quantique 1’évolution de la fonction d’onde est décrite par 1’équation de

Schrodinger.

St = H ).

2.2 Linéarisation par la méthode de Lévy-Leblond

On va faire une linéarisation de cette équation, en suivant la méthode de Dirac

refaite aprés par Lévy-Leblond [2][3].On écrit opérateur de Schrodinger tel que

o h2 p2
h— 4+ — A=F — — 2.1
Zh@t + 2m 2m (2.1)

L’équation de Schrodinger s’écrit alors

p2

EB-Lyp=o (2.2)

2m

10
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On voit directement qu’il y a une assymetrie dans I’équation (2.2)), qui est dii au
fait que le terme de derivée par rapport au temps est linéaire, alors que le terme de
dérivée spatiale intervient quadratiquement. Pour enlever cette assymétrie , on essaie

de construire une équation d’onde dont la forme générale est
OyY=(AE+B.p+c)p=0 (2.3)

ou A, B et ¢ étant des opérateurs linéaires qui ne doivent pas dépendre de E ou
p . Et on exige aussi que les solutions ¢ de I’équation({2.3)) doivent étre aussi solutions

de I’équation de Schrodinger 1l existe alors un opérateur
O =AE+B p+c¢ (2.4)

Tel que la multiplication de (2.3)) par cet opérateur revient a 1’équation de Schro-

dinger c’est a dire

N p2
—om (E— 2
©0=2m( 2m)

(2.5)
ou le facteur 2m est arbitraire, Et les opérateurs A ,B,,et ¢ ne doivent pas aussi
contenir E ou p.

Pour construire A, AI,B, B'et ¢, on multiplie I’équation 1) par 1}
(A E+ Bp;+¢)(A E+ Bj pj +¢) = 2mE — pipi (2.6)

Les indices répetés sont sommés de 1 jusqu’a 3.
En faisant l'identification des deux cotés de I'équation ([2.6)), nous obtenons les

relations

AA=o,

/ A'Bi+BjA=0
'A = p , 2.7
Actcd=2m, B}B;+ B,B; = —25;5, (i,j =1,2,3) 27)
cc=0,c B; + B;c =0,
Pour simplifier ces conditions On définie des nouveaux opérateurs
. 1 I ’ 1 !
By =i(A+ 5-c), B, =i(A +,%c) (2.8)

=A_- L T L
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Donc (2.7) devient
B,B, + B, B, = —20,, (mv=1 & 5) (2.9)

On peut encore avoir d’autre transformation pour ces relations Soit M un opérateur
arbitraire non singulier avec M 1M = 1.

On choisit

=4, M ta=1 a 4

Bo=M B,
o e o el (2.10)
B5 = —’LM, B5 = —iM
On insert (2.10]) dans (2.9) on trouve les relations d’anti commutation
YoV + Vs Va = 2008 a,f=1 a 4 (2.11)

Les relations d’anti commutation (2.11]) définissent une algébre connue sous le nom
d’algebre de Clifford [24], elles peuvent étre représentées par des matrices et conduit
a l'algébre des matrices complexes 4X 4 comme une représentation particulieére. En

utilisant la relation (2.11)) on montre que les matrices 7y, peuvent étre représentées par

N, = (O 0) (i=1,2,3), (2.12)

o; 0

Y4 = (3 _01) (2.13)

Les o; sont les matrices de Pauli, et 0,1 sont des matrices 2 x 2.

Pour trouver la représentation matricielle des B, on prend

M = (1 0) =M1 (2.14)
01

En remplacant M, et M1 dans (2.10)), on obtient

Bi:M’YZ-: 1 0 0 ag; _ 0 g; ,i:1,2,3
0 1 ag; 0 g; 0
1 0 1 0 1 0
By — M~ — = 2.15
4= (0 1) (0 —1) (o —1) (2.15)
By — i = i (3 g)
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Pour trouver A et C' on va résoudre (2.8), en tenant compte de (2.15)), on écrit
1 ) .
A= §(B5 —iBy), ¢ =—m(iBs + Bs) (2.16)
Et on aura finalement

(1 0 (0 0
A=—i (O O)’ c=2mi (0 1) (2.17)

Puisque A, B et C sont des matrices 4 x 4, donc la fonction d’onde dans I’équation

(2.3)) doit étre un objet & quatre composantes

)= (i) -~ ii (2.18)

Et ¢, x sont des spineurs & 2 composantes.

En remplagant les matrices A, B, ¢ dans I’équation d’onde(2.3)), et enfin 1’équation

[—z‘ (; 8) E+ ((? %) P+ 2mi (g 2)] (i) =0 (2.19)

C’est I'équation qui est linéaire en F et p.

d’onde s’écrit

Les composantes du spineur ((p) sont aussi solutions de ’équation de Schrodinger.

2.3 Nouvelle dérivation de I’équation de Lévy-Leblond

On veut utiliser une méthode pour linéariser I’équation de Schrodinger, le but est de
trouver une équation d’onde pour le spin 1/2 mais d’une fagon qui peut se généraliser

pour les spins plus grands (1,3/2...).L’équation (2.1]) peut étre écrite aussi sous forme

(2mE — p*)y =0 (2.20)

Avec les relations (1.1)) et le choix i =1
Dans ’équation (2.20)), on voit que le terme d’énergie apparait linéaire alors que

le terme d’impulsion apparait quadratiquement, et cela méne & une dissymetrie entre
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les variables spatiales et temporelles.On exige alors que I’équation d’onde doit étre de
premier ordre dans toutes les derivées.Et rendre les termes linéaire : ce qu’on appelle
méthode de linéarisation faite en premier lieu par Dirac pour linéariser 1’équation de
Klein Gordon comme on ’avait présenté dans le chapitre précédant, et par la suite par
Lévy-leblond pour linéariser I’équation de Schridinger.

Pour ce faire on pose une équation de forme

(AE+B.p+c)y =0 (2.21)

Ou A, B (Bj, Bg, B3)et ¢ sont des quantités indépendantes de E et p, qu'on va
déterminer par la suite.

Si on multiplie ’équation (2.21)) par

AE-Bop+c (2.22)

!/ / .
ol A et ¢ sont deux autres inconnues

On aura

[AIAE2 + (AIBZ' — BiA> pi B+ (A/c + c/A)E — B;Bip;pi + (c/Bi — Bic)p; + clc]w =0

(2.23)

Ou 7,7,k = 1,2,3.ici on a utilisé la convention sommation ou les indices répétés
sont sommeés.

L’identification de I’équation ([2.23)) avec (2.20) donne les relations suivantes

AAd=cec=0 A'Bi—BA=0 (2.24)
Ac+cdA=2m ¢ Bi — Bic=0 (2.25)

B;Bipjpi = p° (2.26)
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2.3.1 Particule de spin 1/2

On va reproduire ’équation de Lévy Leblond d’une autre maniére.et on va déter-
miner A, B (Bi, Bs, Bs)et ¢ pour le cas de spin 1/2.

On sait que les matrices de Pauli obétient a I’identité suivante
ai0pip; = (pi)*1ax (2.27)

O :12x2 représente la matrice identité et o;, 0 représentent les matrices de Pauli

Maintenant si on compare les deux équations et , on remarque qu’on
ne peut pas poser B; = o0 ; en effet, si on pose cette derniére, la deuxieme condition
dans va donner A" = A, ce qui contredit la premiére condition dans la méme
équation.

Alors, puisqu’on a dans un produit de matrices o qui vérifie I’équation ,

donc on doit choisir une autre forme de B; qui vérifie toutes les conditions mais qui

Bi = (: ‘B) (2.28)

Avec 0 et o; sont respectivement matrice 2 x 2, et matrices de Pauli représentées

intervient toujours les matrices o .

On prend

en blocs.
B; déterminés, on utilise les relations dans ([2.24)) et (2.25)) pour trouver A et ¢

On obtient

/ C, C .
(A + 2m) B; = B; (A + Tm) i=1,2,3 (2.29)
’ Cl C
(A + m) (4+5,) = 12x2 (2:30)

1 est la matrice identité 2 x 2
Si on prend l’ en considération on remarque qu’il suffit de prendre (A + %)

égal a la matrice identité et on détermine A et ¢ directement
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Az(l 0>,c:2m (0 O) (2.31)
0 0 01

A et C sont des matrices 4 x 4 représentés par blocs.

D’ou la fonction d’ondeyy = (cp) a 4 composantes
X

Ou ¢ et x sont deux spineurs & deux composantes tel que : ¢ = (901> S X = <X1> .
Y2 X2

Et finalement on écrit (2.21)) sous la forme

(e (8 eI ()0 e

Cette derniére représente une équation de premier ordre qui n’est rien d’autre que
I’équation de Lévy-Leblond reproduit d’une autre maniére, et qui décrit une particule
non relativiste de spin 1/2.

On peut vérifier que ¢ et x sont aussi solutions de ’équation de Schrodinger

L’équation (2.32)) peut s’écrire

E  oipi\ (¢
(5 ) o) - "

Ep+opix = 0 (2.34)
oipie+2my = 0 (2.35)
(2.35)) nous donne
oipip = —2mx (2.36)
On remplace dans ([2.34))
—2mEx + o;piojpjx =0 (2.37)
2
b
E_- 2 = 2.
(-2 )x=o0 (2.38)

Donc x est solution de I’équation de Schrodinger, ainsi que ¢
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(E - ”2> ©=0 (2.39)

Remarque :

Maintenant on va vérifier que les matrices A, B et C' satisfont au systéme d’équa-

tions (2.24)),(2.25) et (2.26) :

AA,:<1 0)(0 0>:<0 0) (2.40)
00)\o01 00
, [0 0 om0 00
CC_(O 2m><0 0) <0 0) (241)
0
0

A'Bi — BiA = ( 8 ) | (2.42)
, , 1 0
AC’+CA:2m<O 1). (2.43)

C,Bi_BiC:<2m 0)(0 U)_(O 0)(0 0 >:<o 0>'(2.44)
0 0/\e 0 P 0 2m 00

Particule de spin 1/2 soumise & un champs électromagnétique On va main-
tenant prendre le cas d’une particule de spin 1/2 dans un champ électromagnétique.

On fait la substitution

0 0 . , e
ma - zha —eV(x,t), et —ih'V — —ihV — EA(x, t) (2.45)

Les équations (12.34) et (2.35) deviennent

(E—eV)p+o(p—<A)x=0
O'(p—9 )go+2mx=0

[

La deuxiéme équation dans le systéme (2.46) donne

(2.46)

X = —%a (p - SA) ® (2.47)
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En insérant (2.47)) dans la premiére équation du systéme on obtient
1 e €
[E—eV—a (p—A)U(p—A)} 0=0 (2.48)
2m c c

On développe le deuxiéme terme en utilisant 1’identité suivante pour les matrices

de Pauli
(0.A)(0c.B) = A.B +io(A x B) (2.49)
On aura
1 e e 1 e 2 ) e e
o 7 (= gA) o (p=A) =5 (= cA) 5o [(p-Ca) < (p- A
(2.50)
Le deuxiéme terme du coté droit s’écrit
—1 e e 1 e
2 (P 4) x (p-14)] = am'7 (X AT AXD)
= (o lpxA) - AxprAxy
i e
= —(- A 2.51
e C)olpx 4) (2:51)
En remplagant le dernier résultat dans (2.50) on trouve
oo (p-Ca)o(p-a) = (p-CA) L Oerxa) (252
2m C C 2m c 2m ¢
Finalement 1’équation ([2.48)) s’écrit
E—eV—i( —EA)2+L(E)O'( x A)| =0 (2.53)
2m p c 2m ¢ p Y= '

Et maintenant on a p = —ihV et B = V X A l'¢quation (2.53)) s’écrit finalement
1 2 h
E—eV - — (p - fA) +—0c.B|p= (2.54)
2m mc

L’équation (2.54) n’est autre que I’équation de Pauli, et le dernier terme représente
I’énergie d’interaction entre le champ magnétique et le moment magnétique interne de

la particule.
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eh
p=5 0 =ppo (2.55)

ou pup représente le magnéton de Bohr.

On a l'opérateur de spin de la particule est donné par S = (1/2)o, on peut écrire

K = GspintbpS = 2upS (2.56)

Ou le facteur gsp, représente le rapport gyromagnétique. Ainsi, une theorie non
relativiste est capable de prévoir la valeur correcte du moment magnétique intrinséque

d’une particule de spin 1/2 [2].



Chapitre 3

Généralisation pour une
particule de spin 3/2

3.1 Particule de spin 3/2

On reprend les équations (2.24) , (2.25)) et(2.26)) dans le cas de particule de spin

1/2.

On a cette équation d’onde
(AE+B.p+c)yp =0. (3.1)
D’apreés multiplication par
(AE-B'p+d). (3.2)
Et I'identification avec I’équation de Schrodinger
2
(E - 2’jn> b = 0. (3.3)

On aura ces équations

AA' =cd =0 A'B;, — B;A=0 (3.4)
Alc+dA=2m ’ dB; — Bijc=0 '
Ainsi que
B;Bipipj = p*. (3.5)

Le probléme que se pose & déterminer les inconnues A, B.,et ¢

20
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3.2 Détermination des opérateurs A, B.et c

Les trois matrices adécrivant une particule de spin 3/2, sont donnés par ( dans la

représentation ou la troisiéme composante est diagonale)

0 3v3 0 0
1
V3 0 1 0
S1 = h 2\[ 1 ) (36)
0 1 0 3V3
0 0 V3 0
0 —izv/3 0 0
-1
V3 0 - 0
S = h Zz\f . ! -1 ) (37)
0 7 0 —15\/5
0 0 izvV3 0
3
3 (1) 0 0
03 0 0
= h 2 3.8
% 00 -1 0 (38)
o0 o -3

Maintenant nous introduisons trois nouvelles matrices k; ( de dimension 4 x 2) qui

seront trés utiles par la suite

3 - /3
—\@ 0 e 0 0 0
0 —y/3 0 iy/3 2 0
ki=h 2|, ke=h 2|, ks=h V2 (3.9)
1 i1 0 0 V2
0 O
0 s 0 i/}
A T'aide des matrices K , on montre que la relation suivante est vérifiée :
4, 9 + 2
o2 (kki™ + s5si) pjpi = p* Laxa. (3.10)

9

ou nous avons utilisés les matrices kz+ transposées conjuguées des k; et données par

3 1
/2 o Lo
ko= h \ﬂ \@ , (3.11)
1 1 3
0 /L o /3

—i\/2 0 =i /i 0
ki = h 2 S : (3.12)

ki = h(o V2 0 0) (3.13)
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Vérification de l’identité (3.10))
En remplacant dans ’équation ([1.10]) les matrices par leurs expressions, on obtient

la premiére quantité notée Q1 = (s.p) (s.p)

0% 00 0 -4 0 0 50 0 0
1 1 1 -1 1
5 0 = 0 . 5 0 = 0 0 5 0 O
Q1= | V3hn (2] 1 0 ! p1 + iha (2) 1 5 1 p2+h 0 (2] 1 P3
1 1 3
00 5 0 0o 0 5 0 00 0 —3
(3.14)
Ot le parametre @ est égale & v/3. Le calcul donne la matrice suivante
S +203)  VBps(pr—ip2)  3V3(p1—ip2)” 0
Q) = 2 V3ps (p1 +ip2) 3 (T0° — 6p3) 0 3V3(p1 —ip2)?
5V3 (p1+ ip2)? 0 1 (7 —6p%)  —V3ps(p1 —ip2)
0 VB (o1 +ip2)? —V3ps(pr+ipe) 3 (9% +2pd)

Nous passons au calcul de Q2 = (K.p) (K +.p). D’abord le premier facteur nous

permet d’avoir

-3 0 V3i 0 0 0
h 0 -1 0 2 0
Kp = — h
(K.p) 7 ) o | Pt . o |2t 0 o |3
0 V3 0 V3i 0 0
3iV3p2 — 1V3p1 0
2hp3 Lipy — Ipy
= V2h V2 2 2 3.15
3p1+ 3ips V2hps (3.15)
0 %\/§p1+%i\/§p2

Pour le second, on obtient aprés calcul le résultat suivant

R -v3 0 1 0 —V3i 0 —i 0 0200
Ktp) = (X
(K™ .p) (ﬁ( 0 -1 0 ﬁ)pl+< 0 —i 0 —\/§i)p2+<0 0 2 o)p3>
_1 _ 1. i 1.
_ \/§h< 3V3p1 — 51v/3ps p3 3P1 — 3ip2 0 ) (3.16

0 —1ip1 — Lipy p3 $V3p1 — $iv3ps

En remplacant les expressions obtenues, on arrive a
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)20 -p3)  —VBps(p —ip2) —L (1 — ip2)? 0
Qy = -2 —\/\Zp:a (p1+ z‘pé) 3 (p* + 3p3) 0 — 3 (p; — ipy)?
—%% (p1 + ip2) 0 (P +3p3)  V3ps(p1 —ip2)
0 B (p+ipa)® VBps(p+ip)  (3) 77 (p? —(pé))
3.17

La quantité recherchée

Q=0Q1+ Q2
s’écrit tout simplement de la sorte
S +2p3)  V3ps(p1—ip2) V3 (p1—ipa)? 0
Q = 2 V3ps (p1 +ip2) 3 (T0° — 6p3) 0 $V3(p1 —ip2)? n
13 (p1 + ipa)? 0 (mp? —6p3)  —V3ps(p1—ip2)
0 V3 (p1+ipa)® —V3Bps(pr+ip2) 3 (p?+2p3)
3 (0 —1d) —V3p3 (1 —ipa) —L (p1 — ip2)? 0
g2 | ~VBps(pitipa) 3 (p* 4 3p3) 0 — 3 (p — ipy)?
+ V3 N2 1(,2 2 ;
— Y3 (p1 + ip2) 0 5 (P +3p3)  V3ps(p1 —ip2)
0 — B (py+ip2)®  VBpa(pi+ip) & (0% —pd)

A laide d’opérations algébrique simple, il n’est pas difficile de montrer alors

1000
4 0100

(K.p) (K*.p) + (s-p) (s.p) = gh 2 (p? + p3 +pd) 00 1 0 (3.18)
000 1

qui n’est autre que le résultat recherché.
Détermination de B;
L’analyse de I’équation (3.10]), et par analogie au cas de la particule de spin 1 [?],

nous justifie le choix suivant de la matrice B;

9 0 kl S;
B; = gh‘l k-0 0 . (3.19)
Si 0 0

Il n’est alors pas compliqué de montrer que B;B;p;p; n’est pas égale a p?, clest a dire

B;Bip;p; # P’ (3.20)
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en effet,
0 k‘j Sj 0 ki S;
BBiipi = o | kY 0 0 kM0 o0 D
i DiPjPi = 9 j 4 PjDPi,
Sj 0 0 Sy 0 0
4 , kjk:;r—l—sjsi 0 0
= §h_ 0 k';—/ﬁ k}'si pjpi. (3.21)

0 sjk;  sjs;
Par analogie encore une fois, avec le cas de la particule de spin 1, et dans le but
de strouver une solution au probléme trouvé et qui consiste a égaliser les deux cotés

de la relation (3.10)) , nous prenons en considération dans l'identification le fonction

d’onde 1. Cela veut dire qu’il s’agira pour nous de trouver une solution B; vérifiant
v=1| w (3.22)

ici ¢ et x sont des pineurs & quatre composantes, w & deux composantes,

donc I'équation (3.4)et (3.5)) s’écrivent

(B;jBipjpi) ¥ = p*v (3.23)
gh 2 [(kik + sjs:) pipi] 0 = PP

sh2 (k;rpj> [(kipi) w + (sipi) X] = PPw (3.24)

$12 (sjpj) [(kipi) @ + (sipi) X] = P*X
La premiére équation est satisfaite a p?
Donc on va résoudre la deuxiéme et la troisiéme équation dans I'équation ((3.24))
Si

{ w=—(2a/3) (kp;) ¢

X = —(20/3) (sipi) o, o= (2mh)~"

La deuxiéme équation dans I’équation (3.24]) s’écrivent

gh_Q (k?fpj) [(kipi) w + (sipi) X] = gh_2 (2mh)~! (k‘;’rpj) [(kipi) (kfpj) + (sipi) (Sjpj)] @
= 3772 (2mh) ! <kjpj> PP
E %h”pz @mh) ™ (Kfp;) ¢

= pw (3.25)
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La troisiéme équation dans I’équation (3.24) devient
4, 5 -1 +
§h (2mh)~" (s;p;) [(kipi) (kj Pj) + (sipi) (Sjpj)} ® (3.26)
4 _ _
g 2 (2mh) ™! (s;p;) P°p = P*X
3.3 L’équation d’onde de spin 3/2
(AE+B.p+c)p=0
Avec A, B et ¢ sont des matrice et 1 est telle que
100 ) 0 & s 00 0 o
000 E+§h_l ki 0 0 [pj+2m| 0 1 0 w | =0
000 5 0 00 1 X
(3.27)

Cette équation on peut se réduire & une dimension par (6s + 1 = 10) composantes,

ce résultat coincide avec 'équation Hurley([38]) d’une particule de spin 3/2.

Maintenant, on va démontrer que les composantes ¢ ,x ,et w du spineur sont aussi

solutions de ’équation de Schrodinger.

A partir de I’équation (3.27)

E kT 2'ET [ v
—_
%h‘1?+p 2m 0 w 0,
1T F 0 om X
sous forme d’un systéme d’équation on obtient
251 (7= 25—1 (27 1, —
Ep+3h (k: p)w+§h (sSP)x=0
<
2t (B ) ¢+ 2mw =0 (3.28)
2Rl (TP )+ 2mx =0

Pour la composante ¢

On multipliant la premiére équation par (2m)
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la deuxiéme et la troisieme dans I’équation (3.28)) s’écrivent

257
w = _2h—1 kTp
3 om |
2 S
= ——pt
X 3 (2m)g0

Et on remplace dans la premiére équation dans ’équation ((3.28)) on obtient

?f)
2 /- 2_(P 2 2 (5P
2m Ego—ghl(kﬁ)gh LS (FE) Sh 1(2m) 0=0
—
2mEp — —p2 <?F?+p + ????) p=20
2
p
B 2 — 2
(-2 )e=0 (3.29)

Donc la composante ¢ est satisfaite la solution de I’équation de Schrodinger.
Pour la composante w
On sait que

(ZmE —p2) p=0.

La deuxiéme équation dans I’équation (3.28)) devient

2 —
Zpt (E’+p) (2mE — p?) ¢ =0, (3.30)
3
2 ¥
P \2 4 (kTp
( 2m>3h <2m>‘p 0 (3:31)
p2
E-P)o-o 32
( 2m>w 0 (3.32)

Donc les composantes ¢ et w sont aussi les solutions de ’équation de Schrodinger

ainsi que y.



Chapitre 4

Particule de spin s=1/2 et s=3/2
soumise au petentiel de
I’oscillateur harmonique

4.1 Oscillateur harmonique

L’oscillateur harmonique est un systéme d’une grande importance en mécanique
classique, car il décrit des petites oscillations de systémes physiques autour d’une
position équilibre stable, son importance n’est pas moindre en mécanique quantique
,puisque il entre dans beaucoup de problémes contenant des oscillations quantiques
[22].

En physique classique ’hamiltoniene de la particule relative s’écrit.
1
V(z) = =mw?r?.

L’hamiltoniene devient

m : est la masse d’oscillateur.
w : la fréquence d’oscillateur.
Nous allons analyser 'oscillateur harmonique en utilisant I’équation d’onde linéaire

en r.

27
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4.2 Pour une particule de spin 1/2

Comme application de ’équation (4.17) en prend 'exemple du potentiel de 1'oscil-
lateur harmonique

On choisit donc la substitution suivante

p — p— imwnr (4.2)

p étant 'impulsion de loscillateur, w la fréquence,et 7 est le vecteur position(r = ;) ,et

1 est une matrice tele que

n=24%-1= ((1) _01> (4.3)

On utilise la substitution (4.2) dans I’équation ([2.21)

[AE + B.(p — imwnr) +c|p =0 (4.4)

En remplagant les valeurs de A, B et C on obtient

E 0 0 o;P; . 1 0 v\
(0 2m> + (Uipi 0 ) — imw (0 _1> 7’] (X) =0 (4.5)

Avec o;p; = (01p1,02p2,03p3)

N (E—zmwr ' oiDi ) (go) _0 (4.6)
TiPi mwr + 2m X

On arrive finalement & écrire un systéme d’équation couplés en ¢ et x

2myxy = —o;(p—imwr)p (4.7)

Ep = —o;(p+imwr)x (4.8)

Pour découpler le systeme d’équations on multiplie (4.21)) par o; (p + imwr) ce qui

donne
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2mo; (p + imwr) x = —o; (p + imwr) o; (p —imwr) e (i =1,2,3) (4.9)

En utilisant (4.23)) en trouve :

(2mE) ¢ = [oi0j (p +imwr) (p — imwr)] ¢ (4,7 =1,2,3) (4.10)

On a aussi les matrices de Pauli vérifient ’identité suivante

00 = ;5 + 1€k (4.11)

d;; est le Chroneker, et ¢;;est le symbole de Levy-Cevita

On remplace o;0; dans (4.27) on aura

(2mE)p = (05 + i€i10%) (pipj — Ymwp;T; + imwrp; + m2w2frir]~) ® (4.12)

En développant le coté droit de (4.12))

[(5ijpipj + imwéij (T'ipj — pﬂ"j) + m2w25ij7’irj + iﬁijkdkpipj
.2 2
—Mwejro (Tipj — PiTy) + im W €;jkokTiT;]

3
= {p2 + m2w3r? — iﬁw — 2mwo’k€ijk(7'ipj)] @) (4.13)

On a la relation €;;,7r;p; = 7 X p on remplace dans (4.13)

4 h
2mEyp = [pz + m2w?r? — 3hmw — e (r x p)za] © (4.14)
2
Pl e 3, 2w
= FEp = [Qm + 5T 2hw - (L.s)| ¢ (4.15)
Ou
h
§ =50, L=rxp (4.16)
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L représente le moment angulaire,s représente le spin de la particule
L’équation (4.15)) correspond a l'oscillateur harmonique standard de fréquence w
avec l'addition de terme du couplage spin-orbite (L.s).de force —%".Et ce résultat

coincide avec celui obtenu par la limite non relativiste de l’oscillateur de Dirac [?].

4.3 Particule de spin 3/2

L’équation d’onde de particule de spin 3/2 donnée comme suit

2
(AE + gh—lB.p + c> =0, (4.17)
Avec
100 0 ki s 00 0
A=[o0o00 |, B=xh'| K 0 0|, c¢=2m| 0 10
000 s;i 0 0 00 1

Et avec la substitution du potentielle de I'oscillateur harmonique par

p — p— imwnr (4.18)
Ou
1 0 0
n=242-1=10 -1 0 . (4.19)
0 0 -1

Donc I'équation(4.17)s’écrit

R

E 00 ) 0 kps SD4 000 ©

0 0 0 +§h‘1 ko 0 0 +2m| 0 1 0 w | =0

0 00 T 0 0 001 X
(4.20)

Sous forme d’un systéme d’équation

Ep = %h_lz (P +imwT)w+ 2075 (P + imwT) x
—
ST (P — imwT) o = 2mw (4.21)
21 (P —imwT) ¢ = 2my

En multipliant la premiére équation dans I’équation(4.21) par 2m
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2 2
(2mE) ¢ =2m [<3h_1) & (P +imwT)w + gh_l? (P +imwT) x| . (4.22)
La deuxiéme et la troisiéme équation dans ’équation (4.21)) devient

1 k‘J; (F—imw?)

_ _ 25—
w=—3h 2m ¥ (4.23)

En insérant ces équations dans la premiére équation de (4.21)) on arrive

2 = 2 k—Jr} (P —imwT)
2mE)p = 2m gh_l k(P +imwT) (—3h_1 P 5 <,0> —|—>(4.24)
—l-gh s (p +imwT) 3h 5 e, (4.25)
4.5 + . . 2. 2
= §h (ki/{j + 8¢8j> [pl-pj — imwp;T; + imwripj + mw m-rj] ©, (4.26)

A Taide de la propriété

(3R 3n\°
k‘lk;_ + si85 =1 <2) €ijkSk T <2> (51] (4.27)

En utilisant (4.27)) on obtient

4 o |(./3n 3n\? , , 5 o
(2mE) ¢ §h 1 5 EijkSk + > 0ij (pipj — tmwp;T; + imwrp; + m-w rirj) ©,
. 2, _
= [5ijpipj + diymPwirir; + imwdij (rip; — piry) + gﬁ Yeipsemuw (pirj — Tipj):| p.

On sait que [r;, p;] = ih, et €;5Tpj= (rxp), .on obtient

Cette équation représente 'oscillateur harmonique isotropique avec addition du

couplage spin-orbite de force (—23—1;1’) .
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Conclusion

A travers ce mémoire, nous avons construit ’équation d’une particule de spin 3/2
en se basant sur la procédure de Dirac-Lévy-Leblond. Comme application de cette
équation, 'oscillateur harmonique a été abordé. Le résultat principal de cette appli-
cation est la déduction du terme de spin-orbite comme conséquence d’une théorie
non-relativiste.

Nous avons également traité le cas de la particule de spin 1/2; dans le cadre de
I’équation de Lévy-Leblond. La différence, est comme on I’a vu dans ce travail, est que
pour établir ’équation associée & une particule de spin 3/2, la fonction d’onde devait
etre prise en compte dans l'identification, et aussi nous avons trouvé une équation
adapté a la particule de spin 3/2 qui établit par Hurley, et le dernier chapitre nous
avons étudié oscillateur harmonique dans le cas de particule de spin 1/2 et particule
de spin 3/2. Avec 'addition du terme de couplage spin-orbite. Et on a fait le champ
électromagnétique dans le cas de spin 1/2 et on déduire le facture g Lande une théorie

non relativiste, et on peut prévoir le moment cinétique intrinséque.
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Résumé

A partir de ce travail on a traité la méthode de
linéarisation de I’équation d’onde faite par Dirac et aprée
par Lévy-Leblond, et en généralisant 1’¢équation d’onde
non relativiste pour une particule de spin 3/2. En
introduisant la substitution de 1’impulsion on retrouve
’oscillateur harmonique avec I’addition du terme de

couplage spin-orbite.

Mots-clés : linéarisation, équation de Lévy-Leblond,

oscillateur de Dirac, oscillateur de spin 3/2.
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