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Introduction

La représentation des problemes que nous sommeséanie résoudre a depuis
toujours été une des disciplines les plus impoeamn l'intelligence artificielle. Plusieurs
formalismes accompagnés de leurs méthodes de tiésotunt été proposés. Certains d’entre
eux sont spécifiques a certaines classes de prebl@iors que d’'autres se veulent étre
généraux pour a la fois représenter et résoudreomddemes a priori totalement différents.
C'est dans cette deuxiéme catégorie que s'insdrivem problémes de satisfaction de

contraintes (CSP pour Constraints Satisfaction IEnog).

Les Problemes de satisfaction de contraintes sordadre générique introduits par
Montanari[1] dans les années 70 et qui permettent de formalisdrés grand nombre de
problemes tels que les problémes de colorationraehg, les problemes d’ordonnancement,
les problemes de placement, ...etc. Un CSP estidgimun ensemble de variables et de
contraintes reliant les variables entre elles. iagables prennent leurs valeurs dans un
ensemble fini de valeurs ou domaine. Résoudre &R €onsiste a associer une valeur a
chaque variable de telle fagcon que toutes les aimés soient satisfaites.

Plusieurs variantes du formalisme CSP ont été mégmpour répondre a des besoins
spécifiqgues de certains problémes. On recense lem$ormalismes VCSP et Max-CSP qui
modélisent des problemes dont les contraintes rpast toutes la méme importance, et le
formalisme CSOP qui englobe les problemes dont alesapréférences sur la solution a
trouver. Nous nous intéressons ici au formalisméase des CSP.

L’algorithme de base utilisé pour résoudre les @SPl'algorithme Backtrack. C’est

un algorithme trés naif qui parcourt dans le pies das I'espace complet des solutions
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Introduction

possibles ou espace de recherche. Cette technigité & noyau central autour duquel
plusieurs travaux de recherche ont été menés pmétiaer la résolution des CSP en
pratique. Ces travaux basés sur diverses notiercousistance, les notions de filtrage et de
propagation de contraintes, d’heuristiques d’omfinestanciation de variables et de valeurs,
ont donné naissance a une large famille d’algoh@®J, CBJ, FC, MAC, FC-MRV , ...etc).
Mais les CSP étant NP-complets il n’existe pasgdathme exact capable de résoudre
de facon efficace ces problemes dés lors qu'onésésse a des problemes de grande taille

gu'’ils soient académiques ou réels.

Il existe par contre des sous classes de CSP ditexctables » ou traitables. La
recherche de certaines de ces classes a motiv@/éogpement de nouvelles approches de
résolution. Une classe de sous CSP intéressantelksdes CSP acycliques pour laquelle on
connait des algorithmes de résolution polynomiaur :CSP dont la structure est un arbre
peut étre résolu par un algorithme sans backtadsidRirs travaux ont depuis porté sur les
décompositions de CSP. Nous nous sommes intérgssaux techniques de décomposition
structurelles dont le but est de transformer un @8Rt la structure est en général un
hypergraphe en un CSP, dont la structure est ue,aalgant le méme ensemble de solutions.
Plusieurs méthodes de décompositions structuredesont vues succéder ces derniéres
décennies. Chaque une d’elle propose une mesuydiieité qui lui est propre appelée

largeur de la décomposition.

Parmi toutes ces méthodes de décomposition, I'ingeedecompositiofi24] est la
plus prometteuset ce grace sadéfinition a la fois concise et suffisamment gémeipour
étre applicable a une trés large palette de CSPplD® il existe plusieurs algorithmes
permettant de la construire. Les premiéres méthpogsosées pour le calcul de I'hypertree
decomposition, appelées méthodes exactes, avammme objectif de rechercher la
décomposition de largeur optimale. Ce qui induisait colt en calcul et en occupation
mémoire si importants qu’elle devenait inexploieabh pratique. C’est pour cette raison que

la recherche s’est tournée vers des algorithmesslzsas des heuristiques.

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressés &dhtién des problemes de
satisfaction de contraintes par décomposition giratte. Plus concrétement nous proposons
une nouvelle heuristique pour un calcul efficace l'tigpertree decomposition hommeée

Construct & Reduce.
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Introduction

Ce mémoire s’articule autour de cing chapitresnigfuccinctement comme suit :

Le chapitre 1 présente le formalisme CSP, legufites méthodes utilisées pour leur
résolution, ainsi qu’'une étude empirique de cestalgorithmes de résolution faisant partie du

solveur que nous avons développé.

Le chapitre 2 est consacré aux meéthodes de décdmpagructurelle.

Le chapitre 3 poursuit le travail commencé au dnaf@ en présentant d’'une maniere

détaillée la méthode hypertree decomposition.

Le chapitre 4 est consacré a la méthode ConstriReduce une nouvelle heuristique

gue nous proposons pour le calcul de 'hypertre@gosition.

Le chapitre 5 de ce mémoire montre la faisabiléendtre approche, en montrant
comment notre méthode peut étre intégrée dans é@mardhe de résolution d’'un CSP, et
d’'une maniére plus générale comment le formalisi8P @eut étre exploité pour la résolution

des problémes du monde réel.
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CHAPITRE |

Les Probléemes de Satisfaction de Contraintes

Les problémes de satisfaction de contraintes (C8& [Constraint Satisfaction
Problem) sont au coeur de nombreuses applicationdntelligence Artificielle et en
Recherche Opérationnelle. Un CSP est un formal&naefois simple et puissant permettant
de représenter et de résoudre un grand nombreotdepres. Un CSP se définit comme un
ensemble de contraintes impliquant un ensembleadables. L'objectif est de trouver une
valeur pour chaque variable afin de satisfairesbemble des contraintes ou bien de satisfaire
le maximum de contraintes. La recherche dans leadndes CSP est motivée par la
découverte de méthodes toujours plus efficacesr&igpe pour les résoudre. Mais, comme
les CSP font partie de la classe des problémes ioaimires NP-Complets, les algorithmes
connus pour les résoudre nécessitent un temps emfiein en fonction du nombre de
variables. La méthode la plus employée pour Issudre est la recherche énumérative qui

consiste a explorer systématiquement un arbreaterehe.
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Chapitre | Les problémes de satisfaction de contiates

1. Définitions de base :

Définition 1.1 : (Due a Montanail] )
Un probléme de satisfaction de contraif@&P est un quadruplet (X, D, C, R) ou:
o X =(Xg, X2-..., Xy) : €st un ensemble de n variables ;
e D=(Dy, Dy,..., D) : est un ensemble de n domaines.
e C=(G, G, ..., Gy : estun ensemble de m contraintes
* R=(R, R, ..., Ry : est un ensemble de m relations. Chaque relatprdéfinit

'ensemble desjruplets sur 3 x Di; ... X Dij autorisés par la contraintg. C

Définition 1.2 : Le domained'une variable est I'ensemble des valeurs, discreontinu que
peut prendre celle-ci. Ainsi, une variable est dilenérique si les valeurs qu'elle peut prendre
sont entiéres. Elle est dite booléenne si ses rabant booléennes et symbolique dans le cas

ou les valeurs qu'elle prend sont un ensemble érudigbjets.

Définition 1.3 : une affectation ou une instanciation est un ensemble de couples
(variable, valeur) exprimant l'association des waeaux variables. Cette affectation est dite
totale si toutes les variables ont été instanciées gtanle dek-affectation si k variables ont

été instanciées.

Définition 1.4 : Unecontrainte est une relation logique ou une propriété devaet\&rifiée
par un sous ensemble de variables. Une contrpartaet de restreindre les valeurs pouvant
étre prises simultanément par un ensemble de lesiabne contrainte peut étre implicite,
définie par une expression logique. Elle peut éiplicite et donc définie par une relation
composée de tous les tuples autorisés. Ainsi, ongante est définie par un ensemble de

variable et la relation entre ces variables.

Définition 1.5 : une k-affectation est ditonsistantesi elle ne viole aucune contrainte. Une
solution d'un CSP est une affectation totale consistarest @ dire une assignation d'une
valeur a chaque variable de X tel que toutes lesraimtes soient satisfaites. Un CSP est dit
consistant s'il posséde au moins une solution, dans le cadraie le CSP est dit

inconsistant
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Chapitre | Les problémes de satisfaction de contiates

Définition 1.6 : le nombre de variables sur lequel porte la cartgaest appelarité de la
contrainte. En particulier, un CSP estlditaire si toutes les contraintes sont d’arité 2, sinon

il est appelé un CSk-aire.

Exemple : Probleme des 4-reines
Le probleme des 4 reines est un probleme académgueonsiste a placer 4 reines sur un
échiquier 4*4 de telle sorte que 2 reines ne sopas en prise mutuelle. Deux reines ne
peuvent étre ni sur la méme ligne, ni sur la méwlenme, ni sur la méme diagonale. Ce
probleme peut étre modélisé comme un CSP de phssiagons. Ici on illustre 'exemple par
une des fagons possibles.
P =(X, D, C, R)tel que
o X = (X1, X2, X3, X4) OU % représente le numéro de colonne de la reine pRada ligne i.
e D =(Dy, Dy, D3, Dy) tel que Di ={1, 2, 3, 4} (la colonne de la reisar la ligne i)
¢ C=(Cua Ciz Cis, Coz, Cos, Cay) tel que G = {xi, xj}
* R =(Ri2 Riz Rusa, Ros, Ros, Ras) tel que pour chaque;R
Xi # X; (les deux reines ne se trouvent pas sur la méfoarce)
Xi#X+(-1)
Xi#X -(-1) (les deux reines ne se trouvent padaméme diagonale)

2. Résolution des CSP : différentes méthodes

La résolution d'un CSP consiste a parcourir tolgescombinaisons possibles ou alors
d’explorer un arbre de recherche (arbre de réswlutafin de trouver une ou toutes les
solutions. Pour résoudre les CSP plusieurs appsamfiecté explorées :

* La recherche énumérative: consiste a parcourir I'arbre de recherche seloa un
certaine stratégie de parcours.

» Le filtrage ou la relaxation des contraintes technique mise en ceuvre pour réduire
la taille des domaines des variables.

» Les heuristiques :tentent d’'accélérer I'exécution des algorithmes.

* La décomposition :méthodegpermettant déransformer un CSP dont la structure est
généralement un graphe en un CSP acyclique ouesmdsnt.

» La combinaison :c’est I'utilisation des techniques précédentesuftsmément.
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Chapitre | Les problémes de satisfaction de contiates

Dans ce qui suit, nous allons présenter de facoérgée les différents algorithmes
proposés dans la littérature pour résoudre lesliX@fres, avant de montrer dans la section 3,

comment ceux-ci ont été adaptés pour la résolatdsnCSP n-aires.

Approches CSP

| |

Générer & Backtrack Backjumping
tester

Filtrace | |

Consistance de Consistance d’arc Consistance de
noeuc (AC3 ... ACT) ... chemin

Heuristiaue | |

Min -conflict

Décompositior | | | |

Hypertree Cycle Tree Hinge
decomposition Cutset decomposition decomposition

Combinaisor

Backtrack sur tree
décompositior

Fig.l.1. Différentes approches pour résoudre les CSPs

2.1. Réduction de I'espace de recherche:

Comme nous allons le voir plus tard, la résoluiam CSP se base généralement sur
la recherche énumérative c'est-a-dire sur I'expilmmad’arbre dont la complexité est
exponentielle en taille de probleme. Pour amélidesr performances des algorithmes de
résolution de CSP, il est crucial de réduire I'espde recherche en utilisant des techniques de
filtrage. Plusieurs techniques de filtrage ont ptéposées dans la littérature (consistance
d’arc, consistance de chemin). La consistance dechest tres colteuse et a été trés vite
abandonnée. La technique la plus utilisée estrigistance d'arc car en plus de son efficacite,

certains algorithmes sont faciles a mettre en aeuvr
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Chapitre | Les problémes de satisfaction de contiates

La consistance d’arc consiste a supprimer des dmsales variables, des valeurs qui
ne peuvent pas participer a une solution du probldttie ne garde donc que les valeurs qui
sont viables.

Une valeur vd'un domaine dom¢xd’'une variable xa un support;ydans le domaine
dom(x) d’'une variable xsi le couple (v v;) appartient a la relation associée a la contrainte
{Xi,x;. Une valeur vd’'un domaine dom(x d’une variable xest dite viable si elle a un
support ydans tous les domaines dogh@es variable xtelle que {xx;}est une contrainte
du probléme.

L’algorithme le plus utilisé pour implémenter lansistance d’arc est I'algorithme
AC3 [2]. Cet algorithme, trés simple a implémentedonné naissance a d’autres algorithmes
plus récents, héritant du méme principe tels gsi@ligorithmes AC200[B], AC2001(AC3.1)

[3, 4], AC3d5], AC3.2[6] et AC3.3[6].

2.1.1. L’Algorithme AC3

Cet algorithme est certainement le plus simple agsrithmes qui implantent la
consistance d’arc et a pu étre intégré dans de mauxbsolveurs de CSP malgré la
concurrence de quelques algorithmes plus efficdo@asriquement (complexité théorique en
O(md) alors que la complexité théorique de AC3 est émd®) mais plus complexes a
mettre en ceuvre en pratique , voir AC} AC6[8] et AC7[9].

Algorithme AC3 (X, D, C, R)
Q « {@,j) / {i,j} estune contrainte de C}
Tant que Q est non vide faire
Extraire un couple (k, m) de Q
Si Révise(k, m) alors
Q « QU {(@, k) / {i, k} est une contrainte et i <> m}

Fsi
Fin

Procédure Révise (i,j) : Booléen
SUPPRESSION « Faux
Pour chaque valeur v de domaine(i) faire
Si v n’a pas de support dans domaine(j) alors supprimer v de domaine(i)
SUPPRESSION « Vrai
FinPour
Retourner SUPPRESSION
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Chapitre | Les problémes de satisfaction de contiates

by

L’algorithme AC3 consiste a appliquer une révisim I'ensemble des contraintes
(Xi,%;). Si aprés la révision d'une contrainte, X}, le domaine de la variable &st réduit,

alors la révision est faite d’'une maniere récursivetoute autre contrainte og apparait.

2.2. Résolution d'un CSP

Le but majeur de la résolution d'un CSRdedtrouver une ou toutes les solutions, c'est a
dire des affectations totales consistantes, oufird'&r ['inexistence d'une solution.
Néanmoins, d'autres objectifs peuvent étre attendus

* Dans le cas ou le CSP esir-contraint (inexistence de solution) I'objectif peut étre
de trouver l'affectation totale qui viole le moide contraintes possibles; dans ce cas

en parle denax-CSP.

* Une généralisation de max-CSP esV{@SP ou CSP valué qui consiste a donner un
poids a chaque contrainte. Le but étant de troumeraffectation totale qui minimise

la somme des poids des contraintes violées.

* Un troisieme type représente le cas ou le CSPasi-contraint (admet plusieurs
solutions). Dans ce cas le but peut étre de trolevesolution qui maximise une
fonction objective. ce type de CSP est app€BOP (Constraint Satisfaction

Optimisation Problem).

2.2.1. Algorithme Backtrack (BT):

bY

Cet algorithme est l'algorithme de base pour l@loéien des CSP. Il consiste a
instancier successivement les variables et a gétdiviol d'une contrainte des que toutes les
variables d’'une contrainte ont été instanciéesun8icontrainte est violée I'algorithme affecte
une nouvelle valeur a la derniere variable jusdqréaver une valeur valide ou que son
domaine devienne vide. Dans ce dernier cas l'dlyme effectue un retour vers l'avant

derniere variable (backtrack) et lui affecte unavadle valeur.

L’inconvénient majeur de cet algorithme est le i@t faire des retours en arriere
simples ou chronologiques, lors de la découvertmealinconsistance. En effet, la variable

précédente peut ne pas étre la cause de l'incamsgst
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Chapitre | Les problémes de satisfaction de contiates

Algorithme Backtrack (A, (X, D, C, R)) : booléen |/ A est une affectation, au premier appelle A = [J

Si A est non consistant Alors Retourner faux Fsi
Sinon si A est une affectation totale alors retourner vrai /*.4 est une solution */
Sinon choisit une nouvelle variable Xi de X
Pour toute valeur Vi de D(Xi) faire
Si Backtrack(AU{(Xi,Vi)},(X,D,C,R)) = vrai alors retourner vrai
Fin pour
Retourner faux
Fin
Programme principal

Backtrack(U, (X, D, C, R))

2.2.2. Algorithme Back Jumping (BJ)
Dans cet algorithme, si toute instanciation de &iable courante génere une

inconsistance alors I'algorithme revient vers laalde la plus profonde qui soit reliée avec la
variable courante par une contrainte. Si le domalee cette variable est vide alors

I'algorithme fait un simple retour arriére.

2.2.3. Algorithme Conflict Directed Back jumping (CBJ)

Le CBJ est une amélioration de BJ. La principaléfédince entre ces deux
algorithmes réside dans le retour arriere quanthibrun backjumping vers une variable dont
le domaine est vide. Pendant que BJ fait un simgtieur chronologique, CBJ par contre,
tente d’en faire plusieurs. Ceci est réalisé emtaaant pour chaque variable instanciée un
ensemble des variables instanciées avant ellesi sbgt en conflit avec elles pour au moins
une de ses valeurs. Face a un échec, CBJ revientavgariable la plus profonde dans cet

ensemble.

2.2.4. Algorithme Forward Checking (FC):

Cet algorithme tente d’anticiper les inconsistareesnaintenant des listes de valeurs
légales (qui ne vont probablement pas générer mecensistance) des variables non encore
instanciées. L'algorithme FC se base sur le backtpour lequel il applique un filtrage des
domaines de variables non encore instanciées teeqaoe apres l'instanciation d’une variable
X, toute les valeurs inconsistantes d’une varigislen encore instanciées et reli€espar une

contrainte soient supprimeées.
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Algorithme FC (A, NA, D, C) // A est une affectation , NA ensemble des variables non encore instanciers
Si NA = {} alors Retourner A // A est une solution
Sinon
Choisir x de NA ;
Répéter

Choisir une valeur v de Dx ; Dx = Dx — {v} ;

Si A O {x,v} ne viole aucune contrainte alors
D’ = Revise(NA — {x}, D, C, <x,v>);
Si (aucun domain de D’ n’est vide) alors
Result « FC(NA - {x}, A + <x,v>, D’, C);
Si Result <> NULL alors Retourner(Result) ;
Fsi
FSI
Jusqu'a (D = {)
Retourner (NULL) ;

Fin

Procedure Revise (W, D, C,a) // aest une affectation d’une variable
D’ =D;
Pour chaque variable y dans W faire
Pour chaque valeur v dans D’y faire
Si <y,v> est incompatible avec « en respect avec les contraintes de C alots D’y = D’y - {v}
Fait
Fait
Retourner D’
Fin

Programme principale (X,D,C,R)
Solution = FC({}, X, D,C) ;
Fin

2.2.5. Algorithme Maintenance de consistance d’af@MAC) :

Dans cet algorithme, la consistance des valeursé&#giée pour toutes les variables
non encore instanciées et non seulement cellesamien relation avec la variable courante

comme c’est le cas avec le Forward checking.

Algorithme MAC (A, NA, D, C)
Si NA = {} alors return (A) /] A est une solution
Sinon
Choisir une variable x de NA
Répéter
Choisir une valeur v de Dx ; supprimer v de Dx
Si A + <x,v> est consistante alors
D’ = Réviser(NA — {x}, D, C, <x,v>) ; //méme fonction que celle de FC

ACX (NA - {x},D’, C); /] D’ est filtré a Laide d'un l'algo AC
Si (aucun domaine de D’ n’est vide) alots

Result = MAC(A + <x,v>, NA — {x}, D’, C);

Si (Result <> NULL) alors return Result;

FSI
FSI
Jusqu’a Dx = {};
Return NULL;
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Ainsi, apres chaque instanciation de variable dathme MAC applique la
consistance d’arc en s’appuyant sur n'importe dgi'algorithme d’arc consistance ; ainsi on
parle de MAC3 quand c’est 'AC3 qui est utilisé, dg MAC2001 quand on se base sur
’AC2001.

2.3. Heuristiques pour lI'amélioration de la résolubn des CSP:

Les expérimentations des algorithmes de résolud®rCSP ont montré que l'ordre
d’instanciation des variables ainsi que l'ordre #lakeurs qu’elles peuvent prendre peuvent
influer sur le temps de recherche d'une solutiomnsA plusieurs heuristiques ont été

proposées.

2.3.1. Heuristique sur le choix des variables :

La majorité des heuristiques de choix des vargallet pour but darriver a une
situation d’échec le plus t6t possiblerét fail principle). Ce qui a pour effet de réduire la
taille des branches et ainsi d’accélérer la red¢teert’ordre d’instanciation des variables peut

étre statique ou dynamique.

Dans le cas statique, l'ordre est prédéfini avantésolution de CSP et se base
généralement sur les propriétés structurelles da @@amment I'heuristiquBeg qui utilise
le degré des variables (nombre de contraintes @it [sur la variable), ainsi une variable de
degré élevé est considérée comme étant critiqepdnsable de beaucoup d’échec) et sera

instanciée plus tot.

L’ordre dynamique par contre, est défini au fur&@snesure de la résolution de CSP.
L’heuristique la plus utilisée est Iflean Remain ValugMRYV). Cette heuristique est utilisée
notamment dans le cas de résolution avec filtr&gf@-NIRV) et consiste a instancier en

priorité la variable dont le domaine est le plustpe

2.3.2. Heuristiques sur le choix des valeurs

Min-conflict [10] est une des rares propositions d’heuristiqueshdéx aes valeurs.
Pour chaque valewrde domaine de la variable courante, cette heguistcalcule le nombre

de valeurs des variables non encore instanciées lasquelless est incompatible, ainsi la
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valeur qui a le plus petit nombre de conflit edeetee en premier. Les heuristiques sur le

choix des valeurs sont trés lourdes a mettre ememevqui les rend rarement utilisables.

3. Résolution des CSP n-aires :

Les CSP n-aires sont des CSP ou au moins une icoetest d’arité supérieur a 2.
Pour les résoudre deux approches existent : lesftnaner en CSP-binaires puis les résoudre
avec les méthodes précédemment citées, ou lesdrésdirectement a I'aide d’algorithmes

spécifiques.

3.1. Transformation de CSP n-aires en CSP binaires

Il existe plusieurs facons de transformer un CSHra-en CSP binaire. Une des
facons possibles consiste a considérer 'ensemédecdntraintes du CSP original comme
'ensemble des variables du CSP binaire. Une viaridbb CSP binaire prend ses valeurs dans
'ensemble des tuples autorisés par la contraDéaix variables seront reliées dans le CSP
binaire si elles représentent deux contraintesagagnt au moins une variable dans le CSP

d’origine. Le graphe associé a ce CSP est appafthgrdual.

3.2. Résolution direct d’'un CSP n-aires :

Dans ce cas, il s’agit d’adapter les méthodes wemqour les CSP binaires afin
gu’elle soit applicables aux CSP n-aires. Il s’agitamment de la généralisation de la

consistance d’arc et de I'algorithme forward chegkaux contraintes n-aires.

3.2.1. La consistance d’arc dans les CSP n-aires :

Pour pouvoir filtrer directement un CSP n-airectmsistance d’arc a été geénéralisée
pour tenir compte des contraintes d’arité supéreir
Définition.3.3 : la consistance d’arc généralisée (consistancepdigrc) est définie comme
suit :
Soit var(G) = {Xj1, Xp,..., Xq } 'ensemble des variables sur lequel porte latconte G,

()

rel(G) est 'ensemble des tuples qui vérifient la caintte G et Dxi:‘a 'ensemble des tuples
de Dy* Dp*...* Dy’ *...* D jgtel que O = {a}.

On appelle support de (xi, a) dandds tuples de I'ensemble Dlarz(z)

N rel(G).
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On dit qu’une contraintej@st arc consistante généralisée si pour toutebtarig de var(Q),

chaque valeur v de Di a un support daps C

3.2.2. Algorithme GAC2001 (GAC3.1):
GAC2001[11] est une généralisation de AC2001 pour le filtrdge CSP n-aires en

se basant sur la consistance d'arc généraliséeadpfecédemment.

Cet algorithme opeére sur un CSP dont les tupleseld€;) (les tuples qui ne violent pas la
contrainte Cj) sont supposeés étre totalement ogoen le dernier support de chaque couple
(xi, @) pour une contrainte Cj est sauvegardé demasvariable Last((xi, a), Cj ) initialisé a
NIL. Ainsi, lors de la recherche de support d'uffeciation on vérifie premiérement si la
valeur sauvegardée dans la varialdset correspondante existe toujours. Si c'est le cas
I'affectation possede un support sinon la recheoctmemence a partir de la valeur suivante

(fonctionsucq, les précédentes valeurs ayant déja fait I'abjate vérification.

procedure REVISE2001 (xi, Cj)
Début
supprime = faux
pour chaque a [IDi faire
T = Last((xi a), Cj)
Si Ok= 7 [xj] O Djk Alors

var(c; )
)(1.:51J )

T= swe(t, D

var(c; )

Tant que (T ZNIL) ET (1 0 Rel(Cj) Faire T = wee(t, D, 25" )

Si T # NIL Alors Last((xi,a), Cj) =T
Sinon
Supprimer a de Di
supprime = Vrai

Fsi
Fait
Return supprime
Fin

Algorithme GAC2001
Début
Pour chaque variable xi faire
Pour chaque valeur a de Di faire
Pour chaque contrainte Cj faire Last((xi, a), Cj) =Nil
Q ={xi,Cj) /G OCetxi Ovar(Cj)}
Tant que Q non vide Faire
Choisir (xi, Cj) de Q
Q=Q- {xi, Cj}
Si REVISE2001(xi; Cj) Alors Q = Q O {(xk,Cm) | Cm U C; xixk Ovar(Cj) etk #ietj# m}
Fait
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3.2.3 Algorithme nFC
L’algorithme nFC[12] est une généralisation de l'algorithme forwardokingy au cas

n-aire, Ainsi nFC définit 2 ensemble:C}; composé des contraintes qui contiennent la

variable courante et au moins une variable de dy®tCJ; qui est composé des contraintes

gui contiennent au moins une variable de passé atans une variable de futur. La grande
différence avec le cas binaire est que nous avdratér des cas ou plusieurs variables d’'une

contrainte ne sont pas encore instanciées. Plgsi@urantes de nFC existent suivant qu’on

utilise CJ; ou C; et suivant qu'on applique la consistance d'arout tensemble ou aux

contraintes une a une en une seule passe.

« nFC5: aprés linstanciation de la variable courante,drenl’ensembleC] arc

consistant puis continuer l'instanciation en cassdeces sinon en fait un retour
arriere.

e nFC4: apres linstanciation de la variable courante,ligppr I'arc consistance a

chaque contrainte cCJ; en une seule passe puis continuer l'instanciatiocas de

succes sinon en fait un retour arriere.

« nFC3: apres linstanciation de la variable courante,drenl’ensembleC, arc
consistant puis continuer l'instanciation en cassdeces sinon en fait un retour
arriere.

e nFC2: apres linstanciation de la variable courante,ligppr I'arc consistance a

chaque contrainte cCJ; en une seule passe puis continuer l'instanciatiocas de

succes sinon en fait un retour arriere.

4. Vers une plateforme multi approches de résolutrodes CSP :

Dans le cadre de ce mémoire, nous avons commemcéyzher et implémenter les
différents algorithmes de résolution de CSP propatns la littérature. Méme si I'objectif
gue nous nous sommes fixés n'est pas de résoudretadnent les CSP par des méthodes
énumeératives, il n'en demeure pas moins que cesidlges nous seront utiles pour la suite

de notre travail et seront intégrés comme nougieons plus loin dans notre solveur.
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Nous avons donc assez rapidement proposé un sqeemettant la résolution des CSPs par

des techniques énumératives.

4.1. Notre solveur CSP par des méthodes énumérats/e

Apres la modélisation de CSP, Nous I'avons enriafin d’obtenir notre premier outil

qui consiste en un solveur implantant quelquesrdlgoes de résolution de CSP les plus

utilisés.
Solveur de CSP
CSP bi;laires CSlg n-aires
Backtrack FC FC - MRV nFCO nFC2 nFC3 nFC4 nFC5

Fig.l.2. Solveur de CSP

Le diagramme de classe complet de notre solveurlpsCSP définit en extension est

illustré dans la figure suivante (Fig.1.3).

CSF Contraint
Entier n Entier nom
Entier m "— Entier arité
Entier nb_tuple
Creer (Fichier ) Consistant (tuple [arité
Lire_ Relation (Fichier f) (tuple { )
Backtrack() ?
FC()
FC-mrv() Tuples
Entier tuple [max_tuples][arité]
Affectatior Vraiable | Prend Domaine
Entier taille <H Entier nom Valeurs |Entier taille
Entier valeur Entier valeur [taille]

Fig.l.3. Diagramme de classe complet de solveur de CSRitdéfi extension
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Ce diagramme de classe est le résultat de plusiguasions dans le développement
du solveur, qui a été réalisé en C++ pour la peréomrce de code généré et de sa parfaite
portabilité entre Windows et Linux. Des modificatsoont été apportées successivement en
réponse a des problémes rencontrés lors des plaséssts et notamment le probléme
d’explosion mémoire induit par la gestion des taptdes contraintes. Ainsi, I'approche
purement statique qui se base sur un tableau an@ndions (tuples[nb_tuple][arité]) a été
écarté d’emblée; quant a I'approche purement dimaem elle a été écartée car, méme si
'approche est idéale pour la gestion de la mémale est trées gourmande en temps de
calcul. Donc nous avons opté pour une combinaigsnagpproches statique et dynamique. La
premiere méthode testée consiste a utiliser uredabstatique avec une case pour chaque
tuple de la contrainte, chacune d’elle pointanswer tableau créé dynamiquement suivant le
nombre de tuples effectif. Cette approche bienftjodze, causait un probléme d’explosion
de la pile pour les problemes de grande taille,scars Windows les tableaux statiques sont
placés dans la pile d’exécution de programme. Pemédier a ce dernier probleme, nous
avons opté pour le regroupement des tuples dansadesaux d’'une certaine taille qui sont
créés dynamiquement. Chacun d’eux étant accegsdblane des cases d'un tableau statique
utilisé a la maniere d’'une table de hachage. Aiosimme le tableau statique est de taille

modeste, celui-ci peut étre placé facilement damslé d’exécution de programme.

Comme une multitude de CSP sont disponibles sausefde fichier texte, nous avons
eéquipé la classe CSP de deux méthodes. La preméeneet de lire la structure de CSP a
partir d’'un fichier contenant la description desittaintes alors que la deuxieme permet de
définir la relation de chaque contrainte en extnaydiun fichier texte les tuples associés a
chaque contrainte.

La structure du fichier de contraintes est défipar la grammaire g1=(N1,T1,Al, R1)
suivante :

R1 = {S -> Contrainte, S / Contrainte.

Contrainte -> nom_contrainte ( variables )

Variables -> nom_variable, Variables / nom_variable

}

N1 = {S, Contrainte, Variable, nom_contrainte, nmariables};
T1={""% (0} AL={S}

Celle de fichier des relations est g2 = (N2, T2, R2):

R2 ={ S -> Relation, S / Relation.
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Relation -> nom_contrainte [ Tuples ]
Tuples -> (Tuple), Tuples / (Tuple).
Tuple ->valeur, Tuple / valeur

}
N2 = {S, Relation, Tuples, Tuple, nom_contraint@leur}; T2 ={", ‘., ‘(', )'}; A2 ={S}

Pour les CSP définit en intension nous avons gmbez la modélisation suivante

CSF
Entier n Entier nom
Entier m "— Entier arité
Entier nb_tuple
Lire_Relation(Fichier f) Entier type
Backtrack() Consistant (tuple [arité])
FC()
FC-mrv()
Affectatior Variable Prend | Domainge
Entier taille % Entier nom Valeurs |Entier taille
Entier valeur Entier valeur [taille]

Fig.l.4. Diagramme de classe complet de solveur de CSRitdéfi intension

Ainsi, chaque déclaration d’'une contrainte serasc#rée comme un type de
contrainte en utilisant le champ « type » rajowtdsdla classe «Contrainte» ; de cette maniere,
la méthode « Consistant() » réagira differemmenfomction de ce champ. Dans ce cas, la
structure et les relations sont lues a partir denendichier. Sa structure est définie par la

grammaire g3 = (N3, T3, A3, R3) suivante

R3 ={ S -> Var valeur; Dom valeur; Relations
Relations -> Relation Relations/Relation
Relation ->Contrainte (Variables) ; Preconditi@xgression_booléenne) ;
Postcondition (Expression_booléene) ;

Variables -> nom_variable, Variables/ nom_variable

}
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A3 = {S}; N3 = {S, Relations, Relation, Variable€gxpression_booléenne, valeur,
nom_variable, valeur}
T3 = {Var, Dom, Contrainte, postcondition, precdmah, * ;’, *,’, ‘(, )’}
Remarque :

Les non terminaux nom_contrainte, nom_variabldeurasont définit de la méme
maniére que les entiers en C++.

Le non terminal Expression_booléenne est définilalenéme maniére que les

expressions booléenne en C++

Exemple : pour le probleme des 4 reines (voire sa définitlans la premiére section) les
fichier utiliser pour le définir en extension saoimme suit :
Fichier de la structure de CSP

0(0,1), 1(0,2), 2 (0,3),3(1,2), 4 (1,3), 5302,

Fichier des relations (en extension)
0[ (0,2), (0,3), (1,3), (2,0), (3,0), (3,1)], 1] ...

Pour définir le probleme en intension
# 4 variables et taille de domaine = 4
Var 4; Dom 4 ;
# Les contraintes sont toute binaire
Contrainte (i,))
# Tout couple de variables différentes sont régiegette contrainte
Precondition (i <j)
# La relation que doivent vérifier les variables
Postcondition(((Xi'=X))&&(Xi!=Xj-(j-1)) &&(Xi!'=(Xj+( j-i))));

# Pour une variable i, Xi est la valeur ce celle ci

4.2. Résultats Expérimentaux :

Apres la réalisation du solveur, nous avons réalis petite étude comparative entre
guelque uns des algorithmes de résolution de C8mqus avons implémenté. Les résultats

sont résumeés dans les tableaux I.1 et |.2.
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Instances Métrique Backtrack FC FC-mrv
Nombre de solutions 92 92 92
8 Nombre de nceuds 15720 1632 1248
Temps (ms) 75 5 5
Nombre de solutions 724 724 724
10 Nombre de nceuds 348150 27108 18862
Temps (ms) 2886 55 41
Nombre de solutions 14200 14200 14200
12 Nombre de nceuds 10103868 627774 399286
Temps (ms) 161013 1535 1049
Nombre de solutions - 365596 365596
14 Nombre de nceuds - 19422066 11348418
Temps (ms) - 62275 37183
Nombre de solutions - 2279184 2279184
15 Nombre de nceuds - 119219329 66919801
Temps (ms) - 427285 245498
Nombre de solutions - - 14772512
16 Nombre de nceuds - - 422188406
Temps (ms) - - 1752276

Tab.l.1. résultats de la résolution de probléme des nseine

Le tableau précédent regroupe les résultats deésalution de probléme des
n-reines définies en extension. On peut aisémeduid® que FC-MRV, qui combine
I'algorithme FC avec I'heuristigue MRV pour ordomres variables, est I'algorithme le plus
efficace car il permet de visiter un plus petit moende nceuds dans l'arbre de recherche et

permet ainsi de minimiser le temps de calcul.

Pour les CSP n-aires, nous avons pris comme exelaplemme de schur. Ce
probléme consiste a placer n balles numérotées @@ Hlans k boites de telle fagon que 3
balles numérotées respectivement i, j, k tel gaeidj ne soient jamais dans la méme boite.
En plus de la contrainte d’arité 3 mentionnée @idémment nous avons ajouté une contrainte
binaire qui interdit a chaque couple de ballesd'étre dans la méme boite si i = 2*j ; ceci
pour voir la réaction des algorithmes quand ils&r@avent en face d’'un probléeme dont I'arité
des contraintes n’est pas uniforme. Ne avons m&élédis problémes de 20, 21 et 22 balles
avec 4 boites en intension et nous avons cherehiéstdes solutions existantes. Les résultats

sont résumeés dans le tableau 1.2.
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instance Métrique nFCO nFC2 nFC3 nFC4 nFC5
Nombre de | 91982616 | 91982616 | 91982616 91982616 | 91982616
solutions
20 Nombre de | 47718232 | 47718208 | 47718225 47706818 | 47703929
noeuds

Temps (ms) 335653 340540 375106 634433 824029

Nombre de | 190188720, 19018872D 1901887P0 19018820 19018B720
solutions

21 Nombre de | 93329560 93329560 93329560 93309102 93303939
noceuds

Temps (ms) | 701182 733214 772420 1305306  31E®

Nombre de 2114937 2114937 2114937 2114937 2114937
solutions
22 Nombre de | 111883864| 111883882 111883921| 111842477| 111832468
noeuds

Temps (ms) 925623 1002816 | 1035772 | 1784216 | 2155614

Tab.l.2. Résultats de la résolution de probléme de Schur

Du tableau précédent nous pouvons remarquer que Eagorithme nFC5 qui
minimise le nombre de nceuds visités grace a stragéd plus avancé, mais la lourdeur de
filtrage dans les CSP n-aires induit un colt ercudadjui surpasse le gain obtenu par la
réduction du nombre de nceuds de I'arbre de reckerck qui explique la supériorité de

nFCO, qui se base sur un filtrage plus lIéger, endale temps de résolution.

Conclusion

Ce chapitre a servi de prélude a notre travahaurs permettant d’aborder les aspects
formels liés au concept de probléme de satisfactmontrainte (CSP) et sur les approches
utilisées pour les résoudre. Nous avons détaikdomes uns des algorithmes de résolution qui
se basent sur la recherche énumérative en metaceht sur les différences qui existent
entre les CSP binaires et les CSP n-aires. BEmfins avons présenté notre outil de résolution
gue nous avons développé dans le but de disposee glateforme multi-approches de
résolution de CSP et nous permettant ainsi d’erprter aisément nos propres algorithmes
et les comparer avec les algorithmes de la litiéeatAvec cet outil nous avons pu confirmer
l'intérét pratique des algorithmes de résolutionsgpibase sur la recherche. Néanmoins, leurs
complexités théoriques, étant exponentielles ertalde de probleme, laissent présager
limpossibilité de leur utilisation pour des classge CSP de grande taille. A cet effet nous
allons explorer, dans les chapitres suivants, wiiee @approche de résolution de CSP qui se
base sur les propriétés structurelles des CSPrietetant de réduire la complexité théorique

de leur résolution.
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Les méthodes de décomposition

structurelle

La résolution des CSP se base généralement sueclasiques de recherche de type
Backtrack. Le Backtrack combiné a des techniquesredeur arriere intelligent et des
techniques de filtrage en plus de ['utilisation ellinistiques sur I'ordre des variables induit
généralement de bonnes performances en pratiqumeamus I'avons vu dans le chapitre
précédent. Néanmoins, la complexité théorique teeligoet spatiale de ce type de méthodes
reste exponentielle en la taille du probleéme. leg¢surs arriere chronologique et intelligent, de
méme que les techniques de propagation par camsgstaduisent pour certaines classes de

CSP, un co(t trés important en temps CPU et ercespamoire.

Au niveau théorique, des travaux ont porté suetherche d’algorithmes capable de
résoudre certaines classes de CSP en un tempsopodin Ces classes de CSP sont dites
« tractables » ou traitables. Une de ces clasteselle des CSP acycliques, dont la structure

peut étre représentée sous forme arborescente.

Plusieurs méthodes exploitant cette caractéristigfurecherchant des moyens pour
transformer n'importe quel CSP en un CSP acycligoe été introduites. Ces derniéres

portent le nom de méthodes de décomposition siteitz.
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1. Tractabilité

La résolution de CSP en général est un problemeCdiRplet et il n'existe aucun
algorithme général qui permet de résoudre n'impgdel CSP en un temps polynomial.
Ainsi, beaucoup d’efforts ont été faits, notammeans les communautés de I'Intelligence
Artificielle et des bases de données, pour idemtifles classes de CSP pour lesquels des

algorithmes polynomiaux spécifiques peuvent lete @ssociés.

Définition 1.1 : Une classe de CSPs est dite tractable si il existalgorithme polynomial

pour les résoudre.

1.1. Tractabilité due a la structure

Celle-ci inclue toutes les classes de CSP trazdamlentifiés uniguement par la
structure de leur ensemble de contraintes C indigmement de leur ensemble de relations R.

1.2. Tractabilité due aux relations

Celle-ci inclue toutes les classes de CSP traztabentifiées par certaines propriétés
particulieres de leurs relations.
Dans le reste de chapitre nous allons nous in&rassiguement a la tractabilité

structurelle.

1.3. Structures d’'un CSP

A partir des variables d'un CSP et des contrairgas le composent, plusieurs

structures graphiques peuvent étre définies.

Définition 1.2 : L’hypergraphe d'un CSP P = <X, D, C, R> est I'hggraphe H = (X, C),

celui-ci est appelé graphe si toute les contralates C sont binaires.

Définition 1.3 : Le graphe primal d’un hypergraphe H = (V, E) esglaphe G = (V, E’) tel
que (v1, v2)1 E’ si il existe une hyper-arételhE tel que {v1, v2}1 h.

Définition 1.4 : Le graphe dual d’'un hypergraphe H = (V, E) estrapbe G = (E, E’) tel que
chaque sommet de G représente une hyper-aréteetl@ihe aréte (E1, EZ) E’ si E1 et E2
partagent des variables (B1E2# ().
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Fig.ll.1. (a) hypergraphe (b) graphe primal (c) graphe dual

2. Méthodes de décomposition structurelle

L'identification de classes de CSP dont la strrectparticuliere permet une résolution
polynomiale, a été a l'origine des méthodes de mgosition structurelle. Celles-ci ont pour
but de transformer un CSP quelconque en un CSRaltacéquivalent : un CSP ayant les
mémes solutions que les CSP de départ.

Les méthodes de décomposition consistent a regrdep sommets et les arétes de
I'hypergraphe d'un CSP en clusters de variablesl'atétes et d’organiser les clusters entre
eux pour former un CSP dont la structure est urearb

De plus, chaque méthode de décomposition propasenasure de la cyclicité de CSP
appelée largeur de la décomposition. Cette mesarantit que la résolution n’est plus
exponentielle en la taille d’'un probleme mais enction de cette largeur. C’est pour cette
raison que il est crucial de minimiser la largeeia décomposition.

Dans ce qui suit, nous allons explorer quelque wessméthodes de décomposition

les plus intéressante de la littérature.

2.1. Méthode Cycle cutset

La méthode cycle cutsgfi8] ou méthode coupeycle développée pour les CSP
binaires, se base sur le principe que linstarmmati’une variable revient a la supprimer du
réseau de contrainte associé a un CSP. Ceci pelonet de changer la connectivité du
graphe.

On appelle ensemble coupe cycle (cycle Cutset) nsereble de variables dont

l'instanciation permet la création d'un graphe dicye. De cette maniére, I'identification de
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I'ensemble coupe cycle permet donc I'applicationl’digorithme de résolution d’arbre au

reste de probleme pour trouver la solution en oypgepolynomial.

Fig.ll.2. graphe d’'un CSP avant et aprés I'instanciatioX%le

L’algorithme général de résolution avec cette mé¢haonsiste a utiliser une
technique de résolution de type backtrack et deertés chaque instanciation de variable la
cyclicité du graphe résultant jusqu’a ce que cel@eit reconnu comme étant acyclique. Dans
ce cas, I'ensemble des variables instanciées foemsemble coupe cycle. Un algorithme de
résolution d’arbre est utilisé pour résoudre lebfFme restant. Si une solution est trouvée
alors l'algorithme s’arréte sinon il effectue urck@mack sur les variables de I'ensemble coupe

cycle. Un résumer de cet algorithme est illusteersdla figure 11.3.

La mesure de cyclicité de la méthode coupe cydlemselée Cutset width et elle est
égale a la taille (nombre de sommets) de I'enseroblge cycle le plus petit. La méthode
Cycle Cutset permet donc de résoudre un problenmt KeEnsemble coupe cycle a été
identifi¢ en un temps polynomial car la complexigénporelle de la procédure backtrack
utilisée n'est pas exponentielle en la taille duPC®ais exponentielle en la taille de
'ensemble coupe cycle alors que la complexité 'digdrithme de résolution d’arbre est

polynomial.

Identification de I'ensemble cutset

L

Résoudre avec un algorithme classique jusqu aedéegwariable instanciées = I'ensemble cutse

A 4

Résoudre le reste avec un algorithme de résoldtarbre

l

Solution trouvée ?

Non Oui

Fig.1l.3. Algorithme général de résolution avec la méthauepe cycle
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2.2. Méthode Biconnected-component

La méthode biconnected componglf] est une méthode qui se base sur la notion de

composante biconnexe pour la décomposition deshigites.

Définition 2.1 : Un séparateur est un sommet dont la suppresséuit ilaugmentation du

nombre des composantes connexes.

Définition 2.2 : Un graphe est dit biconnexe si il existe deux dheraommets disjoints (qui
ne passe pas par les méme sommets) qui relienteltagple de variables (u, v) tel qug u

(c’est-a-dire qu’il ne contient pas de séparateurs)

Définition 2.3 : Une composante biconnexe est un sous graphe lgikerminimal c'est-a-

dire qui ne contient pas un autre sous graphe b&an

Ainsi, Une bicomponent decomposition de H = (G, &St un coupleT, y) tel queT
est un arbre ety une fonction qui associe a chague sommet de Thsengble S de sommets
de G tel que S est une composante biconnexe. Deewxds p et g de T sont connectés si ils

partagent un séparateur.

Fig.ll.4. Un graphe est sa biconnected decomposition

La largeur de décomposition considérée dans ceftbade est la taille maximale des
composantes biconnexes. Cette décomposition peet igtéressante car son calcul est
linéaire. Malheureusement, seul un nombre réduiC8€s peut étre décomposé avec cette

méthode comparativement aux autres méthodes.
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2.3. Méthode Tree-Clustering

La méthode tree clustering introduite par Rinalde@d20] est 'une des méthodes de
décomposition les plus intéressantes avant I'apparile I'hypertree decomposition.

Elle se base sur le fait qu'un CSP est acycliquet seulement si son graphe primal est
a la fois chordal et confornj21].

Définition 2.4 : Le graphe primal d'un CSP est dit chordal si cleagycle de longueur
supérieur a trois posséde une corde i.e. une migteant deux nceuds non adjacents dans le

cycle.

Définition 2.5: Le graphe primal d'un CSP est dit conforme si cleagligue maximale

(composante complétement connectée maximale) pomesa une contrainte du CSP.

La tree clustering s’appuie sur l'algorithme danigulation mis au point par Tarjan et
Yannakakis dan$22] qui transforme un graphe quelconque en un grapaegtlé. Les
cligues maximales résultant de cet algorithme foomieles contraintes du CSP acyclique
équivalent. L’algorithme de triangulation consistedeux étapes :

1) Ordonner les sommets du graphe primal en utiliddneuristique Maximum
Cardinality SearcMCS)[22].
2) ajouter récursivement des arétes entre chaqulecde noeuds non adjacents qui

sont connectés par des nceuds supérieurs danlwatdbulé précédemment.

L’heuristique MCS numérote les sommets du grapimagirde 1 a n (n : nombre de
variable de CSP) de telle sorte que le prochainémara attribuer est assigné au sommet ayant

le plus de voisins déja numérotés. Cette méthsdesumeée dans la figure 11.5.

Le join tree généré lors de la troisieme étapeunsarbre dont les sommets sont les
mémes que ceux du graphe dual et son ensembieafagst un sous ensemble d’'arétes du
graphe dual. Les arétes sont choisies de tellenfagee pour chaque variable du CSP,

I'ensemble des sommets constitués de contraintasmant cette variable soit connectés
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Trianguler le graphe primal de CSP

¥

Identifier les cliques maximales

v

Former le graphe dual correspondant aux cliquesmedes
et identifier un de ses join tree

v

Résoudre les sous problemes définis par les ctuster

v

Résoudre 'arbre en considérant les clusters codenevariables singleton

Fig.1l.5. Etapes de I'algorithme tree clustering

Exemple: Soit le CSP P = (X, D, C, R) tel que X = {A, B, ), E} et
C = {{A.D}.{A,C}{C,E}{D,E}.{B,D}}.
Le graphe de contraintes de P ainsi que son grajdnegulé, le graphe dual du CSP

acycliqgue généreé et son join tree sont illustréssda figure 1.6 suivante

Fia.ll.6. Etape de décomposition d

La largeur de décomposition de la tree clusteaagégale au nombre maximal de

variables des cliques maximales.

2.4. Méthode Hinge decomposition

La méthode Hinge decompositi¢23] est une des premieres méthodes a exploiter
directement I'hypergraphe d'un CSP en se basantesooncept des hinges, ce qui la rend
applicable aussi bien pour les CSP binaires quelpstCSP n-aires.

Définition 2.6 (Composante connectée) soit (V, E) un hypergraphe, et soit H E et

F O (E —H). F est ditonnecté par rapport a I8i pour chaque couple d’arétes e et f de F, |l
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existe une séquence d’'arétgs..ee, dans F tel que e et f =g et pouri=1an-1:
[(& n e+«1) - (OH)] #0. L'ensemble maximal de (E — H) qui soit connguaé rapport a H

est appelé un€omposante connectée de (E — H) par rapporta H

Définition 2.7 (Hinge) : soit (V, E) un hypergraphe et H E un ensemble contenant au
moins deux arétes. Soit1H.., Hy, les composantes connectées de (E — H) par rappert
alors H est appeldinge si pour i = 1 a m, il existe une aréte dans H tel que
(OHi) n (OH) O h. Et dans ce cas hi est appelé séparateur,..dérthinge est dit minimal

s’il ne contient aucun hinge.

Définition 2.8 : soit (V, E) un hypergraphe ; une hinge tree esarbine T = (N, A) tel que :
1) les nceuds de T sont les hinge minimaux de (V, E)
2) chaque aréte de E est contenue dans au moins whdedu
3) deux nceuds adjacents dans l'arbre partagent exactame aréte de E. De plus, les
variables qu’ils partagent sont exactement les mesntbe cette aréte.
4) chague sommet de V partagé par deux nceuds ded’'lieg doit étre contenu dans

chaque nceud appartenant au chemin qui les relie.

Pour calculer un hinge tree d’'un hypergraphe, gorghme a été proposé , fondé sur

les concepts des hinge et des composantes commgaplus haut.

Algorithme Calcule de hinge tree

Entrée : un hypergraphe (V, E)

Sortie : un hinge tree T

1. Marquer chaque aréte de E comme non utilisé. lisitiai = 0, N = {E} et Ap = et
marquer le noeud E degldomme non minimal.

2. Si tout les nceud de Ni sont marquer comme étanimalralors T = (N Aj) et Fin.
Sinon, choisir un noeud non minimal F de N

3. Si toute els arétes de F sont marquer comme étdise alors marquer F comme
minimal et aller a 2. Sinon choisir une aréte & a la marquer comme utilisé.

4. Soitl' = {G O {e}| G est une composante connectée de (F - elgpgort a e} ; et soit
y n'import quelle fonction de F vefstel que quelle que soitd F, fOy (f). SiJ| =1
aller a 3.

5. Initialiser :

Niia =(N-{F}) OT
A= (A-{{F, FL O/ {F, FLH OAD) O{{y®, F}LH/ ({F FLH OA}
O{{ v, y(e)}, e) / fOF,¥(f) # v(e)}
Et marquer tous les nouveaux nceuds ajoutés;,@dnme non minimal.
6. Incrémenter i et aller a 2.
Fin
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Ainsi, pour chaque hinge (nceud de T), la jointues crétes qui le composent

représentera une contrainte de CSP acyclique dgotva

Exemple : soit le CSP P dont I'hypergraphe est représenté tafigure 1.7 suivante. Son

hinge tree est représenté dans cette méme figinata.

{el,e2}

{e2,e3,e4,et

/I\

{e5,e6) {e5,e7}

Fig.1.7. un hypergraphe et son hinge tree

La largeur induite par une hinge decompositionégsile a la taille (nombre d’arétes)
du plus grand noeud de I'hinge tree généré.

L’avantage principal de la hinge decomposition ledticacité de son algorithme de
calcule de hinge tree qui réalise cette tache dW|QE|?) tel que |V| et |E| représentent
respectivement le nombre de variables et le nordbreontraintes de CSP original. Cette

méthode a été souvent utilisée en combinaison diaetres méthodes.

2.5. La méthode Hinge decomposition + Tree clustery

Comme nous l'avons vu dans la section précédémteinge decomposition dispose
d’'un algorithme trés efficace pour le calcul dasgeitree. Par contre I'inconvénient de cette
méthode réside dans le faite que les hinges géaénéggénéralement trop grands et peuvent
étre décomposes a leur tour.

Cette constatation a motivé les auteurs de I'hilggomposition a combiner celle-ci
avec de nombreuses autres méthodes et notammeriaawee clusterinfR3].

Le principe de cette combinaison est d'utilisehnilage decomposition en premier pour
calculer des hinges puis dappliquer la méthodee tdustering sur chaque hinge

individuellement.
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2.6. Hypertree decomposition:

L’hypertree decompositiof24] exploite, comme I'hinge decomposition, directement
I'nypergraphe des CSP ce qu'il lui vaut d'étre igéll aussi bien pour les CSP binaires que
pour les CSP n-aires. Elle se base sur le conchppettree pour laquelle des algorithmes
capables de la résoudre en un temps polynomiatesxiklle tente d’offrir un moyen pour
pouvoir transformer un CSP ayant un hypergraphécgngue en un CSP équivalent dont la
structure est une hypertree. Ainsi, la largeur w@ée est le nombre maximal d’hyper-arétes
contenu dans un nceud de I'hypertree decomposition.

Deux versions de I'hypertree decomposition existEnsimple et la généralisée. La
premiére, grace a une définition assez dure, aipdardévelopper des algorithmes capables
d’affirmer ou d’infirmer d’'une maniere exacte I'si@nce d’'une hypertree decomposition de
largeur inférieur ou égale a un parametre donnéarsAjue la deuxieme comme son nom
l'indique généralise la premiére en offrant uneirdébn plus lache et permet donc de
construire des hypertree de largeur inférieur ke @il la premiere. Par contre, I'allégement de
la définition rend I'hypertree decomposition gétiéée calculable uniquement avec des

algorithmes heuristiques.

Vu la richesse de cette méthode, nous avons préféconsacrer un chapitre entier.

Le lecteur est donc invité a lire le chapitre Uhant pour de ample détailles.

2.7. Spread cut :

La spread cuf25] est issue d’'une tentative d'uniformisation des roéés existantes
sous un méme formalisme nommée la guarded decotimpogui est trés proche de celui de
I'hypertree decomposition. Ainsi, toutes les mé#mdiue nous avons vues précédemment
seront modélisées sous forme d'une guarded decatmopogiui doit vérifier certaines
conditions supplémentaires propres a chaque méit®d@&composition. Et c’est pour mieux

exploiter ce nouveau formalisme, qu’a été propaséédthode Spread Cut.

Définition 2.9 : Un guarded blockd’'un hypergraphe H = (V, E) est un coupbe %> tel que
la gardeA O E et leblockyx [ V.
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Définition 2.10 : Pour chaque CSP p et goarded block = <\, x> de son hypergraphe, la
relation générégar P dans b est la projection guie la jointure relationnelle des relation de

P dont la contrainte est incluse dans

Définition 2.11 : un guarded block X x> couvre une hyper-aréte h si [l x. Ainsi, un
ensemble de guarded block de H est appgakrded coverde H si chaque aréte de H est
couverte par un guarded block ; Celui-ci est appmenplete guarded covesi chaque aréte

de H été contenue dans la garde d’'un guarded bjoida couvre.

Définition 2.12 : uneguarded decompositioest une complete guarded cover. Ainsi il a été
démontrer que pour un CSP P = <X,D,C,R> tel quaskeble= est uneguarded
decompositiorde I'hypergraphe de P, le CSP P’ = <X,D,C’,R’3,dae C’ est définit par les
block des guarded block et R’ est I'ensemble diedioas généré par p dans les guraded bloc,

sont équivalent (ils ont les méme solutions).

Définition 2.13 : unjoin treed’'un ensemblé& de guarded block d’'un hypergraphe H est un
arbre T dont les nceuds sont les guarded block ti# que quelgque soit une variable v qui
apparait dans deux block différent 8e v doit apparaitre dans chaque block de chemin
unique reliant ces deux blocks dans T. Ainsi, upeemble de guarded block est atyclique

s'il possede un join tree.

Définition 2.14 : Soit H = (V, E) un hypergraphe et un ensemblélX/. une paire de
sommets X, y esK-connecteds'il existe une séquence d’hyper-arétgs.e e, tel que
x O (e —X), yO (em — X) etUi ((& n e+1) — X) # U. Une X-componenest un ensemble

maximal C de sommets tel que chaque paire de sa@radaas C est X-connected.

Définition 2.15: Soit H un hypergraphe et soit T un arbre dont te=uds N sont des guarded
blocks de H. pour chaque paire de noeuds adjanestta’ de T, on définie la’-branche de T
par rapport a n noté by (n’) 'ensemble des nceuds de T dont le cheming(ue)i vers n

inclue n’. On définie aussi les sommets dgi), noté x(bry(n’)), 'union des sommets

inclus dans les blocks des nceuds d@éirqui ne sont pas darns(n).
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Définition 2.16: Un decomposition treeT, d'un hypergraphe H est un join tree a raciee d
I'ensemble des guarded blocks de H qui satisfaittenditions suivantes:
1) Pour chaque arc (n, n’) de T, et pour chaque aréeH, si (en X (bry(n")) # O alors
e est couverte par un noeud dgro).

2) Pour chaque arc (n, n’) de T, il existe une se(tg-component ¢ ) de H tel que

X (bra(n)) = Com)

Cette derniere définition assure que pour chaquednaede I'arbre, chaque sous arbre
enraciné dans un de ces fils est yir)-component, ce qui limite donc I'ensemble des

guarded block.

Définition 2.17 : Un guarded block b d’'un hypergraphe H a une urdmmobkomponents si
chaquex(b)-component de H partage des sommets avec awpkigIA(b))-component de
H.

Definition 2.18 : SoitA un ensemble d’hyper-arétes d’'un hypergraph H =HV,On définie
le label Li(v), pour chaque sommetly (CJA) comme une paire, dont la premiere composante
est 'ensemble de$]})-components qui partage des variables avec unerangie contenant
v, et la seconde composante I'ensemble des hypesaté\ qui inclues v. Ainsi :
La(v)[1] ={C / C est unel(]A)-component[e 0 E, en Cz [, v e}
Li(V)[2]={e OA/vDOe}

Définition 2.19 : on dit qu'un guarded block b sA<x> respecte les labels si
Ov,w O (CA), (vOx et Li(w) = Ly(v)) =>wOX.
Cette définition permet aussi de réduire I'enserdds guarded block en se limitant

uniquement a ceux qui respectent cette condition.

Définition 2.20: La Spread cut decomposition d’'un hypergraphesHuee guarded cover
acycligue= qui possede un decomposition tree, et ou chagaedegd block dang a une

unbroken components qui respecte les labels.

Exemple : Soit le CSP P = <X,D,C,R> tel que X={1,2,3,4,5,8,9,10} et C={cl, c2, c3, c4,
c5, ¢6, c7, c8}ltel que :

cl={1,2} c2 ={2,3,9} c3 ={3,4,10} c4={4p

c5 ={5,6,9} c6 = {6,7,10} c7 ={7,8,9} c8 =14,8,10}
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L’hypergraphe de P ainsi que son Spread Cut dostriés dans la figure 11.8

{e3, 5}, {3,4,5,6,9,10}

{2, 6}, {3,6,7,9,10}

{e3, e7}, {3,7,8,9,10}

{2, 8}, {1,2,3,8,9,10}

Fig.ll.8. Hypergraphe de P et sa Spread Cut

La largeur induite par la Spread Cut decomposigirégale a la taille maximale des
gardes (nombre d’arétes). Cette nouvelle méthaee, due elle est équivalent en termes de
généralisation a I'hypertree decomposition et kjeelle offre pour certaines classes tres
particulieres de CSP des largeurs de décompoditieifieurs, n'a pas encore montré son
efficacité pratique ce qui est due notamment a anque d’algorithmes capable de la calculer

efficacement.

3. Comparaison

Une comparaison des différentes méthodes de dé@sitimp structurelle a été réalisée
par Gottlob et al dan$26], une comparaison qu’ils ont mise a jour pour prendn
considération de nouvelles méthodes tel que laaBret.

Pour les besoins de la comparaison, des métramputeste introduites

Définition 3.1 : pour n'import quel entier k > 0, la classe desdrgpaphe k-tractable par
rapport a une méthode de décomposition D noté (&st 'ensemble des hypergraphes

dont la largeur obtenue apres leur décompositiec &vmeéthode D est inférieur ou égale a k.

Définition 3.2 : une méthode de décomposition D2 généralise urre audthode D1 noté
D1<D2,sil1d=0 tel quell k> 1, C(D1, k) C(D2, k +d). C'est-a-dire que chaque classe
d’hypergraphe tractable en utilisant D1 reste #ialet en utilisant D2.
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Définition 3.3: une méthode de décomposition D1 bat une autre auéttD2 noté
D1 » D2, sildk = 1 tel qued m = 0, C(D1, k)OO C(D2, m). C'est-a-dire qu’il existe une

classe d’hypergraphe tractable en utilisant D1 mpasstractable en utilisant D2.

Définition 3.4 : une méthode de décomposition D2 généralise foriemmee autre méthode
D1 noté D1 << D2, si D¥ D2 et que D2 D1.

La figure suivante montre les résultats de cetteparyaison ainsi une fleche relie une

méthode D1 avec une autre méthode D2 si D1 <<D2.

Hypertree decomposition généralisé

A A

Hypertree decomposition Spread Cut

A

Hinge + tree clustering

—

/ \

Hinge décomposition Tree Clustering

T / A

Biconnected Componenet; Cycle Cutset

Fig.Il.9. Comparaison entre les méthodes de décomposition

Conclusion:

Ces deux derniéres décennies ont vues l'apparitienplusieurs méthodes de
décomposition structurelle afin de pouvoir transfer n’import quel CSP en un CSP
acyclique équivalent.

Unes de ces méthodes les plus intéressantes emtelix versions de I'hypertree
decomposition : la simple et la généralisée. Casx ddernieres méthodes sont les plus
utilisées méme si elle sont concurrencé par dekaodés équivalent tel que &pread Cutket
méme plus générale tel queHReaactional decompositianLa large utilisation de I'hypertree

decomposition dans ces deux versions au détrinemnadires méthodes est due en partie a sa
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définition a la fois simple et générale qui pernocethme nous allons le voire dans le chapitre

suivant, la mise en ceuvre de nombreux algorithroas la calculer.
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Hypertree decomposition

Ces deux derniéres décennies ontappérition d’'un bon nombre de méthodes de
décomposition dont le but est de transformer parte quel CSP en un CSP acyclique et de
borner ainsi la complexité théorique de leur résmtu Dans le chapitre précédent, nous avons
vu quelgque unes des méthodes de décompositiouesnpéressantes de la littérature et nous

avons vu que certaines d’entre elles sont plus rgéa® que d’autres relativement a des
mesures de cyclicité plus optimales.

L’hypertree decomposition et sa variante I'hypsgtdecomposition généralisée sont
les plus générales. Malgré I'apparition de méthgaes récentes telles que la Spread Cut et la
Fractional decomposition, I'Hypertree decompositionnserve ses avantages grace a
I'existence de nombreux algorithmes exacts et ggues qui la calculent.
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1. L’hypertree :

Un sous graphe d’arad’un graphe G = (V, E) est un graphe G’ = (V’, Bli a le
méme ensemble de sommets que G (V' = V) et domsémble des arétes est un sous
ensemble de G (E7 E).

Un sous graphe d’arcs de graphe dual d’'un hypphgr respecte la propriété de
connexionsi pour tout couple de nceuds (contraintes) quigarune variable, il existe un
chemin qui les relie la contenant. Si de plus cessgraphe est un arbre alors celui-ci est
appelé urnoin-tree.

Un hypergraphe dont le graphe dual possede urtrieiest appeldypertree [34].

2. L’hypertree decomposition

L’hypertree decomposition est la premiere méthdel@lécomposition qui se base sur
le concept d’hypertree. Celle-ci, contrairement enéthodes proposées avant elle, manipule
directement I'hypergraphe de CSP sans passer gaapde primal ou le graphe dual ce qui
explique qu'aujourd’hui, I'hypertree decompositia@st considérée comme une avancée

majeure dans le domaine de la décomposition steldes CSP.

Définition 1.1 : Une tree décompositio[B4] d'un hypergraphe H = (V(H),E(H)) est un
couple
<T, x> tel que T = (V(T), E(T)) est un arbreetest une fonction d’étiquetage qui associe a
chaque nceud t de T un ensemble de varigh®s] V(H) et qui respecte les conditions
suivante :

1) OhOE(H), il existe 1 T tel que K1 x(t)

2) Ox O V(H), 'ensemble {t00 T/ x O x(t)} induit un sous arbre (connecté) de T

Définition 1.2: Une hypertree decomposition généralisE] d'un hypergraphe
H = (V(H),E(H)) est un triplet <Tx, A> tel que T = (V(T), E(T)) est un arbre,)eetA sont
des fonctions d’'étiquetage définies comme suit :

X : V(T) - 2Y™ qui associe & chaque noeud t de T un ensemblerdeatsy(t) 0 V(H)

A V(T) - 22 qui associe a chaque noeud t de T un ensemblétesigt) O E(H)
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Et qui vérifient les contraintes suivantes :
1) OhOE(H), il existe 1 T tel que K1 x(t)
2) Ox O V(H), 'ensemble {t00 T/ x O x(t)} induit un sous arbre (connecté) de T
3) OtOT:x(t) O (OA()

La largeur d'une hypertree decomposition génerlest la cardinalité maximale des)

Définition 1.3 : Une hypertree decompositigd4] d’'un hypergraphe H = (V(H),E(H)) est
une hypertree decomposition généralisée HD = TA> de H qui vérifie la condition

suivante Tt O T : x(Ty) n (OA(t)) O x(t) tel que Test le sous arbre de T enraciné en t.

Une hypertree decomposition est dite completehsi] E(H), il existe tCI T tel que hld x(t)
et hOA(t).

Exemple : la figure 1ll.1 illustre un hypergraphe H compate® 19 sommets et de 15 hyper-
arétes. Son hypertree decomposition généralisgerehypertree decomposition son illustrées
par la figure I1l.2. Chaque nceud est composé dauple Q,X) ouA est un ensemble d’hyper-
arétes ety est un ensemble de variables. Dans cette figureyoit bien que I'hypertree
decomposition généralisée viole la condition spéciear la variable 13 a été enlevée du
nceud donh = {h10, h14} et qui apparait dans le sous arbra@né en celui-ci. On voit aussi
gue la condition spéciale a entrainé une augmentate la largeur (3 contre 2 sans la

condition).

Fig.lll.1. I'hypergraphe H
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{h8, h15} {1, 11, 17,19} {h10, h12, h14} {12, 13, 14, 15, 16, 17, 18,19
A A A
{h1, h2}{1, 2, 3, 4, 5, 6} {h9, h15} {11,12,17,18, 19} {h9, h15} {1, 11, 12, 17, 18, 19}

L) X %
{h2,h3}{3,4,5,6, 7, 8} {h10, h14} {12,16,17,18, 19} {h2,h3}{1, 3,4,5,6, 7, 8}

4 4 A 4
{h4, h5}{5, 6,7, 8, 9} {h9, h13} {12,15,16,18, 19} {h4, h5}{5,6,7,8, 9} {h1}{1, 2, 3}
A L) A
{h6} {7, 9, 10} {h10,h12} {12,13,14,15,18, 19} {he} {7, 9, 10}

(@) (b)

Fig.lll.2. (a) I'hypertree decomposition généraligée I'hypertree decomposition de H

3. Forme normale de I'hypertree decomposition :

Afin de permettre le calcul de I'hypertree decosipon, une nouvelle définition de
celle-ci a été proposée sous le nom de I'hypedesemposition normalisée.

Soit H = (V, E) un hypergraphe et soit V'V un ensemble de sommetsagb deux
sommets de Va est dit [V']-adjacent & si il existe une aréte i V tel que {a, b}l (h — V).
Un [V’]-chemin de a a b est une séquencepaaa ..., a=b tel que chaque sommetsait
[V']-adjacent a @, pour i= 0 a t-1. Un ensemble WV est dit [V']-connected si pour chaque
couple de sommets a,[bW il existe un [V’']-chemin entre a et b. Une [\€pmponent est un
ensemble maximal non vide W (V -V’) de sommets qui soit [V’]-connected.

Une k-vertex est n'importe quel ensemble de k hgrétes au maximum.

Enfin, quel que soit un ensemble de sommet Caséies(C) ={H1 E/ (hn C)# [}

Une hypertree decomposition généralisée HD =yxT> est dite en forme normale si
pour chaque nceud r de T et pour chaque fils dateaonditions suivantes sont vérifiées :
1) Il y'a exactement uneg(r)]-component Cr tel quey(Ts) = Crl (x(r) n x(s))

2) x(s) n Cr# 0 ou Cr est layf(r)]-component qui vérifie la condition 1

3) (OMs)) n x(r) O x(s)
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Les auteurs de I'hypertree decomposition ont moxué pour chaque hypertree
decomposition de largelthw il existe une hypertree decomposition en formemade de
méme largeuhw. De plus, a partir de la définition de la formemale, il est possible de
dériver a partir des seuls ensembleses ensembleg. C’est sur ce dernier résultat en
particulier que les auteurs de I'hypertree decomtiposse sont basés pour proposer des

algorithmes exacts de calcul de I'hypertree decattipn.

4. Calcul de I'hypertree decomposition

Un des avantages de la méthode de I'hypertreengsasition par rapport aux autres
méthodes de décomposition structurelle est I'emtsged’'un nombre assez conséquent de
meéthodes permettant de la calculer. Ces méthodesepeétre classées en deux catégories :

les méthodes exactes et les méthodes heuristiques.

4.1. Méthodes exactes :

La premiere caractéristique que doit vérifier uméthode de décomposition est de
pouvoir, pour chaque parametre k fixé, détermiiidtence ou non d’une décomposition de
largeur inférieure ou égale a k. A cet effet, puss méthodes ont été proposées pour le
calcul de I'hypertree decomposition de largeurrieigre ou égale a un parametre k donné si
elle existe ou d’affirmer I'inexistence d’'une tetliécomposition. Celles-ci sont basées sur la

définition de la forme normale de I'hypertree depaosition.

4.1.1. L’algorithme k-decomp

C’est le premier algorithme de calcul de I'’hypeetdecompositiof24], proposé dans
le but de démontrer gu’il été possible d’affirmerup n’importe quelle constante k donnée,
s'il existe une hypertree decomposition de largelirou non. Il se base sur la définition de la

forme normale pour pouvoir choisir les nouveauxuasede I'hypertree un a un.

Algorithme k-decomp
Entrée un Hypergraphe H = (V, E)
Sortie acceptési H a une hypertree decomposition de largekirrejeté sinon
Début
Sik-decomposable(M,]) = acceptéalors accepté

-41 - Ait Amokhtar AbdelMalek



Chapitre 111 Hypertree decomposition

Sinonrejeté
Fsi
Fin
Procédure k-decomposable(ensemble de sommets Crsemble d’hyper-arétes R)
Début
Choisir aléatoirement une k-vertexC'SE
Si (0P O arétes(Cr) (B OR) O OS) et @S n Cr#0) alors
SoitCE = {C Cr / C est unelJS]-component}
Pour chaqueC [0 CE si k-decomposable(C, S)Rejetéalors retourner Rejeté
Fait
Retourner Accepté
Sinon Retourner Rejeté
Fsi
Fin

L’algorithme k-decomp tente de trouver une k-verigegui décompose récursivement
le probléme. S doit vérifier une condition, diteamnectivité:
(OP O arétes(Cr) (B OR) O OIS).

De plus, pour que le probleme a décomposer setradchhaque itération une autre

condition dite denonotonicitédoit étre vérifiée :[(S n Cr#0).

L’inconvénient majeur de cet algorithme est son déterminisme. Son intérét est
purement théorique. D’autres algorithmes détern@niont été proposés en reprenant le
principe de k-decomp.

4.1.2. L’algorithme Opt-k-decomp

L’algorithme opt-k-decom|27] est le premier algorithme déterministe apparu d&ns
littérature. Il a pu pallier au non déterminismel’dégorithme k-decomp en traitant toutes les
combinaisons possibles de k-vertex. Outre son tmadéterministe, il permet aussi, dans le
cas ou une hypertree decomposition de largeuriénfiér a k existe, de trouver celle dont la

largeur est optimale.

Algorithme opt-k-decomp
Entrée: un hypergraphe H = (V, H)
Sortie: une hypertree decomposition HD de H de largetimape si elle existe
Début
CG = (Ne U Na, A, poids): graph valué dirigé
HD = (T, x, A): hypertree de H;
compute-CG();
weight-CG();
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Si poids((racine, V) =0 Alors Retourner Echecy/ pas de décomposition de largeuk
Sinon /I la décomposition existe, calculer I'hypertree
Créer racine’ dans T,
X (racine’) =00; A( racine’) =[;
Compute-hypertree((racine, V), racine”)
Retourner HD;
Fin

Procedure Compute-CG
Ne= {(root, V)} O {(R, C) / R est une k-vertex et C une [R]-computhe
No=0; A=0;
Pour chaque (R, @) Ne Faire
Soit rc = (Jh g aretes (cyvar(h)) n var(R);

Pour chaque k-vertx &aire
Sivariables(Sh C# [0 et rcO var(S)Alors
Na= Na U{(S,C)};
Ajouter un arc de (S, C) vers (R, C) dans A;
Pour chaque (S, CI) Ne tel que C'0 C Faire
Ajouter un arc de (S, C’) vers (S, C) dans A;
Fait
Fsi
Fait
Fait
Fin

Procedure Weight-CG

Poids ((R, C)) =0, pour chaque (R,CNe qui n'a pas d’arc entrant dans CG;
Poids ((S, C)) = |S|, pour chaque ($J8¢ qui n’a pas d’arc entrant dans CG;
Pour chaque pINU N, soit |p| le nombre d’arcs entrant vers p d'undhazns poids
Fait
Tant que il y’'a des noeuds sans poids dans Ne U-iae

Soit p = (S, C) un noeud sans poids tel que |p| =0

Si pONe Alors

Poids(p) = min({Poids (q) | (a.RA});

Poids(p) = max({|S| }U { Poids (q)| (a/pA});

Sinon

Fsi
Fait
Fin

Procédure Compute-hypertree (p : un noeud de GC, r : un ndeudD)
Choisir un prédécésseur (S, C) de p de poids minimum @&ns
Créer un noeud s fils de r dans T
A(s) = Six(s) = var(S)n (C O x(n)
Pour chaque prédécésseur g de (Sfate Compute-hypertree (q, S);
Fin

L’algorithme opt-k-decomp se compose de quatre quores essentielles. Le
programme principal vérifie I'existence d’une dégusition de largeur inférieure ou égale a

k en appelant les procédummampute-CGet weight-CGet dans le cas ou cette décomposition
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existe, il fait appel a la méthodegompute-hypertre@our calculer I'hypertree optimalea
procédureCompute-CGcrée deux ensemblBle et Na, le premier représente les sous
problémes qui peuvent se présenter lors de la dgmsition. Chacun d’eux peut étre relié a
un ou plusieurs séparateurs possible ddascapables de le décomposer. La procédure
weight-CG quant a elle, affecte des poids a chaque élédeee qui représentent la largeur
maximale des nceuds de I'hypertree jusqu'a son mivkda fin, si le poids de la racine est
€gal a » alors aucune décomposition de largeur inférieurégale & n’existe. Dans le cas
ou le poids de la racine est un entier, celui-grésente la largeur optimale de la
décomposition et la procéduf@ompute-hypertre@st appelée pour calculer les nceuds de

I'hypertree decomposition.

4.1.3. L’algorithme Red-k-decomp

Le principal reproche qu’on peut faire a I'algbrite opt-k-decompest la prise en
considération de tous les k-vertex alors que aegtad’entre elles n’apparaitront jamais dans
une décomposition de largeur optimale. Evidemmemt {traitement de ces
k-vertex inutiles va induire un surcodt en terneetdmps CPU et en terme d’occupation
mémoire.

C’est a partir de ce constat que la méthoelk-decomg28] a été introduite et
propose un ensemble de lemmes caractérisant lguaihe k-vertex soit présente dans une
décomposition de largeur optimale. Ces lemmesmsgnbupés pour définir la forme normale
réduite.

Définition 4.1 : Une hypertree decomposition <{,,A> d’'un hypergraphe H = (V, E) est en
forme normale réduite (RNF) si elle est en forrnamale et si pour chaque nceud p de T :
1) Les contraintes dans(p) ne couvrent pas completement les contraintesyaud
parentde p :
Op O T var@(parent(p)))d varA(p))
2) Chaque contrainte ¢ d€p) contient une variable qui n’est couverte pausae autre
contrainte de\(p) et qui est adjacente a une autre variable pamerte par c :
Oc O A(p), v O var(c) : @c’ OA(p)-{c}v Ovar(c))et(v OV, [hOE:
v' O var(c) et {v, v’} O var(h))

3) Siiln'y a gu'une seule [vak(p))]-component alors p est un nceud feuille.
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La définition de la RNF limite I'ensemble des k4@ qui peuvent participer a la
décomposition ainsi que la place qu’ils vont tedans I'Hypertree. L'idée de base est que
seuls les nceuds qui décomposent le CSP en plusieusscomposantes peuvent apparaitre
dans le corps de I'Hypertree. Si ce n’est pas $eatars ce nceud peut apparaitre uniquement

comme neceud feuille.

4.1.4. L’algorithme Det-k-decomp

L’algorithme det-k-decomd29] est une autre approche qui tente de palier au non
déterminisme d&-decompqui consiste a remplacer la phase de choix aléatisk-decomp
par une recherche basée sur I'algorithme backtielplus, I'algorithmeédet-k-decommarde
un historique de ses manipulations afin d’optimigetemps de décomposition en évitant le

traitement des situations qui ont déja été traitées

Algorithme Det-k-decomp
Entrée : Un hypergraphe H = (V, E)
Sortie : une hypertree decomposition HTree

Début
FailSeps= [
SuccSeps U
HTree = DecompCov(&)) ;
SiHTree# NULL Alors Expand(HTree)
Fin
Procédure DecompCovédretesconn)
Début
Si |arétest k alors
HTree = getHTNode(aretes, aretes[1)
Retourner HD
Fsi
BoundEdges = {&] E | en Conn# O},
Pour chaque CovSep cover (Conn, BoundEdgeBaire
HTree = decompAdd(aretes, Conn, CovSep);
Si HTree# NULL Alors Retourner HTree;
Fait
Retourner NULL
Fin
Procédure DecompAdd(@retes Conn, CovSep
Début

INnCovSep = CovSef aretes;
Si InCovSep# O Ou k — |CovSep| > Blors
SiInCovSep =1 Alors AddSize = 1Sinon AddSize = (Fsi;
Pour chaque AddSep! aretedel que |[AddSep| = AddSizEaire
Separator = CovSep AddSep;
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Components = separate(aretes, Separator );
Si 0 Compl Components.(Separator, CompJailSepsAlors
Subtrees = decompSub(Components, Separator );
Si Subtreest [0 Alors
Chi = Connd [J(InCovSepd AddSep)];
HTree = getHTNode(Separator ,Chi , Subtrees );
Retourner HTree;

Fsi
Fsi
Fait
Fsi
Retourner NULL,;
Fin
Algorithme DecompSubComponentsSeparatoj
Début
Subtrees £7;
Pour chagueCompl Component§aire
ChildConn = 1IComp)N (OSeparator) ;
Si (Separator, Comp) SuccSep#lors
HTree = getHTNode(Comp, ChildConn);
Sinon
HTree = decompCov(Comp, ChildConn);
SiHTree = NULLAlors
FailSeps = FailSeds {(Separator, Comp)};
Retourner L,
Sinon
SuccSeps = SuccSeps{(Separator, Comp)};
Fsi
Fsi
Subtrees = Subtreés{HTree};
Fait
Retourner Subtrees;
Fin

L'algorithme det-k-decompse compose essentiellement de quatre procéduees. L
procédure principale lance la décomposition en lappda procéduréecompCovDans le
cas ou une décomposition existe, il la compléteteGaocedure déclare les deux ensembles
SuccSepset FailSeps qui contiendront des couples de séparateurs (exjeret leur
composante. Le premier ensemble définit les ceugtet la décomposition est valide et le
deuxieme ceux qui ne le sont pas afin de mémadisercoté un historique des échecs et d'un
autre coté pouvoir réduire la taille de la rechereh omettant de traiter les cas valides qui se
répétent et les compléter a la fin de l'algorithpae simple copiage a l'aide de la méthode
Expand La procédureDecompCovapplique la condition de connectivité, définie dans

l'algorithme k-decomp a l'aide de la procédur€over Puis celle-ci appelle la procédure
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DecompAddqui, elle, vérifie la condition de monotonicitéevdans I'algorithmek-decomp
puis calcule les sous problemes issus de I'apmicatu séparateur choisi et ceci a I'aide de la
fonction Separate Enfin, la procédureDecompSubest appelée pour Vérifier si les sous
problemes ont déja été traités. Si c’est le cas ees sous problemes ont débouché sur un
succes alors ceux ci seront marqués pour étre ébvésph la fin de I'algorithme avec la
fonction Expand Dans le cas contraire, un retour arriere estceféedirectement alors que
dans le cas ou un sous probléme n’a pas été praéiteédemment la procédubecompCo\est
rappelé récursivement pour le décomposer.

Cet algorithme est réesumé par la figure 1.3 sotea

Det-k-decomp
Programme principal

v

Expand
Compléte les branches coupées de I'hypert]

DecompCov

Cover

Applique la condition de connectivité
v
DecompAdd Separat
Appligue la condition de Monotonicité Calcule les sous probleme générer

v

DecompSub
Traiter directement les sus probléemes géné
ou appeler DecompCov pour de faire

Calcule un ensemble de séparateurs évenq ;

Fig.lll.3. Résumer de I'algorithme Det-k-decomp

4.2. Méthodes heuristiques

Les méthodes exactes sont trés intéressantes llear permettent de calculer,
directement ou indirectement des décompositionsladgeur optimale. Cependant, elles
exigent un colt important en termes de temps CPllaate mémoire. Ce qui les rend
rapidement obsolétes dés qu'il s’agit de décompdsgiproblemes de grande taille.

Pour remédier a ce probleme de nouvelles méthatedté proposées afin de pouvoir
calculer des hypertree decomposition en un tempsomaable. Comme ces méthodes
n’offrent aucune garantie sur la largeur de la dgmasition, celles-ci sont appelées méthodes
heuristiques.

De plus, comme celle-ci ne se basent pas surineipe de k-decomp, elles ne se
soucient en général pas de la 4éme condition gpditree decomposition et sont donc un

moyen pour calculer 'Hypertree decomposition gahgte.

- 47 - Ait Amokhtar AbdelMalek



Chapitre 111 Hypertree decomposition

4.2.1. L’algorithme Bucket Elimination (BE)

La méthodéucket Elimination30] est la méthode la plus utilisée pour le calcul de
I'hypertree decomposition généralisée. C’est ungptation d’une méthode utilisée pour le
calcul de la tree decomposition a laquelle on gouté une procédure de couverture des
sommets pour permettre la déduction des ensemlagsartir des ensemblgs

BE utilise un ordred sur les variables de CSP. Plusieurs ordres suwdeables
existent. On peut citer les ordres MCS (polinimum Carinality Search MIW (pour
Minimum Induced Widthgt Min Fill (pourMinimum Fill).

La deuxiéme phase consiste a créer un sceau (hycke chaque variable et ensuite
de placer les variables de chaque contrainte dassdau (ensembjg de sa variable la plus
haute dansl. A partir de 1a, les sceaux sont traités danslted. Ainsi apres avoir traité le
sceau B de la variables;yon calcule A %(Bvi) — { vi }. A est alors mis dans le sceay Be
sa variable la plus haute De plus, BBy sont reliés par une aréte. A la fin, on obtierg un
tree decomposition ou les sceaux et les aréteséaiforment un arbre et les variables
contenues dans chaque sceaux représentent leskdesem

Enfin, pour transformer la tree décomposition epérniree decomposition généralisée
il suffit juste de calculer les ensemblepour respecter la conditidrt O T : x(t) O (OA(t)) et
en tentant de minimiser la largeur par exemple féectant une fonction colt a chaque

contrainte et de couvrir les ensemb{esvec des contraintes de codt minimum.

Algorithme Bucket Elimination
Entrée : Un hypergraphe H = (V, E) et un ordre d = (vlyn) des variables dans V
Sortie : Une hypertree decomposition généralisée GHD =<N, ET),x, A>
Début
Pour chaque variable vil V, lui affecter un sceau Bvy, (Bvi) =0 ; N = N {Bvi}
Pour chaque aréte h E faire
Soitv la variable de h la plus haute dans d
X (Bvi)=x (Bvi) O h
Fait
Pouri=n a2 faire
SoitA=x (Bvi)—{ vV}
Soit v; la plus haute variable de A dans d
X (Bvj) =x (Bvj) O A
ET = ETO (Bvi, Bvj)
Fait
Pour chaque Bvil N : A(Bvi) = couvrir(x(Bvi))
Fin
Couvrir (C : ensemble de variable) vétourne un ensemble minimale d'arétes de E qui
contient toutes les variables de C.
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4.2.2. L’algorithme Dual Bucket Elimination (DBE):

L’algorithme Dual Bucket Eliminatiorj30] est tres similaire a I'algorithme BE, mais
au lieu de travailler avec les variables pour comst d’abord 'ensemblg, la DBE se base
sur les contraintes. La BE de par son mode de itometment tente de minimiser la
cardinalité des ensembleg mais la largeur de décomposition dépend de lie tdies
ensembled. C’est & partir de ce constat que la méthode DBte proposée en appliquant les
méme étapes que ceux de la BE mais en utilisagtdphe dual de CSP au lieu de son
hypergraphe. Ainsi, les contenus des sceaux repe¥sat les ensemblés et on finira par

calculer les ensemblgs

4.2.3. Les Algorithmes génétiques :

Le probléme de I'algorithme BE est le faite q@dit sensible a I'ordre des variables.
Ce dernier étant aléatoire, I'algorithme BE doiteéttilisé plusieurs fois pour trouver une
décomposition de bonne largeur. Pour palier a obl@me, les algorithmes génétiqyas]
ont été utilisés pour tenter de trouver le meillewire des variables qui va générer une
largeur minimale.

Les algorithmes génétiques font partie des métaidieues utilisées pour résoudre
des problemes d’optimisations en imitant le prieaile I'évolution chez les espéces vivantes.
Nous commencons par rappeler un ensemble de dsnadjszés dans cette technique :

* Population: ensemble de solutions candidates

* Individu : une solution candidate

» Chromosome ensemble de parametres déterminant les propdéiée solution

* Géne: un parametre

* Mutation :un changement de valeur d’'un ou de plusieurs gémeindividu.

e Croisement remplacement de la valeur d’'un ou de plusie@rsegd’un individu par

celle d’'un autre individu.

Pour commencer, l'algorithme génétique crée uneuladipn qui contient des
individus créés aléatoirement ou d’une maniereibégue. Puis chaque individu sera évalué
et se verra affecter une valeur (fonction fitneds). population va évoluer en un certain

nombre de générations jusqu'a ce que un critenegét’aoit satisfait. A chaque étape, un
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ensemble d’individus est sélectionné puis cewont sroisés entre eux puis mutés pour créer

la génération suivante.

Cette méthode, tente de trouver un ordre optimal @ donner une largeur de
décomposition minimum) des variables pour I'aldorie BE. Ainsi, I'algorithme génétique
va générer une population correspondant a un noddénei d'ordres de variables possibles.
La fonction colt de chaque ordre sera la largenége par I'algorithme BE. Puis, a chaque
étape un ensemble d’'individus seront sélectionhé&sit@ront une mutation et un croisement
pour générer la population suivante. Une fois le bodre trouvé, celui-ci sera utilisé par
I'algorithme pour calculer une hypertree decompasigénéralisée comme nous l'avons vu

plus haut.

Conclusion

L’hypertree decomposition reste une des meéthodesdé&mmposition les plus
intéressantes car les largeurs induites reste@itiénires a presque toutes les autres méthodes
de la littérature.

De plus, un grand nombre d’algorithmes exactsévétproposés pour le calcule des
hypertree decomposition de largeur optimale. Mai®rme nous avons pu le voire dans leur
description, les algorithmes exacts induisent gdagrent un colt en temps CPU et en
consommation mémoire trés important ce qui les rendlisables pour décomposer des
problemes de grande taille. C’est pourquoi la nrajepartie des recherches actuelles est
orientée vers la proposition d’algorithmes heugistis qui offrent un compris entre la largeur
de décomposition et le temps de calcul. Ceux cvget) par la suite, étre utilisés directement
ou exploités pour définir rapidement une premidgnmb de la largeur et utiliser cette derniére

comme parameétre pour une méthode exacte.

Les méthodes heuristiques qui ont été proposéssiu’i aujourd’hui sont
généralement basées sur la tree decompositiont @'esison pour laquelle nous avons
orienté notre travail vers la recherche d’'une nbdaveeuristique pour le calcul de I'’hypertree

decomposition.
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Construct & Reduce : Une nouvelle heuristique
pour le calcul de I'hypertree decomposition

Le calcul d'une hypertree decomposition de taifjiroale se fait de deux manieres :

e soit en utilisant un algorithme qui a partir d'uargmeétre k, calcule toutes les
décompositions possibles de largeur inférieuregalieéa k et sélectionne celle dont la
largeur et la plus petite. On peut citer pour ces ckes algorithmes
Opt-k-decomp[27] et Red-k-decomp28] qui calculent tous les deux une hypertree
decomposition optimale.

e soit en utilisant un algorithme qui a partir du neérparameétre k, calcule une
décomposition de largeut k. On peut citer ici les algorithmes k-decoij@d] et
det-k-decomp[29] qui sont utilisés de facgon itérative pour calculere hypertree

decomposition de largeur optimale.

Ces méthodes dites méthodes de décompositiotesxaont trés intéressantes dans
le sens ou elles permettent d’optimiser la larggurest le paramétre crucial de I'’hypertree
decomposition. Cependant ces méthodes ont un omditimportant en terme de temps de
calcul et d'espace mémoire et de ce fait ellesedegnt rapidement obsolétes des qu'il s’agit

de décomposer des problemes de taille importante.

Pour palier aux inconvénients des méthodes exactes heuristiques ont été
développées pour calculer une hypertree decomposit CSPs méme de grande taille en un
temps acceptable mais sans garantir la conditioptidhalité. La décomposition ainsi obtenue
peut étre, soit utilisée directement pour la résmh) soit exploitée pour calculer une
décomposition optimale en considérant la largetiernke comme paramétre d’une méthode
de décomposition exacte. Nous présentons dansapireghune nouvelle heuristique que nous

avons proposé pour le calcul de I'hypertree decaitipo.
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1. Notre heuristique: Construct & Reduce

Pour tenter d’apporter une solution au calcul deydértree decomposition de
problemes de grandes tailles, nous proposons uuoeel® heuristique, originale a notre
connaissance, qui se base sur le principe de lectiéd de la largeur apres construction d’'une
premiere hypertree decomposition, alors gu’en géndes méthodes existantes tentent plutét
de réduire la largeur pendant I'étape de constrnctA cet effet, nous avons restreint la
définition originale de I'hypertree decomposition &ii rajoutant une nouvelle condition
permettant de garantir que le résultat de la t&mluceste une hypertree decomposition. Ainsi
la condition 3 de I'hypertree decompositiproir définition 1.3, chapitre 1]l qui stipule que
x(t) O OA(t) est remplacée pag(t) = OA(t). De cette maniere, la 4ieme condition
(OAN (t) O x(Tt) O x(Tt)) sera forcement vérifiee si la 3éme I'est. Ddes algorithmes que
nous allons proposer doivent juste maintenir lavetia conditions 3 et la 2eme de I'hypertree

decomposition vérifiées.

Notre méthode pour la construction de I'hypertreeamnposition initiale consiste a
extraire des hypertrees decomposition de largediegirofondeur 1 a partir du CSP initial
puis de les fusionner pour obtenir une hypertemoohposition de CSP. Les algorithmes que
nous proposons pour réaliser cette tache sont poljux. Les temps de calcul que nous

obtenons en pratique sont négligeables méme psysrdblemes de grande taille.

Pour résumer, notre démarche se décompose emtapiss:
* L’extraction des hypertrees decomposition includass le CSP initial.
» La fusion de ces hypertrees decomposition pourdoum seul hypertree.
* La réduction de la taille des nceuds de I'hypertteeomposition pour minimiser la

largeur.

Dans les paragraphes qui vont suivre, nous allétailetr chacune de ces étapes en

vérifiant leur correction, avant de finir par urtade expérimentale de notre approche.
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2. Extraction des Hypertrees

La premiere phase de notre démarche consister@rextes sous ensembles d’arétes
qui forment des hypertrees decomposition de largede profondeur 1. Chacune d’elle sera
composée uniquement de la racine et de ses filse(ale profondeur 1). L’ensemblede
chaque nceud contiendra exactement une aréte séidrley se composera des variables de
laréte appartenant &, afin de vérifier les 3éme et 4éme conditions tweplertree
decomposition. Aprés le choix des racines, lesstiiont choisis de maniére a ne pas violer la
2éme condition de I'hypertree decomposition cecs’assurant que deux fils d’'un méme pére
ne partagent jamais de variables (de I'ensemlequi ne soient pas contenues dans

'ensemblex de leur pére comme nous allons le voir plus teotidition 3 de théoreme 1).

L’étape d’extraction d’hypertree est décrite forlmelent par I'algorithmel.

Algorithmel : Extraction des hypertrees decomposition
Entrée : H = (V, E) : hypergraphe de CSP originale
Sortie : {HTi = (Ti, xi, Ai) /i =1 a k} ensemble de k hypertrees
Début
1=0;
Tant que Non vide(E)
=i+l
Racine =choisir(E)
HTi = Nouvelle_Hypertree()
N =Nouveau_NoeuddTi)
Ai(N) = Racine
xi(N) = var(Racine)
Nogoods =]
DécomposeRacine, HT)
Fait
Fin

Void décomposeAréte RacineHypertree HT)
Début
E = E — Racine
Tant que (Ce 0 E / var(e)n var(Racine} [J et var(e)n Nogoods 1) faire
Courrant =Choisir (E, Racine)
N =Nouveau_NoeuddT)
A (N) = courant
X (N) = var(Courrant)
Nogoods = Nogoods var(Courrant) - var(racine)
E = E — Courrant
Fait
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Hypertree Nouvelle_Hypertree() // crée une hypertree vide
NoeudNouveau_Noeudflypertree HT ) //crée un nouveau noud pour I'’hypertree HT

Aréte choisir EnsembleE, Aréte e)
// Retourne une aréte B'E tel que var(eh var(e’)# [ et var(e)n Nogoods =7)

Aréte choisir EnsembleE) // Retourne une aréte@'E

Remarque : la premiére fonction « choisir » sert a sélectionies fils de la racine d'une
hypertree decomposition. L’heuristique que nousqméons consiste a choisir I'aréte qui
partage le plus de variables avec la racine pouoir ales hypertrees fortement liés. La
deuxiéme fonction « choisir » sert a choisir laima d’une hypertree. La nouvelle racine
choisie sera celle qui aura le moins de variables@nmun avec les racines des hypertree
précédents. Ceci pour avoir des hypertrees plugperlants et faciliter la 2éme étape de

notre démarche comme nous le verrons ultérieurement

Exemple : l'extraction des hypertrees a partir de problemeSdbure (9 variables, 16

contraintes)

{0} {1,2,3} {4} {1,6,7}

/ A A \ 7y

{1 (1,34} {7} 2,3,5} {5} {1,7,8} {14} {3,6,9} {3} {1,5,6}

(a) (c)

{10} {2,6,8} {13} {3,5,8} {15} {4,5,9}

A

A

(e)

{9} {2,5,7}

{2} {1,4,5} {8} {2,4,6} {12} 3,47}

(d) (b)

Fig.lV.1. Les hypertrees (a) HT1 (b) HT2 (c) HT3 (d) HT4 Id)5 extraites de probleme de Schure
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3. La fusion des hypertrees

Apres avoir extrait les hypertrees {HTi}, cellessont contractées afin d'obtenir
I'hypertree decomposition HT de CSP. La fusionceshposée de deux étapes principales

suivantes qui se basent sur le théoréme 1.

1) Création de la racine : la racine est l'union desnes des hypertrees extraites par
I'étape d’extraction.

2) Rajout des autres nceuds : les autres nceuds somtésacomme nceuds fils de la
racine un a un de fagcon a respecter les conditienbhypertree decomposition.
Pour ce faire, a I'ajout d'un nouveau nceud N, ieérfil y a un ensemble de fils
{Fi} précédemment rajouté. tel qué [x(N) n x(Fi)] O x(racine)

a. si{Fi} estvide alors rajouter directement N comnfiiis de la racine
b. sinon créer un nouveau Fils F tel qu¢F) = [0 x(Fi)] O x(N) et
A(F) =0; A (Fi) O A (N), supprimer N et tout les nceuds contenus dgi}s {

Théoreme 1 :Soit un hypergraphe H=< V, E >. Un triplet HT = s X, A > tel que
T = <V(T),E(T)> est de profondeur 1 et qui véries conditions suivantes :
1)OhOE,Op0V(T) tel que var(h}d x(p)-
2) O p O V(T), X(p) = varp(p))-
3) U p O V(T) : [X(p) - x(pere(p))]n [Ox(f) / f O frere(p) ] =0;
Alors HT est une hypertree decomposition

Preuve : -La condition 1 et la méme que la premiére conditieHTD
- La condition 2 implique trivialement la condit 3 de 'HTD
- La condition 2 du théoréme 1 implique quel] V(T), X (p) = varp(p))
De plus,ddp O V(T) : (var@A(p)) n x(Tp)) O var\(p)) est trivialement vraie. Donc
Op O V(T) : (var@(p)) n X(Tp)) O x(p) . Ce qui implique que la condition 4 de 'THTD
est vérifiée.
- La condition 2 de I'HTD est aussi vérifiée ¢arseul cas invalide quand T est de
profondeur 1 consiste a avoir des noeuds feuillgtageant des sommets non couvert par la

racine ce qui est contraire a la condition 3 dertde 1.
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L’étape de fusion s’appui sur le théoréme 1 etléstite formellement par I'algorithme?2.

Algorithme2 : Fusion des hypertrees decomposition
Entrée : {HTi} = (Ti, xi, Ai/i=1aKk): ensemble d'hypertrees decompasitio
Sortie: HT = (T,X, A) hypertrees de CSP
Début
HT =Nouvelle_Hypertree()
racine =Nouveau_NoeudT)

Pouri =1 ak faire

A(racine) =A(racine)d Ai(racine(HTi))
X (racine) =x (racine) xi(racine(HTi))
Fait

Pouri =1 ak faire
Pour tout N O Ti faire
N' = Nouveau_NoeudT)
ACN") =A(N)
X (N") =X (N)
Pour tout N" O (V(T) —{N'}) alors
Six (N")n (x (N")-x (racine))# O alors
X (N) =& (N") O(x(N")
ACN)=Q(N) O (N)
Supprimer( N")
Fsi
Fsi
Fait
Fait
Fait
Fin

Exemple : La fusion des hypertrees de I'exemple précédenmealtnrésultat illustré dans la
figure suivante (Figure.2).

{0, 13, 10, 11, 4, 15}{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

A A A A A A AN

{14} {3, 6, 9} {1} {1,3,4} {6} {1, 8, 9} {3} {1, 5, 6} {5 {1,7, 8}

{2} {1’ 4’ 5} {8} {2’ 4’ 6} {9} {2’ 5’ 7} {7} {Za 3a 5} {12} {3’ 4’ 7}

Fig.lV.2. L'Hypertree obtenue de la contraction
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Remargue : Comme on peut le voir dans la figure 2, le bon xhi#s racines lors de la
premiére phase a permis de générer une hypertneetdos les nceuds feuilles sont de
largeur 1. En général, un bon choix des racinem@ede minimiser la taille des nceuds

feuille.

4. La réduction de la largeur de I'hypertree decompogion

C'est I'étape la plus colteuse en temps CPU, tte démarche. Elle s'appuie sur le
théoreme 2 qui permet de réduire la largeur desdeoen respectant les conditions de
I'hypertree decomposition. Le principe de ce théwést de retirer une aréte de I'ensemble
d’'un nceud si celle-ci permet de créer un nceud ldolatrgeur est inférieure a celle du nceud
réduit multiplié par un certain facteue(l) qui permet de descendre les nceuds de plusegrand
largeur plus en profondeur dans la décompositiog@drtit ainsi d’avantage la largeur globale.
Nous privilégions les arétes qui induisent la ¢odat’'un nceud de plus petite largeur. Ce

processus est répété plusieurs fois jusqu'a celgaeaucun nceud ne soit réduit.

Théoréme 2 Soit une hypertree decomposition, HT = <T=(V(T),B(Tx, A > d'un
hypergraphe H=(V,E) tel que :

1) Op O V(T) : X(p) = var@(p))

2) Et soit NO V(T) et hO A(N) tel que : [var(h) - vaN(N) — {h})] n x(pere(N)) =0

3) soit F Fils(N) tel que p O F, [x(p) - varQ(N) — {h}] n var(h)z O
Soit N le nouveau noeud qui sera créé a partir te et le triplet
HT =< T'=(V(T),E(T")), X', A’>tel que :

HVT)=V(T) O{N}-F

5) E(T) = E(T) O {(N,N")} DO {(N".p’)/ (p,p’) D E(T)etpllF}-

{(p,p") U E(T) et p0 F} - {(N,p) O E(T) et plJ F}

6) Op O{V(T) = {N}}: A'(p) = A(p)

NN ={h} O{0OA(p)/pL F}

8) Up O V(T') : X'(p) = var(:(p))

Alors HT' est une HTD de H

Preuve :

La condition 8 implique trivialement la conditiord® 'HTD

La condition 8 implique la condition 4 de 'HTD (wgreuve théoremel)

Les conditions 4, 6, 7 et 8 impliguent que chaquéteade H est couverte
=> condition 1 de I'HTD.

Pour la condition 2 de I'HTD : HT est une HTD dqguar définition, aucun noeud de T
ne partage un sommet avec h qui ne soit couverepagere ou un fils de N (condition 2 de
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'HTD) donc pour que I'ajout de nouveau fils N’ ¢ dans HT’, qui est créé a partir de h,
garde la condition 2 vrai il suffit que :

1. N’ ne partage pas de variable avec le pére deiMeygoit couverte par p ce qui est
impliqué par la condition 2 de théoréme

2. N’ ne partage pas de variable avec les autreddilsl ce qui est évité en fusionnant
les fils de N qui ne vérifie pas cette conditiomgEmble F) ceci est induit par les conditions
3,4,5, et7dethéoréme.

La réduction de la largeur se base sur le théorgnet est décrite formellement dans
I'algorithme suivant :

Algorithme Réduction de la largeur de I'hypertree
Entrée : HT = (T, x, A) : hypertree
Sortie: HT = (T,x,A) hypertree
largeur = 0 ; largeur_finale = m
Continuer = vrai
Début
Tant que (Continuer = vrai¥aire
Continuer = faux
ONOT faire
Pouri =0aJA (N))| * facteurfaire
min_nb = 0;
Oed A (N)) faire Si [var(e)n [x(Pere(N)) — vard (N) -e)]] =00 Alors
E’' = {FO Fils(N)/ x(F) n [var(e) —vark (N) -e)]zC}
Si2(]A (N)]) tel que N'O E’ <i alors
Continuer = vrai
Si min_nb >X(]A (N)]) / N’ O E’ alors
min_nb =X]A (N))|/N' O FE’
Fsi
N” =Nouveau_NoeuddT)
X (N")=var(e) Ux (E")
A(N")={e} OA(E)
Pere(N”) =N
ON’ OE’ Supprimer(N’)
Fsi
Fsi Fait
i=min_nb -1,
Fait
Fait
Fait
Fin

Remarque : Le théoreme 2 est une généralisation de lemmetaakist notamment celui de
P. Harvey[28] qui affirme qu’une aréte qui ne couvre aucunealde non couverte par les

autres arétes peut étre réduite.

Exemple :La réduction de la largeur de I'hypertree obtenuisdaexemple 2 est illustrée dans
la figure suivante (Figure.lV.3), la largeur a étduite de 6 a 4.
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{13,11,4}{1,2,3,5,6, 7, 8, 9}

A A A

{0} {1,2,3} {93 12,5, 7} {74 12,3,5} {3} {1, 5,6} {51 {1,7,8}

{14} {3,6,9} {10} {2, 0,8} {6} {1,8,9} {1,8,12,15} {4,5,9,3,7,2, 6, 1}

{2} {1,4,5}

Fig.IV.3. L'Hypertree obtenue apres la réduction

5. Complexité de I'approche

L’'un des atouts des méthodes heuristiques daceddal de I'hypertree decomposition
est d’étre capable de trouver un résultat en upsemcceptable méme pour des problemes de
grande taille. Notre proposition respecte cettedit@on comme le montre la proposition

suivante.

Proposition 5.1
La complexité spatiale des algorithmes est en ®&fm3J ce qui correspond a la taille

maximale de I'hypertree decomposition maintenu.

Proposition 5.2

La complexité temporelle de I'extraction est en ®@mm°n®) en prenant compte les
heuristigues que nous avons mentionné pour le alesxarétes;

La complexité de la fusion est en d(mnn?).

Et enfin, La complexité de la réduction est en &mrn?).
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6. Résultats expeérimentaux

Pour démontrer I'intérét pratique de cette démarclous avons implémenté un outil
qui compléte ainsi notre plateforme de résolutiomtimapproches. Pour cela, nous avons
étendu le modéle de CSP que nous avons utiliséliapmroche de résolution qui se base sur
la recherche en ajoutant une nouvelle méthode éaksse CSP qui va s'occuper de sa
décomposition et de nouvelles classes permettanafapulation de la structure d’arbre c'est-
a-dire la classe nceud, la classe étage dont chiasfa@ce va englober des noeuds de l'arbre
qui se trouvent a la méme profondeur, ceci permel faciliter la manipulation de I'arbre
comme nous le verrons notamment dans la résolgtiosera le sujet du prochain chapitre.

Le diagramme de classes obtenu est illustré daguee IV.4.

Nous avons implémenté et expérimenté notre appreschene série de benchmarks
cités dans la littérature. Nous avons effectuééinde comparative entre notre méthode et les
méthodes Bucket Elimination (BEBO] et Dual Bucket Elimination (DBEJ)30] qui font
partie des méthodes les plus performantes detéaalitre. Ces méthodes se basent sur des
algorithmes d’ordonnancement de variables. Noushawhoisi les algorithmeminimum
cardinality searchfMCS) etminimum induced widttMIW) pour leur large utilisation et leur

équivalence avec notre méthode en terme de teragéalition.

Les tests ont été réalisés sur une collection 88 Qui regroupe aussi bien des
problemes académiques que des problemes issus ddeméel. Nous avons extrait ces
problemes de ceux proposeés par I'équipe D8I de I'université de Vienne constituant une
base commune de tests des différentes méthodedcdendosition et de ceux proposés par
Lecoutre qui eux, ont été proposés pour servirtddieange dans le cadre d’'une compétition
de solveurs de CSP

! Third International Workshop on Constraint Propaigatand Implementation 2008tp://cpai.ucc.ie/06/
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Tuples

Entier tuple [max_tuples][arité]

|
CSF <

Entier n Contraintt
Entier m

Entier nom
Entier arité
Entier nb_tuple
Entier type

Lire_Relation(Fichier f)
Backtrack()

FC() ) "
FC-mrv() Consistant (tuple [arité])
nFC()
Décomposer()

? N<o>euc

Affectatior Vraiable

Entier nom

Entier taille <H Entier nom O Entier taille X

Entier valeur .| Entier taille A

1 : o
Prend Valeurs Consistant (tuple [arite])

L Fils de*
Domaine¢

Entier taille Etage
Entier valeur [taille]

Entier Numero

.

Se décompose Hypertre
Entier Largeur

Fig.lV.4. Diagramme de classe complet

Nous avons aussi exploité I'outil de décomposttida I'’équipe DBAI (auteurs de la
BE et de la DBE) pour les besoins d’expérimentaties méthodes BE et DBE. Comme les
méthodes BE et DBE sont aléatoires, nous avonsteéfe cing tests de suite pour chaque
exemple et c’'est la moyenne des résultats qui es¢ @gn compte pour chaque CSP. Les
résultats des tests sont resumeés dans le tableasuivant.

! http://www.dbai.tuwien.ac.at/proj/hypertree/dovedis.htm

-61 - Aitokhtar AbdelMalek




Chapitre IV Construct & Reduce
CSsP BE(MCS) | DBE(MCS)| BE(MIW) | DBE(MIW) | Construct&Reduce
Nom V| |E| W T W T W T W T W T
Nasa | 579 | 680| 79 | 18 | 69.6 | 138| 28.2 | 10| 57.2 | 160 44 13
Reines 20| 190 10 0 168 11 10 0O 10.8 P5 1( G
Renault| 101 | 113 | 2.4 1 8 3 3 0| 7.6 6 5 0
Schure 19 81 7 0 9.2 2 7 D 8.2 4 7 0
Fischerl 308 | 284 | 436 | 3 | 36.4 | 17 | 196 | 1 | 304 | 8 28 2
Fischer6| 1523 | 1419] 188.8| 177]| 210.6| 947| 75.2 | 33| 118| 154 115 224
aim50 | 50 80 | 108| 0 | 122 | 1 |102| 0| 136 | 1 11 0
Aim100| 100| 160f 20.8§ 1 22.4 2118 [ 28.8 6 24 0
grid5 25 40 44 | 0O 5.4 0 5 0| 6.2 0 6 0
liBal 66 | 186 9 0 9 5 9.4 ( 9 5 12 0
Par8-1-c| 64 | 254 | 122 | O 12 1 7 0144, O 9 0
Par8-2-c/ 68 | 270| 14.2| O 12.6 1 7 ( 148 ( 10 0
complex| 414 | 849 | 228 | 2 154 | 11 10 2 12 10 17 12
uf20-50| 20 91 6.8 0 9.4 2 6.4 D 8.4 4 8 0
uf75-99| 75 | 325 224 | 1 | 326 | 42| 20 2 31 | 139 24 0

Remarque : |V| et |E| désignent

Tab.IV.1. Comparaison BE, DBE et Construct & Reduce

respectivement le nombre at@hles et le nombre de

contraintes. W désigne la largeur de la décomposét T le temps pris par la décomposition

en secondes. Pour les méthodes BE et DBE, la lagfele temps sont la moyenne des

largeurs et des temps obtenus lors de 5 exéclgimTessives.

A partir du tableau précédent, nous pouvons carstat certain nombre de points.

» Concernant les méthodes BE et DBE, le tableau pgedmeonstater que la méthode

BE est celle qui tire le plus de profit de I'ordvW et qui lui permet de réduire la

largeur par rapport a I'ordre MCS dans presque liggisas.

* On constate aussi, quand I'ordre MCS est utilséait que la BE est plus performante

gue la DBE quand il s’agit de décomposer des pnobtéeavec peu de variables et

beaucoup de contraintes (Reines, Schure, uf20-Q50yerse se produit lorsque on

se trouve face a des problemes qui ont beaucouambles et peu de contraintes

(nasa, fischerl, complex) ou c’est la DBE qui dodeemeilleurs résultats. Ceci peut

étre expliqué par le fait que la BE est une méthodentée variables alors que la

DBE, elle, est orientée contraintes.
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* On peut voir aussi que notre méthode surpasse & Q& celle-ci se base sur I'ordre
MCS ou sur I'ordre MIW que ce soit en terme de tendp calcul ou en terme de

largeur de la décomposition et cela dans presqiglés problémes de I'échantillon.

- Pour la BE, l'ordre des variables va devenir untdac prépondérant dans la
comparaison. Ainsi, quand on compare notre méthwde la méthode BE qui se base
sur I'ordre MCS, les résultats en terme de largeumt équivalents alors qu’en terme

de temps de décomposition les résultats resteatdégent en notre faveur.

» Par contre, la méthode BE avec ordre MIW restelda performante méme si notre

meéthode obtient en général des résultats comparable

Conclusion

Dans ce chapitre nous avopeesenté notre principale contribution dans ceaitav
Nous avons présenté de facon formelle ConstructefluRe une nouvelle heuristique pour
construire une hypertree decomposition. Nous apomgve sa correction et montré sa faculté
d’étre appliquée a des problemes de grande tailleetle se base sur des algorithmes
polynomiaux. Nous avons ensuite intégré cette nimapproche a notre prototype de solveur
multi approches et 'avons comparé a quelque uassethodes les plus performantes et les
plus citées de la littérature. Les résultats deolamparaison ont montré l'intérét pratique de
notre méthode notamment facéadDual Bucket EliminatiofDBE) et a la version MCS de
la Bucket Elimination(BE).

La décomposition n’étant qu'un prétraitement petamgt de transformer un CSP
guelconque en un CSP acyclique, celle-ci doit @c@mpagnée d’algorithmes qui peuvent
tirer profit de la structure particuliere qu’offtdies CSP acycliques pour pouvoir les résoudre
d’'une maniére efficace. Ce dernier point sera €bloje notre chapitre final ou nous allons

détailler I'exploitation de I'acyclicité des CSPraaleur résolution.
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Chapitre V

Résolution des CSPs acycliques

Les méthodes de décomposition structurelle peuédtrt décomposées en deux
grandes classes, celles qui tentent de regrougesdenmets d’'un graphe de maniere a
construire un arbre (tree decomposition) et cejlésse focalisent plutét sur le regroupement

des arétes pour former un hyper-arbre ou hypeitingpertree decomposition).

Toutefois ces deux classes de méthodes se refuigne le but de la décomposition
qui est de transformer un CSP quelconque en un &$Elique équivalent en terme de

solutions et qui soit solvable en un temps polyradmi

La réalisation de cet objectif dépend de I'exiseedtalgorithmes polynomiaux qui a
partir d’'une décomposition arborescente d’'un CS#, en mesure de générer un CSP

acyclique équivalent et, par la suite, de le résopdr un algorithme de type backtrack-free.
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1. Résolution d’'un CSP binaire acyclique

La plupart des méthodes de décomposition strut#se basent sur le principe qu’un
CSP binaire dont le graphe de contrainte est ure grbut étre résolu en un temps polynomial

[37]. Ceci est réalisé a I'aide de I'algorithimee-solvinggue nous rappelons dans ce qui suit :

Algorithme Tree-solving
Entrée: Un CSP acyclique = (X, D, C, R) et son arbre d&m@inte T
Sortie: Une solution de CSP s'il est consistant
Début
Geénérer un arbre orienté et enraciné T’
Générer un ordre d =1X..., Xytel que si Xest le pére de;Xlans T'alors i < |
Pour i = n a 2faire
Révise (Pere(¥, X));
Sile domaine de Pére(Xest videalors Exit (Probléme inconsistant).
Fait
/I Le probléme est consistant, rechercher une golut

Instancier X
Pouri =2 a nfaire
Affecter a X une valeur consistante avec les variables précéeatinstancier
Fait
Fin

Etant donné un CSP et son arbre de contrainteehaipre étape diee-solvingest de
construire un arbre orienté et enraciné. Chaquedraelcet arbre (hormis la racine) aura un
seul pere dirigé vers lui, et peut avoir des nddilglsers qui il pointe. Les nceuds qui n‘ont
pas de fils sont appelés nceuds feuilles. Un ongirées variables du CSP d 5,X.., X, est
calculé de telle fagon qu’un nceud précede toujsessfils dans cet ordre. La deuxieme étape
de [lalgorithme est appelée la consistance d’ardg&ék (DAC pour Directed Arc
Consistency). Elle consiste a traiter chaque altadere orienté en partant des nceuds feuilles
et en remontant niveau par niveau jusqu’a la rachkiesi la méethode Révise() est appelée
pour chaque variable afin de supprimer les valeudomaine de son pére qui n'ont pas de
support dans son propre domaine. Enfin, si aucumadite de variable n’est vide I'algorithme
Backtrack-free est utilisé pour trouver une soluthm CSP.

La complexité déree-solvingest en O(nd?) ou n est le nombre de variables%ia €&

d la taille maximale des domaines des variable.
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Exemple: soit le CSP P = <X,C,D,R> tel que X= {a, b, c, d, f, g} et
C = {{a,b},{a,c},{b,d},{b,e}{c,f},{c,g}}. La figur e V.1 montre I'arbre orienté enraciné de P.

/ a\
b\ /C\
d e f g
Fig.V.1. Un arbre orienté enraciné

L’algorithme tree-solvingpermettant de résoudre les CSPs binaires acysligonain
temps polynomial a été a l'origine du développemdes méthodes de décomposition

structurelle.

2. Résolution d’'un CSP n-aire acyclique

La résolution des CSP binaires acycliques esizasisgple comme nous avons pu le
voir dans le paragraphe précédent car le grapheod#&aintes et son graphe primal sont
identiques, et chaque aréte du graphe primal représune contrainte de CSP. Donc si le
graphe primal est acyclique alors le CSP l'estiaetsgice versa. Par contre, dans le cas des
CSP n-aires cette équivalence n’est plus vraid¢togrergraphe de contraintes est différent de
son graphe primal. Pour cela, une nouvelle définiplus générale de la cyclicité d'un CSP a
été introduite. Un CSP est acyclique s'il possaalgin tree.

Pour prendre en considération la nouvelle déénitde la cyclicité, I'algorithme
tree-solving a été adapté sous le nomdgclic-Solvingen manipulant cette fois ci n’ont pas

les variables mais les contraintes de CSP.

Algorithme ACYCLIC-SOLVING
Entrée: Un CSP acyclique P = (X, D, C, R), R ={R1, ..., Rtyn join-treeT de P.
Sortie: Vérifier la consistance et chercher une solutiomsda cas d’'un CSP consistant
Début
d = (Ry,..., R) un ordre tel que chaque relation apparait avesifils dans I'arbre de T
enraciné efr;.
Pourj=ta 1, pour chaque aréte (j, K < j, dans I'arbreFaire
Rk « Join(R, R)[Cy]
Siune relation vide est cré&ors Exit( le probleme est inconsistant).
Fait
/I Le CSP est consistant, chercher une solution
Sélectionner un tuple daRs.
Pour i = 2 a tfaire
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Sélectionner un tuple daRsqui soit consistant avec les tuples choisis préoéaent
Fait
Fin
Join(ensemble de contrainte}y est la jointure relationnelle entre les relatidlesI’ensemble
des contraintes c.
R[ ensemble de variableq Wénote la projection de la relation R sur lesaldas V.

Exemple : Soit le CSP n-aire P, son hypergraphe ainsi quegsaphe primal, son graphe

dual et son join tree sont illustrés dans la figuir2 suivante :

ﬁ % t (5eBy-co (&)
:E g D

Fig.V.2. hypergraphe, graphe primal, graphe dual et jcaplge

L’exemple précédent montre un CSP acyclique (qusede un join tree) dont le

graphe primal n’est pas acyclique.

3. Résolution d’'une Tree décomposition

Les premieres méthodes de décomposition été dénmenat basées sur le concept de
la tree decomposition qui consiste a regroupevaesbles de fagon & obtenir un arbre. Nous

commencgons par rappeler la définition d’'une tresod®osition.

Définition 2.1 : Une tree décomposition ou décomposition arborescdhin hypergraphe
H = (V(H),E(H)) est un couple <Tx> tel que T = (V(T), E(T)) est un arbre )etest une
fonction d’étiquetage qui associe a chaque nceedlt ah ensemble de variabble@) O V(H)
et qui respecte les conditions suivante :

1) OhOE(H), il existe 1 T tel que K1 x(t)

2) Ox O V(H), 'ensemble {t00 T/ x O x(t)} induit un sous arbre (connecté) de T
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A partir de cette définition, I'algorithme Acyclgelving a été adapté pour pouvoir

résoudre les probléemes ayant une décompositiomesrtente

3.1. Construction de CSP acyclique équivalent

Une fois la décomposition arborescente ¥, d'un probléeme P = <X, D, C, R>

obtenue, le CSP acyclique équivalent P’ = <X’, 0", R’> doit étre créé tel que

C' ={x(n)/nOT}
R’={Join {c OC/cOx(M}P[ x(n)] /nO T}

3.2. Résolution de CSP acyclique équivalent

Une fois le CSP acyclique équivalent P’ constreotnme celui-ci est généralement un
CSP n-aire par construction, I'algorithme Acyclioch8ng est appelé pour le résoudre.
Comme P’ est équivalent au CSP initial, la solutimuvée pour P’ est aussi une solution du
CSP initial.

4. Résolution d’'une Hypertree decomposition

Comme l'hypertree decomposition généralisée eypkntree decomposition sont
traitées de la méme maniére lors de la résolutimus allons utiliser le terme hypertree

decomposition pour désigner ces deux méthodes.

4.1. Compléter I'hypertree decomposition

Une fois une hypertree decomposition HD = T,x> d'un hypergraphe H est
calculée celle-ci doit étre d'abord complétée pauneer une hypertree decomposition
complete. Ceci est fait simplement en rajoutantir mhaque hyperaréte h de H qui n’est pas
complétement couverte par HD, un nouveau nceud Nuel(N) = {h} et x(N) = (dh)

comme fils d’'un nceud de T qui couvre h. Cette tasigéalisée en un temps linéaire.
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4.2. Construction de CSP acyclique équivalent

Une fois I'hypertree decomposition complétée, daxdeme étape consiste a créer le
CSP acycligue équivalent a partir de cette décoitipos Ainsi, pour un CSP quelconque
P = <X, D, C, R> dont I'hypertree decomposition B2 = <T, A, x> le CSP acyclique
équivalent P’ = <X’, D", C’, R’> est défini comnmgit :
X =X
D’=D
C' ={x(n)/nOT}
R ={Join(A(N))[ x(n)] /nO T}

4.3. Résolution de CSP acyclique

Pour finir, la derniére étape est la résolutiomppement dite c'est-a-dire le filtrage et
la recherche d’'une solution. Ceci est fait commesda cas de la tree decomposition par
I'algorithmeacyclic-solving

5. Etudes de cas

Nous allons illustrer cette approche de résolutanune étude de cas pour résumer la
maniére dont I'approche de résolution par décontipospeut étre utilisée pour résoudre des
problemes concrets en général et, en particulbenneent la méthode que nous avons proposeé
pour le calcul de I'hypertree decomposition peut @tégrée dans un projet réel. L’étude de

cas choisis concerne le probléme Renault et ldléade problemes Dubois.

5.1. Le probleme Renault

Le probleme Renault est un CSP issu du mondeirttbu$trie qui est souvent utilisé
dans les compétitions de solveurs de CSP.

C’est un probleme d'usinage de véhicule Renaultgdné, ou chaque variable
représente une option ou une caractéristique daimposant de véhicule et les contraintes

sont les configurations possibles de la Mégane.
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Ainsi, parmi les variables, on trouve par exemple :
Une variable pour le type de consommation (essenachkesel)
Une variable pour le type de kilométrage (KM oulbs)

Une variable pour la présence ou non de 'ABS

Le probléeme Renault a été modélisé sous la forme @SP avec 101 variables et 113
contraintes. Ce probléme est un probleme facileesoudre avec les méthodes de type
Backtrack car le nombre de configuration possidkeeta Mégane et donc les solutions de CSP

qui le formalise sont trés nombreuses.

5.1.1. Décomposition

La premiére étape de notre travail a consistécardposer le probléme pour obtenir
son hypertree decomposition Pour cela nous avoliseutotre propre méthode Construct &
Reduce. La décomposition du probleme avec notréadéts’est faite en 0.3 secondes pour
obtenir une décomposition de largeur 5, alors qugH et la DBE ont obtenu respectivement

des décompositions de largeur 2 et 7.

A partir de cette décomposition, comme la largeeviehdra un parametre crucial
lorsqu’il s’agira de faire les jointures entre tetations, nous avons utilisé la méthode exacte
Det-k-decomp d’'une maniére itérative jusqu'a obtenir la largeptimale c'est & dire une
décomposition de largeur 2.

5.1.2. Résolution

Pour les besoins de cette phase, nous avons d’abuichi notre plateforme de
résolution des CSP par un nouvel outil de résatutdes CSP ayant une hypertree
decomposition. Cet outil se compose de deux fonntbités principales, la premiére s’occupe
de la génération d'un CSP acyclique équivalent salque la deuxiéme implémente

I'algorithme Acyclic-Solving pour la résolution @&SP acyclique.

! www.dbai.tuwien.ac.ac/proj/hypertree/downloads
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Nous avons donc utilisé cet outil pour résoudrgpértree decomposition de largeur
optimale que nous avons calculé précédemment. béss cen temps obtenus sont les
suivants :

» Création de CSP équivalent : 234 secondes
* Filtrage des relations : 3791 secondes

*« Recherche d’'une solution: 0.03 secondes

De ces résultats on peut voir gue méme si le gaitemps lors de la recherche de la
solution est évident, le colt nécessaire en ptétnant (jointure et filtrage), dans le cas de
probleme Renault, reste encore trés important ng&rleypertree decomposition utilisée est
bien de largeur optimale. Ces résultats sont daupdus décevants que l'algorithme de

résolution énumératif NnFC2-mrv résout le problem®& secondes.

Néanmoins ces résultats restent tres logiquesral@gme Renault est caractérisé par
des relations de taille trés importantes (> 30@Q0es pour certaines d’entre elles) ce qui
alourdit fortement les opérations de jointures eesdmi-joinures de I'approche de résolution
par décomposition. De l'autre coté, le nombre ingdr de solutions de Renault facilite la
recherche d’'une solution ce qui explique la rapidié résolution de la méthode énumérative
nFC2-mrv.

5.1. La famille de probléemes Dubois

Nous avons aussi considéré des problemes de diféSre¢ailles de la famille Dubois
qui, contrairement a Renault, sont caractérisé$'gdasence de solutions (insatisfiable) et une

taille de relation tres faible (4 tuples par relaji

5.1.1. Décomposition

La décomposition s’est faite de la méme maniéeeppur le probleme Renault, notre
meéthode donne une largeur de 3 puis le Det-k-deaaigole la décomposition optimale
(largeur 2)
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5.1.2. Résolution

Les résultats de la résolution sont illustrésleafigures V.3 et V.4

0,4
» 0,3 H_ﬁ'v"é./-\./.
£ 02
L 01
0 : : : : :
57 63 69 75 81 87 93
Nombres de variables

Fig.V.3. Temps de résolution avec I'approche par décomipasit

nFC2-mrv

20000
o 15000
o
£ 10000 -
(b))
= 5000

0 o —=0— “ :
57 60 63 66 69 72
Nombre de variables

Fig.V.4. Temps de résolution avec I'approche énumérative

Ici, on constate que I'approche de résolution ggzomposition est bien plus rapide
gue I'approche énumérative. En effet, alors quaréaniére a besoin de moins de 0.5 secondes
pour affirmer l'insatisfiabilité des problémes,dauxiéme a besoin parfois de plus de 4 heures
pour arriver au méme résultat. De plus, pour I'appe de résolution par décomposition, une
évolution de la taille de probléme n’induit que eagmtation minime de temps de résolution

alors que pour I'approche énumérative, cette autation est exponentielle.

Ces reésultats s’expliquent par la taille limitées delations de ces problémes et la
largeur trés faible de leur décomposition qui aébé sensiblement les opérations de
jointures et de semi-jointures. De plus, I'insadisilité de probleme a induit le ralentissement

de nFC2-mrv qui est obligé de parcourir I'arbreggherche en entier.
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Conclusion

Apres avoir détaillé dans les chapitres précédgotiques unes des méthodes de
décomposition, nous avons expligué dans ce dechigpitre comment les décompositions
obtenues peuvent étre exploitées pour résoudreSk €h un temps polynomial. Pour cela
nous avons d’abord parlé des algorithmes de résnlgpécifiques aux CSP acycliques qui
soient binaires ou n-aires. Ensuite, nous avonstnéa@omment on peut passer d'un CSP
guelconque dont on connait une décomposition a $iR &cyclique équivalent en terme de
solution.

Finalement, nous avons choisi d'illustrer noteavail par des étude de cas, d’'une part
pour montrer l'utilité de l'approche CSP en généedl 'approche de résolution par
décomposition en particulier pour résoudre deslpmbs quels que soit leur nature ou leur
origine. D’autre part cette étude nous permet demer tout ce que nous avons réalisé jusque
la et de montrer comment la méthode de calculldgértree decomposition que nous avons
proposeé peut étre intégrée dans une démarche gldbaksolution par décomposition.

Pour réaliser cette étude, nous avons d’abordlaigwé un outil de résolution qui
vient ainsi s’ajouter a la plateforme que nous sesantrain de réaliser. Les résultats obtenus
nous laisse supposer que l'approche de résolutian de&composition peut étre tres
intéressante quand il s’agit de résoudre des pradgealifficiles (peu de solutions) caractérises
par des tailles de relation et des largeur de dposition trés faible alors que le contraire
handicape fortement cette approche.

Ces résultats mitigés nous poussent a plus deenddwds dans le domaine de la
définition méme des méthodes de décomposition tetrelle notamment dans la facon dont
les décomposition obtenues sont utilisées pougdalution et le faite que celle-ci tente juste
de minimiser la largeur alors que le colt en catldpend de beaucoup d’autres facteurs tel

gue la taille des relations, la sélectivité d’'uaeiable dans les relations ...
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L'utilisation de la recherche arborescente powékolution des CSP, combinée a des
techniques rétrospectives tel que le retour arigtedligent, des techniques prospectives tel
gue le filtrage par consistance d’arc ainsi quegleitation d’heuristiques sur le choix des
variables, obtient en général des résultats pragicgatisfaisants sur une large palette de
problémes. Néanmoins, la complexité théorique d’telle approche est exponentielle en
taille de probleme et ceci qu'il s’agisse de la ptarité temporelle ou de la complexité
spatiale. Ce constat a motivé le développementndghodes de décomposition structurelle,
qui permettent de borner la complexité théorique la@ reliant a la largeur de la

décomposition au lieu de la taille de probléme.

L’hypertree decomposition est I'une de ces méthodesdécomposition les plus
intéressantes, notamment parce qu’elle génératisebonne partie des méthodes existantes
en plus de I'existence de méthodes exactes quignewalculer une hypertree decomposition
de largeur optimale. Malheureusement, ces méthexkestes induisent un co(t exorbitant en
terme de calcul et en occupation mémoire, ce quieaté les recherches ces derniéres années
vers le développement de méthodes heuristiquesndffm bon compromis entre la largeur et

le colt de la décomposition.

Pour contribuer a la résolution de probleme deutale I'hypertree decomposition,
nous avons proposé une méthode heuristique orggidaé Construct & Reduce. Notre
meéthode est composée de 3 phases :

» L’extraction des hypertrees contenues dans le CSP.
» La contraction des hypertrees pour former I'hymerttiecomposition de CSP.

* Eten finla réduction de la largeur.
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De plus, pour garantir la correction de nos alpangs, nous avons introduit deux
théoremes sur lesquels se basent tous nous algesttCe qui nous a permis de disposer d’'un
moyen pour prouver que notre approche calcule tmenhypertree decomposition.

Les CSP étant un cadre ou les résultats pratiqueégpsimordiaux, hous avons entame
la réalisation d’une plateforme de résolution maftproches de CSP afin d’étre en mesure de
tester et de vérifier l'intérét de la méthode quaishavons proposeé. Cette plateforme est
constituée d’un outil de résolution par la recherghi implémente les algorithmes Backtrack,
FC, FC-mrv et nFC(2 a 5), un outil pour le calcwd thypertree decomposition qui
implémente notre méthode Construct & Reduce ahenf outil de résolution des CSP qui
dispose d'une hypertree decomposition. De plus,neemotre plateforme est le fruit d'un
développement orienté objet, les modules existsons fortement réutilisables et permettent

ainsi de faciliter 'implantation de nouveaux aligiomes.

L’expérimentation de Construct & Reduce et la carajfson des résultats avec ceux
de deux des méthodes les plus intéressantes d&tatlire, a savoir la Bucket Elimination
(BE) et la Dual Bucket Elimination (DBE), ont moaétfintérét pratique de notre méthode qui
donne des résultats meilleurs que ceux de la DBfeeéralement équivalents a ceux de la
BE.

En fin, nous avons clos notre mémoire par une étledeas pour montrer comment
notre méthode peut étre utilisée dans le cadreadedolution de CSP. Nous avons ainsi
préconisé la combinaison de notre méthode aveandtieode exacte, la Det-k-decomp, pour
tirer avantage de la vitesse de la premiére etaggirhalité de la largeur obtenue par la

deuxiéme.

Les résultats de l'utilisation de I'approche deoté8on par décomposition sont a la
fois encourageants et non satisfaisants. Encounggyear ils montrent bien qu’apres la phase
de prétraitement, constituée des jointures et ltlade, la recherche d’'une solution se fait
extrémement rapidement. Mais non satisfaisantdecao(t de prétraitement et encore tres
élevé quand ils s’agit de problémes dont la taiks relations est importante méme avec
I'utilisation d’'une décomposition de largeur optigace qui nous amene aux perspectives a

court terme suivantes :
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Conclusion et perspectives

L’adaptation de notre algorithme de réduction deldegeur aux autres
méthodes notamment la BE

La parallelisation de la résolution.

La prise en compte d’autres parameétres que ladarg@ns la décomposition
tel que la taille des tuples et la sélectivité wmsables dans les relations.

La recherche de nouvelles méthodes de décompogilimngénérale et plus

efficace que I'hypertree decomposition.
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Résumeé :

Les problemes de satisfaction de contraintes (88R)un cadre générique permettant
la représentation et la résolution d'une large tpalele problemes. Plusieurs approches
existent pour la résolution des CSP, l'une dellest I'approche de résolution par
décomposition qui regroupe un ensemble de méthditkssde décomposition structurelle.

Dans ce mémoire, nous nous intérespartgculierement a une méthode récente de
décomposition structurelle appelée hypertree deositipn et plus particulierement au calcul
de cette décomposition.

Nous proposons alors une nouvellehod heuristique appelée Construct&Reduce,
pour le calcul de I'hypertree decomposition puisusialécrivons la maniere dont cette

nouvelle méthode peut étre utilisée dans le caella désolution des CSP.

Mots clés : probleme de satisfaction de contrainte (CSP), adgthde décomposition
structurelle, hypertree decomposition.

Abstract

Constraints Satisfaction Problems RC&re a generic framework allowing the
representation and the resolution of a large s@rafblems. Many approaches exist to solve
CSPs, one of them is the resolution by decompositihich includes many structural
decomposition methods.

In this report, we have studied aerg structural decomposition method called
hypertree decomposition and more particularly tablem of computing this decomposition.

Then, we defined a new heuristic ndt we called Construct & Reduce, for
computing hypertree decomposition and illustratedv lour method can be used in the

resolution.

Keywords: Constraints satisfaction problems (CSP), struttdecomposition methods,

hypertree decomposition.



