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Résumé

En ingénierie mathématiques, un probléme inverse est une situation dans laquelle on
tente de déterminer les causes d’'un phénomene & partir des observations expérimentales de
ses effets. On retrouve les problémes inverses dans de nombreux domaines scientifiques,
en particulier dans I’étude de systémes complexes, restauration des images floues, in-
génierie pétroliére, acoustique sous-marine, ... etc, dont la modélisation mathématique
est formulée par des EDP.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a des problémes inverses en EDP. Nous présen-
tons quelques méthodes de résolutions que nous illustrons par une application relative
a la restauration d’images. Nous terminons le travail en proposant quelques pistes de
recherche concernant la mécanique comme application mathématique & nos perspectives
de recherche.

Mots clés :

Probléme direct, Probléme inverse, Régularisation, Moindres carrés, DVS, Tikhonov,
Fourier, EDP.

Abstract

An inverse problem is a general framework that is used to convert observed mea-
surements into informations about a physical object or system or, in other words, deter-
mine the causes knowing the effects.

Inverse problems arise in many branches of science ; complex systems, imaging
problems, petroleum engineering, underwater acoustics,...

In this report, we are mostly interested in inverse problems in partial differential
equations. We present some methods of resolution that we illustrate with an application
in the imaging problems. We finish the work by providing some search perspectives on
the mechanical applications.

Keywords:

Direct problem, Inverse problem, Regularization, Least squares, SVD, Tikhonov, Fourier,

PDE.



Introduction:

Un probléme inverse est une situation dans laquelle les valeurs de certains
paramétres (ou inconnues) d’un modeéle doivent étre identifiées a partir d’observations (ou
mesures) du phénomene. C’est également le contraire d’un probléme direct .Autrement
un probléme inverse consiste & déterminer des causes connaissant des effets , ce probléme
est 'inverse de celui appelé probléme direct , consistant & déduire les effets , les causes

étant connues.

On retrouve les problémes inverses dans de nombreux domaines scientifiques : I'imagerie
meédicale, le radar, la mécanique quantique , le traitement d’image (restauration d’images
floues) , le traitement de signal, 'ingénierie pétroliére , I’acoustique sous-marine......etc.

Dans ce mémoire, nous s’intéresserons aux problémes inverses en les équations aux
dérivées partielles.

Le premier probléme inverse date de 1932 et d’un fameux article de Hadamard (Math-
ématicien Frangais 1865/1963). Il s’agissait de reconstruire la solution du probléme de
cauchy a partir de la condition initiale. Dés 1923 JHadamard a introduit dans son livre
"Lectures on cauchy’s problem in linear partial differential équations" la notion du prob-
leme bien posé. Il s’agit d’un probléme dont :

- la solution existe;

- elle est unique;

- elle dépend continiiment des données.
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Si 'une au moins des conditions précédentes n’est pas vérifiée , le probléme est dit
mal posé.

On peut formuler le probléme comme suit :

A: X—=Y, ou X etY sontdesespaces normés.

L’équation: Azr = wu (0.1)

est dite bien posé si et seulement si :

- la solution x existe pour tout u de Y (surjectivité de A);

- elle est unique ( injectivité de A);

- A~ est continue.

Sinon le probléme (0.1) est dit mal posé.

Le fait que la solution d’un probléme puisse ne pas exister n’est pas une difficulté
sérieuse . Il est habituellement possible de rétablir I'existence en relaxant la notion de
solution ( se réstreindre a Im(A) ).

La non-unicité de la solution est un probléme plus sérieux . Si un probléme a plusieurs
solutions , il faut un moyen de choisir entre elles . Pour cela il faut disposer d’informations
supplémentaires (une information a priori).

L’absence de continuité de A~! est sans doute la plus problématique , de petites
perturbations sur les données u peuvent engendrer de forts écarts sur la solution x .

On distingue deux types de problémes inverses : linéaires et non linéaires. Les prob-
léemes linéaires se raménent en général & la résolution d’équations intégrales de premiere
espéce. Par contre ,les problémes non linéaires sont plus difficiles & résoudre et on les
trouves souvent dans la pratiques.

Expliquons sur un exemple ce qu’est un probléme inverse [1] :

Considérons une barre de fer rectangulaire que nous faisons chauffer a 'une de ces

extrémités. La diffusion de la chaleur a l'intérieur de la barre est modélisée par un
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probléme aux limites pour une équation de la chaleur. Les questions a posés sont :
Pouvons- nous déterminer le coefficient de diffusion en mesurant la température de la
barre & lautre extrémité? Combien de mesures sont-elles nécessaires pour s’assurer que
nous déterminons le coefficient de diffusion de maniére unique? Dans la pratique , nous
souhaitons calculer ce coefficient. Nous commencons par remplacer le modéle continue
par un modele discret .Donc il va y avoir un probléme de stabilité c’est- a -dire : comment
pouvons nous controler les perturbations sur le coefficient de diffusion par les erreurs que
faisons sur les mesures?

Soit € un domaine de R? ot R3qui représente la barre de fer. Cet exemple peut-étre

modéliser par le probléme aux limites suivant:

;

Owu — div(a(z)Vu) =0, dans Q x (0,7),
u =0, dans 2 x {0},
{0y (0.2)
u=f, sur 'y x (0,7),
| du=0, sur T's x (0,7).

Ou f représente la source de chaleur sur la partie I'y du bord de €2, T';sest le reste du
bord et a(z)est le coefficient de diffusion,supposé constant en fonction du temps.

Pouvons-nous alors déterminer le coefficient a(z) a partir des mesures u =g , M X
(0,7) , M étant une partie de I'y ?

Pour ce probléme, nous examinons d’abord "unicité (c’est a dire I'injectivité de I’application
qui & a associe g ). Nous nous intéressons ensuite a la stabilité.Plus précisément, nous
souhaitons établir une estimation de la forme d; (a1, a2) < w (d2 (g1, 92)), pourd; (a1, az)
voisin de zéro, ou w est une fonction croissante , définie sur ] 0, +o00 | et telle que w (s) — 0
quand s converge vers 0.Par d; et dy ;nous désignons des distances définies respectivement
sur I’ensemble des coefficients et ’ensemble des mesures.

Notons que , di a leffet régularisant des équations elliptiques et paraboliques , le
module de continuité w,ici et dans la quasi-totalité des autres cas ,est un logarithme ot

une puissance de celui ci. Il existe des exemples ot il a été démontré que c’est optimal.
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D’otu la notion de probléme mal-posé au sens de Hadamard. Pour cette raison , si nous
souhaitons calculer a & partir de g, en minimisant par éxemple une fonctionnelle de la

forme
J(a) = |u- 9||i2(M x (0,T))
, nous devons utiliser une méthode de régularisation, par exemple de type Tikhonov (voir
plus loin) .
Congernant les mesures, il ya plusieurs possibilités. Nous pouvons par exemple rem-

placer ce qui précede par :
w(.,t;)=g;, sur M, avect; , 1 <1< N, des points de (0,7).

Nous pouvons aussi faire varier f . Nous nous donnons un ensemble J fini ou infini. Pour
chaque f; , j € J ;nous avons une mesure g;. Dans ce cas le probléme inverse consiste en
la détermination de a & partir de I'application : A : f; — g;.

Ce probléme est un probléeme inverse dans lequel nous essayons de déterminer un
coefficient. Il existe aussi d’autres types de problémes inverses,par exemple les problémes
inverses géométriques (comme les problémes de détection de corrosions, les problémes de
détection de fissures ou de cavités......).

Il existe aussi une autre classe de problémes inverses qu’on appel problémes spectraux
inverses , le plus fameux d’entre eux concerne le probléme de savoir si nous pouvons
deviner la forme d’un tambour seulement en entendant les fréquences des vibrations qu’il

peut produire.

Apres cette introduction, nous consacrerons le premier chapitre aux exemples de prob-
lémes mal posés, nous y aborderons : un probléme historique, un probleme stochastique
et dix autres problémes déterministes. Le deusiéme chapitre sera consacré aux outils
Mathématiques que nous utiliserons d’une maniére directe ou indirecte, on parlera prin-
cipalement de I'analyse fonctionnelle et des équations aux dérivées partielles.

Le troisiéme chapitre sera réservé aux différentes méthodes de résolution des problémes

mal posés ( Probléme de MC, SVD, méthode de Tikhonov et la méthode de Fourier).
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Enfin, le dernier chapitre sera réservé & une application d’un cas réel de probléeme
inverse : traitement d’images (rétablir une image bruitée). Nous terminons ce mémoire

avec une conclusion et quelques perspectives.



CHAPITRE

EXEMPLES DE
PROBLEMES MAL
POSES :

Ce chapitre est une sensibilisation aux conséquences des problémes mal posés.
Il y sera abordé un exemple historique, un exemple de probleme bayésien et dix autres

exemples de type déterministes.
Exemple 1 : "Probléeme de Didon et ville de Carthage"

A périmetre donné L, quelle est la plus grande surface S quand peut former avec ce
périmetre L 7
Elissa a choisi une forme circulaire, ce qui correspond a la solution optimale du prob-

léme inverse ( vers 814 av.JC ).
Exemple 2 :

Les sondages sont des problémes mal posés par nature. Pour connaitre ’avis d’une
population il est rare d’interroger I’ensemble de la population, sauf dans des cas ot I'erreur
est interdite ( les présidentielles, référendum.....). Seul un échantillon est prélevé pour
représenter ’ensemble de la population . Il n’est pas rare en France de représenter 60

millions d’habitants avec 1000 personnes. Le fait d’extrapoler I'avis de quelques personnes
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est un probléme inverse. Et il est par nature mal posé. Si I’échantillon ne contient que
des doctorants, la représentation sera faussée. La connaissance & priori de la population
( statut social, age....... ) est indisponsable. Nous sommes ici dans une approche type
bayésienne ot les statistiques sont essentielles. Dans ce cas , il peut étre plus judicieux de
prendre un nombre de personnes bien choisi que de prendre aléatoirement un plus grand

nombre. Il s’agit donc d’'un compromis entre quantité et qualité de I'information.
Exemple 3 :

Le nombre de racines réelles du polynome p(z) = —z%+z—m varie de fagon discontinue
quand m varie contintiment sur la droite réelle. Il y a en effet, deux racines réelles si m < i?
et il n’y en a aucune si m >}l .

Exemple 4 :

Soit a résoudre le systéme:

10 7 8 7 32
7 5 6 5 23
Ar =y, ou A= et y =
§ 6 10 9 33
7 5 9 10 31
1
1
On trouve =z = , prenons maintenant un second membre ¥, tres légérement
1
1
différent de y,
32.1 9.2
22.9 —12.6
soit vy, = ,on vérifie alors que la solution de Ax = y, est x =
33.1 4.5
30.9 —-1.1

On voit que de trés petites perturbations sur y ,ont conduit a de grandes variations

sur r.
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Dans cet exemple cond(A) = 2984.0942 ,( c’est le conditionnement de la matrice A est
défini par cond(A) = ||A]|.||[A7}|| ,on choisi par exemple |||, sur R* ).Ce phénomene de
mauvais conditionnement explique pour partie la difficulté de prévoir certains phénomeénes
.Les appareils de mesures ne sont jamais parfaits, et il est impossible de connaitre exacte-

ment y.Cela peut entrainer une trés grande imprécision sur la valeur de z.
Exemple 5 : [2]
L’éqution: .
/K(az,t) 28 dt = ulz) Ve (cd), (L1)

s’appelle ’équation de Fredholm de premiére espéce, o K est le Noyau de 'opérateur

A,
A : Opérateur de Fredholm de premiére espéce. Elle constitue un probléme mal posé.
Une expression dans laquelle z(¢) est une fonction inconnue de 'espace F' des fonctions
continues sur (a,b) et u(x) une fonction connue de I'espace U. Mentionnons au passage
que I'équation de convolution est un cas particulier de cette équation fonctionnelle, K (x,t)
devenant K (x,—t).
Ajoutons une hypothése supplémentaire sur le noyau K (x,t) qui est connu: c’est une

fonction continue en x qui posséde une dérivée partielle 0K (x,t)/0x également continue.

Montrons que le probléme est mal-posé, supposons que pour un second membre u; (),
b

nous connaissions une solution exacte z(t); on peut alors écrire: / K(x,t) z1(t) dt = uq(2)

a
. Maintenant supposons que l'on connaisse un second membre approché peu différent de
u1(7) dans la métrique L?, et I'on se propose de rechercher une solution voisine de z;(¢) .

Considérons la fonction:

2o(t) = z1(t) + T'sin(wt), (1.2)
elle est solution de 1’équation :
b b b
/ K@) () dt = us(z) / K(wt) 2(t) dt + T / K(x, ) sin(wt) dt = up(z)
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& wu(x) + F/K(m,t) sin(wt) dt = ug(x)

Dans une métrique quadratique g, que nous écrivons (U est l’espace des fonctions

carrés sommables L?) :
2

NI

d d

1, (uy, up) = / (ur (z) — ua()]? dz - / T /bK(x,t)sin(wt) dt| dx

c c

1
2 2

d b
) //K(x,t)sin(wt) dt| dx

cette derniére expression peut étre rendue aussi petite que I’on veut pourvu que w soit

suffisamment trés grand.

Calculons maintenant p,, (21, 22) :
b

oy (21, 22) = /[zl(t) —nM)]Pdty , de (1.2) : z(t) — 2(t) = —Isin(wt), on

a

D=

trouve:

b 2
oy (21, 29) = || /sinQ(wt) dt|

a

par une intégration par partie, nous obtenons :

w a

b b
1 b
/sin2(wt) dt = {——sin(wt) cos('wt)] + /COSQ(wt) dt , or cos*(wt) =1— sin®(wt)

/ -1 Ak —1 Ak
/ ) in2 e —— si - - — si a
drou /sm (wt) dt {Qw sin(wt) cos(wt) + 2} ) {4@0 sin(2wt) + 2} )
-1 . b 1 . a b—a 1 . .
=1 S0 (2wb)—|—§+@ sin (2wa)—§— 5 I [sin(2wb) — sin(2wa)]
b—a 1 ) b—a 1 .
=5 - @[2cosw(b+a) sinw(b —a)] = 5 —E[Qcosw(b%—a) sinw(b — a)
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b—a 1 )
= 5 —%[cosw(b—l—a)smw(b—a)] :
On trouve finalement :
Croen) = 101 220 = L feos b+ apsinolb—a)]
(21, 22) = 5 5 coS W a) sin w a

Cette derniére expression montre que I'et w peuvent étre choisis de telle fagon que la

distance p, (21, 22) puisse étre arbitrairement grande.

Exemple 6 :

Considérons le probleme de Cauchy suivant :

u(z) =u(x) —1
uw(0) =0

(1.3)

La solution de ce probléme est : u(x) =1 — e”.

Si la condition initiale est maintenant donnée par : u(0) = ¢, la solution deviendra
alors : u.(z) =1— (1 —¢) e”. De sorte que la différence s’écrit : u.(z) — u(zr) = ee”

Si x varie dans l'intervalle [0,30], on a u.(30) — u(30) = ee3 = 10'3¢.

Si la précision des calculs est de 10719, le probléme est numériquement mal posé, bien

que mathématiquement bien posé.

Exemple 7 :[2]

Le calcul des séries de Fourier a coefficients approchés dans [5 ;

Considérons une série de Fourier convergente que nous écrivons :

flz) = Z a, cos(nx) , (1.4)

10
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et supposons que chaque coefficient a,, soit entaché¢ d'une erreur < (& I'’exception de ay);
nous écrivons : ¢, = a, + = et ¢y = ag. La fonction f est donc remplacée par la fonction

g définie par:

o0

g(z) = Z ¢ cos(nx).

n=0

Dans la métrique de I , les coefficients différent de :

51{@%%)2}5{ﬁ;@y}ég{ig}%WM

n=0 = =

Par conséquent , &1 est aussi petit que 'on veut ( par un choix approprié de la quantité
de € ). D’autre part, si la distance entre les fonctions f et g est donnée par la norme de

la convergence uniforme, nous avons :

Z ) Cosq(lm:)

n=1

=1
=lel D~
n=1

sup |f(z) — g(x)| = sup

o0
cette derniére quantité est aussi grande que l'on veut ( puisque E % est une série

n=1
divergente).
Exemple 8 :
Changeons le signe dans I’équation différentielle :
—a“gf’” + Au(x,t) =0 pour v € RY t e R, L5)

u(z,0) =v(x) pour x € RY.
L’équation différentielle est appelée,équation rétrograde de la chaleur.

Sid=1etv(z) =n"tsin(nx),on n € N* jalors la solution est donnée par: u(z,t) =

— 2¢ . PURT-P . , .
n~te™tsin(nw), vérifiée en la substituant dans 1’équation.

|||, =n"t — 0 quand n — oo

1,n2%t

|lu(x,t) n~'te"’ — oo quand n — oo

||oo -

Ce probleme est mal posé.

11
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En d’autre termes, trouver la propagation de température ultérieure, sachant la prop-
agation de température initiale, est un probléme bien posé. Cependant, trouver la prop-

agation de température a un temps final est un probléme mal posé.

Exemple 9 :

La différentiation est l'intégration sont deux problémes inverses 'un de l'autre. Il
est plus habituel de penser & la différentiation comme probléme direct, et & I'intégration
comme probléme inverse. En fait, l'intégration posséde de bonnes propriétés mathéma-
tiques qui conduisent a le considérer comme probléme direct. Et la différentiation est le
prototype du probleme mal posé, comme nous allons le voir.

Considérons I'espace de Hilbert L?(),et Popérateur intégral A défini par :
Af(z) = /f(t)dt. (1.6)
0

Il est claire que A est un opérateur linéaire de L?(0,1).Cet opérateur est injectif ,par

contre son image est le sous espace vectoriel
Im(A)={ fe H'(0,1) ,u(0) =0}

ou H'(0,1) est I'espace de Sobolev.

En effet, 'équation Af =g < f(z) = ¢ (z) et g(0) = 0.

L’image de A n’est pas fermée dans L?(0,1) (bien entendu, elle dans H'(0,1)). En
conséquence, l'inverse de A n’est pas continu sur L?(0, 1), comme le montre I’exemple
suivant :

Considérons une fonction g € L' ([0,1]),et n € N. Soit  g,,(z) = g(z) + Lsin(nz).

Alors :

fal@) = g,(x) = ¢'(x) + ncos(n’z).

12



1. EXEMPLES DE PROBLEMES MAL POSES :

1

1 1
lg — guls = /|gn o) dr = e /sm (n*r) do = — o (n® + sinn? cosn?)

0

sm( )cos(z) + x

(puisque / sin®(z) do = 5 + cste ),

on trouve ||g — gnll, = V/n2 + sin n? cos n2

1
V2 n?

. 1 sin(2n?)
d'ot @ |lg = gnll, = Ton T

1

1f = falls = /n2 cos®(n’r) dx =

0

n?> — sinn?cosn?

2

n?  sin2n? n sin 2n2

done |[f = fully =1/ 5 - , dou [[f = full, = 5 ;
2 4 2 2n

Ainsi, la différence entre f et f, peut-étre arbitrairement grande ,alors méme que la
différence entre g et g, est arbitrairement petite. L’opérateur de dérivation (I'inverse de
A) n’est donc pas continu, au moins avec se choix des normes.

L’instabilité de 'inverse est typique des problémes mal posés. Une petite perturbation

sur les données (icig) peut avoir une influence arbitrairement grande sur le résultat (ici

f)-

Exemple 10 :

On considére le probléme elliptique en dimension 1:

— (a(z)u ()’ ZJ;( z), pour x € ]-1,1[ (1.7)

u(=1) = u(1) = 0.

Dans cet exemple prenons a(r) = 22 + 1, et la solution u(x) = = 22 ce qui donne

f(z) =32% + 1.
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1. EXEMPLES DE PROBLEMES MAL POSES :

Le probléme direct consiste & calculer u ,étant donnés a et f .Pour le probléme inverse
nous considérons que f est connue, et nous chercherons a retrouver le coefficient a a partir
d’une mesure de u.Pour cet exemple, volontairement simplifié, nous supposerons que 1’on
mesure u en tout point de U'intervalle |—1,1[,ce qui est bien évidemment irréaliste.

En intégrant I’équation (1.7),et en divisant par «’, nous obtenons I’expression suivante

pour a (en supposant que u’ # 0,ce qui est faux sur notre exemple ):
x

_ C 1 __ —c 2 N
a(x) = T u,(w)/f(f)df = —“+2°+ 1 pour z # 0, ou c est la
0
constante d’intégration.

Nous voyons que, méme dans ce cas particulier, a n’est pas déterminée par les données,
c’est a dire u. Il est clair que la bonne solution correspond a ¢ = 0, puisque c’est la
seule valeur pour laquelle a est borné. Pour pouvoir discriminer parmi les différentes
solutions possibles, nous avons du faire appel & une information supplémentaire (on parle

L ) . .
généralement d’information a priori).

Il ya dans ce probléme deux sources d’instabilité: tout d’abord I’équation fait intervenir
u’, et nous venons de voir que le passage de u & u’est source d’instabilité .II s’agit 1a d’un
phénoméne commun aux problémes linéaires et non-linéaires. Par contre, la division par
u' montre une instabilité spécifique des problémes non linéaires. Si u/s’annule, la division

est impossible. Si v’ est simplement petit, la division sera cause d’instabilité.

Exemple 11 :
Soit le probléme suivant :
Au=f (1.8)

Ae £(H,F), H et F deux espaces de Hilbert .
Si A est compact et R(A) non fermé alors le probléme est mal posé.
R(A) est non fermé implique A~'est non born¢, donc la troisitme condition n’est pas

satisfaite.Le probléme reste mal posé.
Exemple 12 :
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1. EXEMPLES DE PROBLEMES MAL POSES :

Considérons le probléeme de Cauchy relatif & ’équation de Laplace dans le cas bidi-

mensionnel ( Pexemple cité par Hadamard )trouver la solution de I’équation :
Au(x,y) =0 (1.9)

a partir des données initiales ,c’est a dire la solution vérifiant les conditions :

u(x,0) = f(x)

) —00 <z < +00 (1.10)
a_Z ly=0= ()

f et ¢ étant des fonctions connues.
Si I'on pose fi(z) = 0 et ¢,(x) = *sinaz, le probleme de Cauchy a pour solution la

fonction:

1
uy(z) = gsin(ax)sh(ay), a > 0.

Sil'on prend  fa(x) = p,(z) = 0, le probléme de cauchy & pour solution la fonction

Ug (33 ) y) =0.
Calculons les écarts des données initiales et des solutions dans la métrique de la con-

vergence uniforme:

11, fall, = sup|fi(x) — fa(z)] =0

1
lo1, @2l = sup @1 (2) = @a(@)] = = .

Cette derniere quantité peut étre rendu aussi petite que 1'on peut lorsque a est assez
grand.

Or, I’écart des solutions :

1 . 1
s, sl = sup fea(,9) — s (. )| = sup | = sin(az)sh(ay)| = —gshay),  (111)

pour tout y > 0 fixé, peut étre arbitrairement grand quand a prend des valeurs suff-

isamment élevées.
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1. EXEMPLES DE PROBLEMES MAL POSES :

Ce probléeme n’est pas stable, donc , il est mal posé.
Considérons maintenant, le probléme de Cauchy qui consiste & trouver la solution de

I’équation:

Pu  O%u
W_l_@:o , 1 >0, —00 < x < +o00, (1.12)
vérifiant les conditions initiales :
u(a,0) = /() (113)
% = Lsin(nz), telle que n €N .

Il est claire que la solution de se probléme est la fonction:

u(z,t) = %sh(nt) sin(nx) (1.14)

Ou(z,0) | |1

“in

5 sin(nz)| < 2

Puisque ,

La quantité u(x, 0) sera partout aussi petite que I'on veut en module pour n suffisam-
ment grand.Or la formule (1.14) montre que la solution u(x,t) prendra des valeurs aussi
grande que 1’'on veut pour ¢t > 0 arbitrairement petit si n est assez grand.

Supposons qu’on a une solution ug(x, t) satisfaisant aux conditions initiales

u(x,0) = po(x)

Sulen) (1.15)
=i = ¢1(v)
La solution qui vérifiera les conditions initiales :
u(xz,0) = x
== = ¢(x) + -~ sin(nx)
sera la fonction :
1 .
u(z,t) = ug(z,t) + —sh(nt) sin(nz). (1.17)
n

On voit qu’'une petite perturbation des conditions initiales entraine une perturbation

aussi grande que ’on veut de la solution du probleme de cauchy.
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CHAPITRE

QUELQUES OUTILS DE
BASES D’ANALYSE :

Avant d’aborder les problémes inverses, nous aurons besoin de quelques outils mathéma-

tiques que nous traiterons en abréger.

2.1 Analyse Vectorielle:

2.1.1 Fonction Scalaire ou "Champ Scalaire" :

Un champ scalaire est une fonction de R™ dans R,ou n = 2 ou 3.
Définition 2.1.1 (gradient)

Soit f un champ scalaire défini dans R®. On appelle gradient de f et on note grad (f)

ou Vf (nabla de f), le vecteur :

of
ox

Vf= % (2.1)

af
0z
Exemples de champ scalaire:
- Paltitude;
- la température;

- la préssion.
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2.1. Analyse Vectorielle:

Définition 2.1.2 (dérivée directionnelle)

Soit V un vecteur unitaire de R3. On appelle dérivée directionnelle de f au point
My(zo, yo, z0) dans la direction de V' le produit scalaire V f(My) . V

On utilise souvent la notion de dérivée normale sur le bord d’un domaine 2 de R3.
Notons n le vecteur normal unitaire orienté vers ’exterieur du domaine €2 en chaque point

de son bord 9. On obtient 2 =V f.n

2.1.2 Fonction vectorielle ou champ vectoriel:

Définition 2.1.3 (champs vectoriel)

Un champ vectoriel est une fonction de R"dans RP, p > 1 généralement n et p sont
égaux a 2 ou 3.

Exemples de champs vectoriels:

- la force de gravitation;

- le champ électrique;

- la vitesse d’un fluide.

2.1.3 Opérateurs Différentiels:

Définition 2.1.4 (divergence)

Soit V' une fonction vectorielle de trois variables (z,y, z) définie sur un domaine €
de R3et a valeurs X, Y, Z.0On appelle divergence du vecteur V' et note div(V) ou V.V, le

scalaire :

, oX oY 0Z
dlU(V) =V.V = a_ZL’ + 3_y + 5 (22)
X
On écrit formellement [a%v 3%7 %] Yy | =(V.V)
A

Définition 2.1.5 (rotationnel)
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2.2. Espaces LPet Espaces de Holder:

On appel rotationnel d’'un champ vectoriel V' |, le vecteur :

[0z _ ov
oy 0z
— | ax _ oz
rotV = | X 82 (2.3)
oy 90X
| Ox oy
, _
B X
On écrit formellement : a% ANY | =(VAV)
0
52 I Z

2.1.4 Champs de gradients "laplacien":

Si V' est un champ de gradients c’est a dire si V' = grad(f) (on dit qu'’il dérive d’un
potentiel f ),la divergence de V est:
*f  Pf  0f

Af = div(grad f) = 92 + e + 9.2 (2.4)

Cet opérateur s’appelle le Laplacien et se note Af .

2.2 Espaces L’et Espaces de Hdolder:

2.2.1 Espaces [*(Q):

Soit € un ouvert de R™. Nous rappelons que L'(f2) est espace de fonctions intégrables
au sens de Lebesgue.

Pour f € L'(Q) , nous notons [ Fll 10y = Jo [f(@)] da .

Nous rappelons aussi que LP(£2) ,1 < p < oo est I'espace :

LP(Q)={ f:Q — R ; f mesurable et |f|" € L'(Q) } ,et que:

L>*(Q)={ f:Q — R ; f mesurable et il existe C>0 telle que |f| < C p.p.sur Q }.

Avec les notations : || f|| 1, q) = (f, \f\p)% sil<p<oo,

et || fll oy = inf{ C; |f| < C p.psur Q, il est bien connu que LP(Q2)

est un espace de Banach pour la norme ||.| , spour tout 1 <p < oo.
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2.2. Espaces LPet Espaces de Holder:

Pour 1 < p < oo ,nous notons p I'exposant conjugué de p ,c’est-a-dire % + z% =1,et

pour p = 1, nous posons p’ = oo .
Théoréme 2.2.1 (inégalité de Holder)[1]
Soit 1 <p < oo .Sife LP(Q) et ge LF(Q) alors

fg € LNQet | f9llr 0y < IFll ooy 91l (@ - (2.5)

2.2.2 Espaces LP(a,b; X) :

Soient X un espace de Banach et -oo<a<b<+o00.Une fonction f : [a,b] — X est dite

simple 8’1l existe Ey, ..., E,;, des ensembles mesurables de [a, b] et z1, ....., z,, € X tels que:

ft) = Z XE; (t);.

Nous dirons que f : [a,b] — X est mesurable s’il existe une suite de fonctions
simples (fx), fr : [a,b] — X jtelle que fr, — f p.p. sur [a,b].
Une fonction f : [a,b] — X mesurable est dite intégrable (au sens de Bochner) s’il
existe une suite de fonctions simples (f;), fr : [a,b] — X telle que lilgn fab f— fellx =0
Dans ce cas , [ f(t)dt est défini par : f;f(t)dt = lilgn fab fr(t)dt,

ou [ f(t)dt est défini de maniére naturelle.
Théoréme 2.2.2 [1]

[ : [a,b] — X mesurable est intégrable si et seulement si || f||, € L*(a,b).
Pour 1 < p < 0o, nous posons:
LP(a,b; X) ={ f :[a,b] — X intégrable telle que ||f| € LP(a,b)}.
Muni de la norme |||l = (IF1%)7 si p < oc.

et 111y gasy = WEC: [ (B)llx < C popsurla, b} si p = o,
LP(a,b; X) est un espace de banach.
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2.2. Espaces LPet Espaces de Holder:

2.2.3 Les Espaces de Hoélder :

Soit © un ouvert borné de R™.Pour 0<a<1 ,nous dirons que f € C°(Q) est Holderienne
d’exposant « si :
[/ = sup{ LI 2y € @, 2 # y} < o0,
Nous notons :
C(Q) = {f € C°(Q); [f], < oo} muni de la norme: || fllcam) = Ifllcog) + [fla-

Plus generalement Yk > 0 entier,nous définissons 1'espace C**(Q) par:

Ch(@) = {f € C*(@Q);0°f € C*(), 8 € N", 8] = k} .

Cet espace, muni de la norme
Hf“ck,a(fz) - Z HaﬂfH Z [aﬂﬂw
BEN™,|B|<k @ penn 8=k

est un espace de Banach.
Si T >0 est un réel donné et Q = Q x (0, T), C*2(Q) désignera I’espace des fonctions
f € C%Q) telles que :

[f]a

M)}
vl

:wp{[ﬂkﬂ—f@ﬁ)

: (1), (1,5) €Q | <>#w@}<@
=y |t = 5]

et pour k > 0 entier nous posons:

o]

CHHM3(Q) = {f € C*M(Q) ;0°09] f € C*3(Q),(B,7) € N x N, [8] + 27 = 2k} .
C%m’k*%(@) est un espace de Banach lorsque nous le munissons de la norme :

1fllges ) = > 10°07 £l ooy + > 007 f],.a.

(B:71)EN XN, |5l +27<2k (B7)ENXN,| 5] +27=2k .
2.2.4  Ouverts réguliers:

Soit 2 un ouvert borné de R" de frontiére I'.

21



2.3. Distributions:

Q est de classe C* si T est une variété indéfiniment différentiable de dimension (n—1)
) étant localement d'un seul coté de I'. C’est-a-dire Q est une variété a bord de classe
C°, de bord I'. Nous introduisons les notations :

Q ={y=('y) ER" xR |y <1, —1<y, <1},
Qi ={y=0" ) €Q; ya >0},
Qo={y=0" ) €Q; yn=0}.

D’aprés ce qui précede, si 2 est de classe C'*alors il existe Oy, ...., O, une famille
finie d’ouverts bornés de R"recouvrant I' telle que, pour chaque j, il existe p; un C'*°-
difféomorphisme de O;sur @ vérifiant: ,;(0;NQ) = Q4 et ¢;(O;NT) = Qp . De plus, si
O; N O; # @, il existe un homéomorphisme H;; : ¢, (0; N O;) — ¢, (0; N O;), de classe
C*et a jacobien positif, tel que ¢; = Hy; o p; sur O; N O;.

Si nous remplagons ¢; un C'*-difféomorphisme de O; sur () par ¢, est une bijection de
O; sur Q telle que p; et go;l sont lipschitziennes, pour tout j, alors {2 sera dit un ouvert
lipschitzien.

En modifiant la régularité des fonctions ¢;, nous devinons aisément comment définir

d’autres types de régularité de ouvert  : C*, C*“ k entier et 0 < a < 1,etc.

2.3 Distributions:
Définition 2.3.1

Soit 2 un ouvert non vide de R™. ¢ : 2 — C, le support de ¢ noté supp(p) est défini

comme suit: supp(y) = {z € Q/ p(z) # 0} .

Notation:

C : C’est I'ensemble des fonctions Indéfiniment Dérivables.

Pour K C Q compact, nous posons: Dk (€2) = {p € C®(Q);supp(p) C 2}.

D () est un espace de Fréchet quand il est muni de la topologie définie par la famille

de semi-normes: pr.,(p) = sup |0%(x)].
la|<m,zeK
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2.3. Distributions:

Soit D(§2) = UDg(2), la réunion étant sur la collection de tous les compacts K de
2. Nous notons que D(£2) n’est rien d’autre que espace des fonctions C*°(€2) qui sont a

support compact.
Théoréme 2.3.1 /3]

D(2) est dense dans LP(12).

Nous considérons maintenant D’(€2), le dual topologique de D(f2) ,le dual topologique
de D(92).C’est-a-~dire I’espace des formes linéaires continues sur D(€2).

Voici un critére simple qui permet de vérifier si une forme linéaire sur D({2) est con-

tinue.
Proposition 2.3.1 /3]

Une forme linéaire u sur D(Q2) est dans D’(£2) si et seulement si ,pour tout K C
compact,il existe une constante positive C' et un entier positif & tels que: |u(p)] < C

sup |0%(z)], ¢ € Dg(Q), ot a = (ai,....a,) € N désigne un multi-indice ,de
llz‘rfg;:gr o) = a1+ .. +

Si u € D'(2),nous définissons 0%u(p) = (1)l u(0%p), ¢ € D(Q).

Vu la proposition précédente il est clair que 0%u € D'(2).

Le plus souvent C*(€2) est noté €(2) ; Nous rappelons que £(2) est un espace de
Frechet quand nous le munissons de la topologie définie par la famille de semi-normes:
el = sup  [0%p(x)] 0t m parcourt N et K parcourt une famille dénombrable de
compact Cllc(;llgs:aﬁ}s( dont la réunion est égale a €.

Nous pouvons montrer que €’'(2), le dual topologique de £(£2), s’identifie au sous-espace

de distributions de &’(R™) qui sont & support compact dans §2.

Pour plus de détail sur la théorie des Distributions, il est conseillé de consulter : [3].

2.3.1 Produit de convolution :

Pour k > 0 entier ,I’espace des fonctions de C*(R™) a support compact est noté C*(R™).
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2.3. Distributions:

Le produit de convolution d'une fonction f € C?(R") et g € L;,.(R™) est donné par :

(f*g)( / flx— (2.6)
Un résultat classique congernant ’effet regularlsant du produit de convolution est:
Théoréme 2.3.2 /5]

Soient f € C*(R") et g € L}, .(R"),alors f*xg € C*(R") et 9*(f*g) = 0“f*g ,a € N,
af < k.

Si de plus g € CY(R™), alors f*g € CFTYR™) et 9°PP(fxg) = 0%f x0%g, o, € N"
Jol < ket |8 <1

Théoréme 2.3.3 /3]

Soient u € D'(R™) et v € &/(R™).Alors il existe un unique élément de D’(R™),noté u * v
tel que:
(uxv)xp=ux(v*p), peDR").

2.3.2 Transformée de Fourier :

La transformée de Fourier d’une fonction f € L'(R") est donnée par:

Fi(e) = [ (wpdn g € R @)

Soit S(R™) I'espace des fonctions C*° & décroissance rapide a U'infini. C’est-a-dire:
S(R") = {(,0 € C*(R"); |m|liri1w$086¢(x) =0, a,f € N”} :

Dans la suite , nous utiliserons 'opérateur de dérivation D; = —i0; .

L’espace S(R") est bien adapté pour la transformée de Fourier .En effet ;nous avons

le :

Théoréme 2.3.4 [3]
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2.4. Espaces de Sobolev :

L’opérateur ¢ — Fp est un isomorphisme de S(R") sur S(R™) qui vérifie:
F(Djp) =& Fp et Flrjp) = —D;Fy

et nous avons la formule d’inversion: F2p = (27)" ¢ , ot ¢(-) = @(—-).

Proposition 2.3.2 /3]

Soient ¢, ¢ € S(R™). Alors: /]:gé?l/) /907'—¢

RTL

/wﬁ = 20" [Fo Fu,
R® R™

Flo*1h) = FoFi,
F (o) = @2m) " Fox Fi.

Siu € S'(R™), nous définissons Fu comme étant 'unique élément de S’(R™) qui vérifie:

Fulp) =u(Fep) , ¢€SR).

Nous définissons u € S’(R™) comme P'unique élément de S’(R™) tel que u(yp) = u(p),
p € S(R™).

Théoréme 2.3.5 [3]
f e SR — Ff e S(R") se prolonge en un isomorphisme sur L*>(R™). De plus, nous

avons la formule de Parceval:

/fg @r) ™" [ Ff Fg. f.ge L*R).

Rn) R

Théoréme 2.3.6 /3]
a/ Siu € e'(R") et v € S'(R") alors u*xv € S'(R") et F(u*v) =Fu Fo.

b/ Si p € D(R") et u € S'(R™) alors F(pu) = (27) " Fp * Fu.
2.4  Espaces de Sobolev :

2.4.1 Les espaces H’ :

Nous rappelons que S’'(R™) est I’ensemble des formes linéaires continues sur S(R").
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2.4. Espaces de Sobolev :

Soit s € R,
R ={ueS®); (1+|f) Fue LR}

avec [¢[* =& + &+ 8

n

N|=

Cet espace est muni d’une norme défini par ||ul, = /(1 +1€P) |Fu©))?de |

n

cette norme est déduite du produit scalaire sur H?,

Rn
préhilbertien.

V s € R, H? est un espace de Hilbert.

Démonstration:
Il suffit de montrer que H® est complet.
Soit (u;); une suite de Cauchy de H* <

Ve >0,3n(e) € N,Vp, g > n(e) : [lup, —ugll, < e
o=l < e [ (1 1) 1F ) — Fuy©) d < €
Rn

= ((1 + |§|2)% Fu; ({))j est de Cauchy dans L?, et comme L? est complet alors il

existe Fug € L? telle que (1 + |§|2)% Fu;(§) — Fug dans L2,

c’est-a-dire:

Ve > 0.30(c) € NYp 2 (0), [ (1+16)" 1Fun(6) - Fua(©)f de <

R™

(1+[€%) " Fuo(€) € S s0it v € S telle que Fu(€) = (1+1¢]*) " Fup(€), alors :

Ve >0,3n(c) € N,Vp > n(e),/ (L+ €)1 Fu;(§) = Fo(§)* d¢ < €,
Rn
d’out u; converge vers v dans H°.

Théoréme 2.4.1 [1]

i/ H*(R™) s’injecte continiment dans H*(R™) si s > ¢ .
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2.4. Espaces de Sobolev :

ii/ D(R") est dense dans H*(R™),pour tout s.
iii/ H°(R") = L*(R") étant identifié avec son dual ,nous avons ,pour tout s >0

,(H*(R™))" coincide algébriquement et topologiquement avec H—*(R") .
2.4.2 Les espaces WP :

Soit © un ouvert non vide de R" de frontiére I'. Partant du fait que L} .(Q2) s’injecte
dans D'(Q2) pour m € Net p € [1, 400,
nous définissons WP (Q) par: W™P(Q) ={ f € LP(Q); 0°f € L*(), a € N, |a| < m}.
Remarque:
Sim =0, Wo(Q) = LP(Q).
Sip=2, Wm2(Q) = H™(2),qui est un espace de Hilbert.
W™P(Q) qui est muni de sa norme naturelle:

1 by = Z 0% ]| 1s(q) » st un espace de Banach.

laf<m

Théoréme 2.4.2 [1]

Soit © un ouvert borné de R” et si W, ”(Q) est la fermeture de D(Q) dans W'?(Q),
alors :
i/ WlP(Q) s'injecte contintiment dans L7 () pour p ( n et dans C°(€) pour p ) n.
ii/ Il existe une constante ¢ = ¢(n, p) telle que,¥ u € Wy () :
I, ) < AVl 552
s ] < |01 [Vl 51 ) 7.

Théoréme 2.4.3 [1]

Soit 2 un domaine borné de R” de classe C%!.

i/ Simp (n = WmP(Q) sinjecte continiment dans LP" (Q), avec p* = 2 et
I'injection de W™P(Q)) dans L?(2) est compacte pour tout ¢ ( p*.

i/ Si0 <k (m—=2(qg+1,k entier, alors W™?((2) s’injecte continiment dans
CH(Q), a =m — » — k, et 'injection de W™ () dans C*B(Q) est compacte pour tout
p{a
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2.4. Espaces de Sobolev :

Nous rappelons aussi le théoréme de trace:
Théoréme 2.4.4 [1]

Nous supposons que € est borné et de classe C* k& > 1.Alors 'application :
D(©) — (D(I))*

u— (u, Oy, ..., 057 u)
k-1
se prolonge en une application encore notée H*(Q)) — H H+=i—3 (),
7=0

u — (u, Oy oy 85_11@)
linéaire continue. Cette application est surjective et il existe un relevement linéaire
continu:

k—1
R:g=(go,..c,gi—1) € [[H*73(I') > Rg € H*(Q)

=0
tel que: ¥ Rg=g;,0<j<k—1.

Théoréme 2.4.5 [1]

Soit € un ouvert quelconque . Si u € H'(Q) alors u™ = sup(u,0), u~ = sup(—wu,0),

lu| = ut +u” € H'(Q),et Vut = X Vu, Vu~ = X Vu-

2.4.3 Les espaces H"(a,b; X) :

Soit X un espace de Banach et —oco < a ( b < +00.Nous appelons distribution vectorielle
sur (a,b) ,toute application linéaire continue sur D(a,b) dans X. C’est-a-dire:
D'(a,b; X) = L(D(a,b), X).
Soient u € D'(a,b; X) et k > 0 entier .L’application ¢ — (—1)" u(p®), p € D(a, b),définie
alors une distribution que nous notons u®.
Pour k > 1 entier nous définissons H*(a,b; X) comme suit:
H¥(a,b; X) = {u € L*(a,b; X) ;u’ € L*(a,b;X), j=1,....k}.

1
2

k
H*(a,b; X) est un espace de Hilbert pour la norme [[ul| 4, biX) = (Z [|u?) H;(a b.X)>
=0
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2.4. Espaces de Sobolev :

Quelques formules d’intégration par parties:

Soit © un ouvert borné de classe C*, de frontiére I'. Une premiére formule classique

d’intégration par parties est :

/aiuv = —/u@iv + /uvvi , u,v € HY(Q). (2.8)
Q

Q r

De cette formule se déduisent aisément les suivantes :

/Auv = —/Vu.VU + /&,uv,u € H*(Q) et v e HY(Q), (2.9)

/(Auv — ulAv) / (Oyuv — ud,v) , u,v € H*(RQ). (2.10)
Q T

et ,siQ=0x(0,7T), > =Ix(0,T),

/(A—@t)uv—/u(A—Fat)U:/(E%uv—u@vv)—/[u(.,T)U(.,T)—u(.,O)U(.,O)] (2.11)
Q b))

Q Q

pour u ,v € L?(0,T; H*(Q)) N HY(0,T; L*()).

2.4.4 Espaces de type Hnx :

Soit 2 un ouvert borné de R, de frontiere I'.Nous définissons I’espace Ha (§2) comme suit

HA(Q) ={u e HY(Q); Au € L*(Q)}. Muni de la norme

[NIES

il iy = (Nllncoy + 1800 2y )™

Ha() est un espace de Hilbert.

L’intérét de cet espace réside dans le Théoréme suivant:
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2.4. Espaces de Sobolev :

Théoréme 2.4.6 [1]

Nous supposons que € est de classe C*.
(1) (théoréme de trace), Papplication 8, : C1(Q) — C(T') : u — dyu,r se
prolonge en une application continue, encore notée 9,, de Ha(2) dans H —3 ().

(2) (Formule d’intégration par parties) pour tout u € Ha(Q) et v € HY(Q) :

/Auv = —/VU.VU + (Oyu, v)H,%(F) .
Q Q

2.4.5 Inégalités de Poincaré:

Soient £ € R" [(| =1, a,b€ Ret d=0b—a. Nous posons m4(§) = {z € R"; a ( x.£ ( b}

et nous dirons que () est une bande d’épaisseur d dans la direction &.
Proposition 2.4.1 (inégalité de Poincaré)[4]
Soit © un ouvert de R"tel qu'il existe une bande m4(§) avec 2 € m4(§). Alors
2 d’ 2 1
[0y < 5 11Vl a0 v € HY(Q). (2.12)
Dans le cas d’'un domaine borné, nous avons I'inégalité de Poincaré suivante:
Proposition 2.4.2 [/]

Soit 2 un ouvert borné de R"et A;(2) la premiére valeur propre du Laplacien-Dirichlet.

Alors:

1
M (Q)

lulz2) < IVl 72y  Yu € Hg(S2). (2.13)
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2.5. Généralités sur les Equations aux Dérivés Partielles (EDP):

2.5 Généralités sur les Equations aux Dérivés Par-
tielles (EDP):

Une EDP est une relation entre une fonction de plusieurs variables et ses dérivées:

=0, oumestle
degrés de 1’équation.

Le probléme est posé sur un domaine Q C R%(z € ), et les indices 4 varient entre 1
et d. On note 09 la frontiere de Q2 : 90 = Q/ Q.

On dit que u est solution de I’équation aux dérivées partielles dans 2 C R? si, aprés
substitution de u et de ses dérivées partielles ,F' s’annule pour tout x € €.

L’ordre n € N d’une équation aux dérivées partielles est celui de la dérivée partielle
d’ordre le plus élevé.

Une équation aux dérivées partielles est dite linéaire si I’ est linéaire par rapport a u
et ses dérivées partielles .

Une équation aux dérivées partielles d’ordre n est dite quasilinéaire si F' est linéaire

en toutes les dérivées partielles d’ordre le plus élevé,c’est-a-dire d’ordre n.

PROPRIETES:

1- Si uq et ug sont deux solutions d’'une équation aux dérivées partielles linéaire homogéne
,alors pour «; et asy des réels quelconques , aju; + asus est aussi solution ;

2- Si uy, est solution de ’équation linéaire homogéne et wu, est solution de ’équation
linéaire non homogene ,alors u;, + u, est solution de I’équation compleéte.

La solution générale d’une équation aux dérivées partielles est celle qui permet de
trouver toutes les solutions de ’équation en donnant des valeurs particuliéres aux fonctions
arbitraires.

Pour trouver des solutions particuliéres d’une équation aux dérivées partielles ,a par-
tir de la solution générale ,on va imposer des conditions restrictives sur ’ensemble des
solutions .

Les contraintes les plus fréquentes sont :
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2.5. Généralités sur les Equations aux Dérivés Partielles (EDP):

1/ Conditions initiales: Si u est fonction de (z,¢) € R? x R on donne :

u(z,ty) = ¢po(x) on % = ¢,(r), on parle aussi de conditions de Cauchy.

2/ Conditions au bord: Si u est fonction de z € Q C R? on a trois types de
contraintes:

- Conditions de Dirichlet ou u est fixé sur le bord de Q2 : u/s, = g ;

- Condition de Neumann ot la dérivée normale de u est fixé : Z—Z Joa =9 ;

- Conditions de Robin ot Mixtes : c(z)u+ c(z)% = g sur 99 ;

si g = 0 on a des conditions homogenes au bord .

3/ Conditions a Vinfini: Si Q n’est pas borné on a des conditions de la forme

u(x) ~ ¢(z) quand o] — o0 ot [Jull, { oo .

4/ Conditions sur les interfaces: Si Q= Q,UQ, ,avec Q N Qy = 90 NN,
,et si 'on a déterminé u sur 21et €y ,alors pour pouvoir définir u sur §2 on a des conditions

sur u ,resp. g—z,sur 0 N Oy,.

La forme générale d'une équation aux dérivées partielles linéaire,scalaire,d’ordre deux

est :

au + c¢.Vu+ div(AVu) = f. (2.14)

ot a:Q—=R, c:Q—=RY A:Q =R et f:Q — R sont les coefficients de
I'EDP. Dans le cas ou u est scalaire (d = 1) et les coefficients sont constants ,on obtient:
D?u 0*u Pu  Ou  Ou

02 T Panay TV g gy U= (2.15)

,ou a,fB,v,0 ,e ,& sont des scalaires.

«

On dit que ’équation (2.15) est :
- Elliptique si 8% — 4ay ) 0 ;

- Parabolique si 8% — 4ay =0 ;
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2.6. L’analyse numérique des EDP :

- Hyperbolique si 5% — 4ay (0 .

Il est plus important d’avoir en téte des exemples d’EDP appartenant & chacune de ces
classes ,plutdt que d’essayer a chaque fois de formaliser dans le détail cette classification.

Quelques exemples:

a/ Equation Elliptique:

I'équation de Laplace ( ou Poisson ) posée sur Q :  —Au = f.

b/ Equation Parabolique:

I’équation de la chaleur posée sur Q =R, x Q) : ou — Au = f.

¢/ Equation Hyperbolique:

I’équation des ondes posée sur Q =R, x Q : Opu — Au = f.

2.6 L’analyse numérique des EDP :

Pour aborder le calcul numérique des solutions d’un probléme réel, on passe par les étapes
suivantes :

1- Description qualitative des phénomeénes physiques. Généralement cette étape est
effectuée par des spécialistes des phénomeénes que 'on veut étudier

(ingénieurs,biologistes,chimistes,.....);

2- Modelisation. II s’agit , a partir de la description précédente, d’écrire un modéle
Mathématique. On supposera ici que le modele ameéne a un systeme d’EDP;

3- Analyse mathématiques. Méme si I'on ne sait pas trouver une solution explicite du
modele, il est important d’en étudier les propriétés mathématiques, dans la mesure du
possible;

4- Discrétisation et résolution numérique. Un probléme posé sur un domaine continu
(espace-temps) n’est pas résoluble tel quel par un ordinateur, qui ne peut traiter qu'un
nombre fini d’inconnues. Pour ce ramener & un probléme en dimension finie, on discrétise
I’espace et / ou le temps;

5- Analyse numérique. Une fois le probléme discret obtenu, il est résonnable de se

demander si la solution de ce probléme est proche, et en quel sens, du probléme continue.

33



2.6. L’analyse numérique des EDP :

De méme, si on doit mettre en oeuvre une méthode itérative pour le traitement des
non-linéarités, il faut étudier la convergence de la méthode itérative proposée;

6- Mise en oeuvre, programmation et analyse des résultats.

2.6.1 Principales méthodes de discrétisation :

Il existe plusieurs méthodes de discrétisation ,parmis les plus connus, nous citons :
- Méthodes de différences finies et volumes finis;
- Méthodes variationnelles, méthodes d’éléments finis;
- Méthodes spectrales.

Dans ce présent travail ,on s’interessera aux méthodes des différences finies.

Présentation de la méthode de différence finis :

La méthode de différences finies permet de calculer une approximation de la solution d’une
équation aux dérivées partielles en des points qui sont distribués sur une grille. L’objectif
est alors de construire des approximations des dérivées des fonctions intervenant dans I’
EDP a l'aide de valeurs discrétes de celle-ci,par le biais de formules de Taylor.

Utilisons d’abord cette méthode pour un exemple simple d’un probléme elliptique en
dimension 1 :

On considére le probléme unidimensionnel :

(2.16)

ou feC(0,1]).

Les conditions aux limites considérées ici sont dites de type Dirichlet Homogéne.Cette
équation modélise par exemple la diffusion de la chaleur dans un barreau conducteur
chauffé (terme source f) dont les deux extrémités sont plongées dans de la glace.

lere étape: choix de la discrétisation,maillage.
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2.6. L’analyse numérique des EDP :

Soit (21),—o.. n.iune subdivision de [0, 1] ,avec 19 = 0 ( @1 ( 22 (..oo..( Zng1 =1
pour ¢ = 0,..., N , on note h; = ;.1 —x; et on définit le pas du maillage par h = max
1= ARG
h;. Pour s’implifier les choses ,on prend un pas constant h; = h V i.La premiére étape de

discrétisation consiste a remplacer le probléeme (2.16) par:

(2.17)

2éme étape: construction d’un schéma numérique.
Maintenant,effectuons un développement de taylor en z; :

(i) = w(w:) + b () + B () + 220 (@) + 50D (&)),

u(ria) = wlw) — b () + S (2;) — %3“(3)(5Ui) + Bu®(n,), avec & € [ri,mi4],
n; € [zi—1,x;], en additionnant ,on obtient :

u(zi) +ul(zi1) = 2u(x;) + b2 (z;) +0(h?) ,d’ou —u”(z;) peut étre approcher par le

w(zs) —u(@i—1)—w(®it1)
h2

quotient différentiel suivant : 2 ,et on obtient le probléme discret suivant

: trouver uq,....,uy € R tels que :

ug = uny1 =0

avec les notations : f; = f(x;), u; = u(x;).

Dans notre cas le schéma sera dit centré car il fait intervenir ¢ — 1 et ¢ + 1, d’otl une
symétrie par rapport a l'indice i.

3éme étape : passage au probléme matriciel.

On va écrire (2.18) sous forme d’un systéme matriciel.On posons U, = (u, ...... ,un)t
et on prenons en compte les conditions aux limites ug = uy,1 = 0, le probléme (2.17) est

équivalent au systéme suivant:

AU, = F, (2.19)
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2.6. L’analyse numérique des EDP :

avec U, =
2 -1
-1 2
0 -1
Ay=75
0

Uy fl
et A, € RVYN [, € RN tels que F), = , et

un fN
0 0
-1 0 0
2 -1 0
-1 0
-1 2 -1
0o -1 2

*Le systéme A,U;, = Fj, admet une unique solution, en effet ,

La matrice Aj est évidemment symétrique (A}, = Aj),montrons qu’elle est définie

positive :
U1
Soit v =
UN
v AR = & (
rU = n2 Uty -enn

, on posons vy = vy = 0, calculons v'Apv = (Ayv,v),

U1

,UN) Ay, . = h_12 sz\] Ui(zvi — Vj—1 — Ui+1>

UN

1 i=N i=N i=N
2
= ﬁ E 2Ui —+ E —V; V-1 + E —ViViq1 | ,
=1 =1 =1

on change d’indice pour le dernier terme,on trouve
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2.6. L’analyse numérique des EDP :

1 i=N =N j=N+1
t 2
v Ah’l} = ﬁ E 2'UZ~ + E —V;V—1 + g —U; 105 | ,
i=1 i=1 j=2

or:
i=N i=N i=N
t 1 o, 1 1 2
vg = vnyp1 = 0,0 Apv = =l E 207 + g =201 = E 2u; — 2001
h? 4 h? 4 h? 4
=1 =1 =1
i=N i=N
2 _ 2 2
( remarquons que v = vi g | +ow)
i=1 i=1
D’ou

i=N i=N

Vi AR = % Z (vf + vf,l — 2vivi_1) + v?\, =72 Z(vz — Ui—1)2 + v?\,,
i=1 '

on a bien v'A,v >0, Yo = (vq, ....,vy)" € RV,

Il reste & vérifier que si v!A,v = 0 alors v = 0, en effet :

VA =0= Zzzjlv(vz — v )2+ 2 =0= v, —v;1 =0Viet

IN=0=v=1vy=... =0y =Uny1 =V = 0.

Puisque v' Apv > 0,Vv et v' Ao =0 = v = 0 ,alors A;, est définie positive.

Donc Ay, est inversible, ce qui entraine ’existence et I'unicité de la solution du systéme
AUy = F.

Maintenant ,il reste & voir si on a la convergence de U}, vers u et en quel sens 7
Définition 2.6.1 (erreur de consistance)

On appelle erreur de consistance (R) d’un schéma numérique la quantité obtenue en
remplagant I'inconnue par la solution exacte u dans le schéma numérique. En particulier
,pour le schéma (2.18),on a R = A,U — F},.Ainsi l'erreur de consistance r; au point z;
(i—éme coordonnée de R) est donnée par :

- 2u(z;) — U(x;;l) —u(@i) F(0). (2.20)

L’erreur de consistance r; est donc l'erreur qu’on commet en remplacant ’opérateur

—u’ (z;) par le quotient différentiel 24— ulrie),
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2.6. L’analyse numérique des EDP :

Définition 2.6.2 (ordre d’un shéma)

On dit qu'un shéma numérique & N points de discrétisation est d’ordre p € N g’il
existe une constante ¢ € R, indépendante de la solution exacte , telle que 'erreur de
consistance satisfasse: E?X |7’§V| ( ¢ h?, ou h est le pas de maillage défini déja (h = Jnax,
n). ST

On dit qu’un shéma de discrétisation est consistant si

lim max|r;] =0 (2.21)

Si la solution exacte u de (2.16) vérifie u € C*([0;1]) alors le schéma (2.18) est consis-
tant d’ordre 2. Précisément ,on a :
Iri| < }11_; sup |u(z)|, Vi=1,...,N.
z€[0;1]
Démonstration:
Par développement de Taylor ,on a :
w(tin) = u(w) + h' (23) + S () + 2u® (2;) + Bu®(E,), on & €[0,1] et
w(zio1) = ulwy) — ' () + B (25) — Bu® (2;) + Lu®(n,), oun, € [0,1].
En additionnant ,on obtient :
g (i) + u(wior) = 2u(@) = o (2:) + 55 (W (E) +u®(m)),
ce qui entraine que & (u(zis1) + u(ri ) — 2u(z) — o (z) = E@OE) +u®(n),
or comme u est la solution exacte de (2.16) on a —u" (z;) = f(x;)
donc r; = %(u(@(ﬁi) +u®(n,)) dou |r;| < }ll_;zsel[lopl} [u® ()|, Vi=1,...,N.
Le shéma numérique (2.18) est stable pour la norme ||| définie par [|U|| =

max {|U;| /i=1,..,N }.En particulier , A;, satisfait : HA;IHOO < 3.
Définition 2.6.3 (erreur de discrétisation)

Pour un schéma numeérique A U, = F}, du probléme (2.16),0n appelle erreur de
discrétisation (ot de convergence ) le vecteur e € RY dont les coefficients sont : e; =
w(z;) —u; ,Vi=1,...,N ,ou u est la solution exacte de (2.16). De plus ,on dit que
le schéma numeérique converge en norme ||| si 'erreur de discrétisation tend vers 0 en

norme ||.|[lorsque le pas h tend vers 0.
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2.6. L’analyse numérique des EDP :

Soit u la solution exacte de (2.16).
On suppose u € C*([0;1]), soit U, la solution du schéma numérique (2.18)
alors I'erreur de discrétisation satisfait ||e|| < % |u® HOO :
Le shéma est donc convergent en norme ||.|| et est d’ordre 2.
Démonstration:
Onpose U = (u(zy), ....,u(xn))". Alors ,|le|| ., = [U — Usl|, ,de la définition de I'erreur
de consistance R, on a R = AU — F), = Ap(U —Uy) car AUy, = Fy, doa U — U, = A,;lR
et d’aprés le lemme et la proposition ci-dessus: on obtient

lelloe = 4 Bl o < 1143 - 1Bl = G [l

oo’

Remarque:

L’ordre de convergence du schéma est important pour comparer différents schémas.
Le pas h étant petit (donc inférieur a 1),la quantité h? est d’autant plus petite que p est
grand .Ainsi 'ordre de convergence d’un schéma détermine sa vitesse de convergence.

Cas de dimension supérieure a 1 :

Le principe est le méme que celui de la dimension 1, la seule différence réside dans
I’écriture. On traitera le cas de la dimension 2, le cas de dimensions supérieures se traitent
de maniere analogue.

On cherche a résoudre numériquement le probléme :

—Au = f dansQ = (]0,1[),
u =0 surdf,

(2.22)

ot u = u(zr,y), A =07+ 07 et 0 est le bord de Q.
On commence par définir un maillage de 2. On pose z; = ih et y; = jh ou
0<i,j<N+1letNeN.

On détermine u; ; qui approche u(z;,y;). Par le développement de Taylor ,on a:

Opul;,yy) = M2 Guiina i) 4 (1),

a§U<xi,yj) = “(ffi:yj+1)*2U(iz‘2:yj)+U(:viyyj71) +O(R3).
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2.6. L’analyse numérique des EDP :

Un schéma numérique possible est alors de considérer 'approximation suivante de

AU(%Z‘, y]> .

A o —Aug jtuigr o1 U g1 -1
hls 5 = 72 .

Le probleme discrétisé est : trouver u; ; tels que :

—Apu; s = fi,y; our 1<i,j <N
i = f(2i,y5) p j (2.23)
Uoj = UN+1,j = Ui0 = Uy, N+1 = 0 pour 1 S ’l,j S N.
Ensuite,on écrit (2.23) sous forme matricielle,on posons
Up = (U11y ooy WIN, U1y ooy U -y Uy ) E - Alors le probléme discrétisé s’écrit:  ApUj, =
Fh 9
ou A, € RV XN? o F, € RM* sont donnés par :
B C 0 .. . 0
c B C .. .0
A, — _h_12 L ot
C
o . . .. C B
Fh = (f(xbyQ) PIREERR f(mlayN)a f(x%yl)a sy f(ij?yN))t
-4 1 0 . . . . . 0
1 -4 1. ... . 0
avec B = . . e RVN ot C =1y € RVXN |
1
0 .. . . . .1 —4

Tout les résultats de consistance ,stabilité et convergence du cas de la dimension 1

s’adaptent sans modifications majeur.

Remarque:

Quand la fonction u de I'edp dépend du temps ,exemple ’équation de chaleur quand
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2.6. L’analyse numérique des EDP :

peut écrire :

Su(z,t) - uaa—;u(x,t) =01t>0, >0 ,onxel0,1],t) 0 ety une canstante.
Pour discrétisé le domaine [0 , 1] x R* , on introduit un pas d’espace h = Az = % ) 0 et
un pas

k= At = 1) 0avec N et M deux entiers positif. On obtient un maillage régulier,

en définissant les noeuds (z;,t;) = (ih, jk) on 0 <i < Net0<j <M.
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CHAPITRE

3 REGULARISATION
DES PROBLEMES MAL
POSES:

Longtemps,on a pensé que I’étude des problemes mal posés n’avait pas d’intérét et
que tout probléme mathématique "vrai" devait vérifier les trois conditions d’Hadamard
(c’est-a-~dire l’existence d’une solution ,son unicité et la stabilité de celle-ci vis-a-vis de
petites perturbations des données du probléme).En fait ,J.Hadamard a proposé de classer
les problémes selon qu’ils soient bien posés ot mal posés. Il a suggéré que les problemes
mal posés soient reformulés si possible en problémes bien posés et que seuls ces derniers
pouvaient étre traités mathématiquement. Malheureusement dans la pratique cette re-
formulation n’est pas toujours possible. Il faut donc trouver une méthode qui dépende
d’hypothéses réalistes stabilisant la solution du probléme . Une telle méthode est dite de
régularisation.

Pour régulariser un probléme mal posé ,on distingue deux types de méthodes:
Méthodes directes:

Il existe plusieurs méthodes ,comme :

- méthode des Moindres Carrés;

- méthode de la Décomposition en Valeurs Singulieres (SVD);
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3.1. Méthode des moindres carrés:

- méthode de Tikhonov ( proposée en 1976 avec Arsenin ).
Méthodes itératives:

Comme :

- méthode de Landweber (1951) , voir [5];

- méthode du gradient conjugué, voir [5].

Les méthodes itératives sont utilisées pour les problémes de grande taille,car souvent
aprés la discrétisation on obtient des matrices creuses.Ces méthodes consistent & chercher
des suites de solutions approchées qui convergent vers la solution voulue.Mais dans la
pratique, on se retrouve dans des situations ou il faut aussi régulariser le processus itératif

quand la suite construite ne converge pas vers la solution du probléme.

3.1 Méthode des moindres carrés:

Considérons une matrice A € M,,x,(R) et un vecteur b € R™ ,nous cherchons un vecteur
x € R™ solution du systeme :

Az =10 (3.1)

Il est connu que dans le cas m ) n ,ce systéme n’a en général pas de solution et méme
si la solution existe ,elle ne sera pas unique. Mais dans la pratique, on doit privilégier une
solution et on doit choisir x de fagon a ce que Az soit le plus proche possible de b.

La méthode des moindres carrés consiste & minimiser le résidu ||Az — b, ,telle que
|||, est la norme euclidienne de R".

Soit A € Myxn(R) et b € R™ donnés. On appelle probléme de moindres carrés le
probléme :

min || Az — b||3 (3.2)

z€R™

On notera z la solution de ce probléme .
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3.1. Méthode des moindres carrés:

Explicitons la fonction & minimiser ,

On pose: E(z) = || Az — b||3

E(z) = (Az—b)' (Az —b) = ' A'Ax — b Az — o' A% + ||b];

Le probleme de moindres carrés peut donc se reformuler en :

min J(z) = 2'Gx — 2h'z

z€R™

ou G = A'A est symétrique et h = Ab est un vecteur donné.
On appelle fonction quadratique une fonction J : R” — R ,de la forme :
J(z) = 2'Gx —2h'z ,ou G est une matrice n X n symétrique et h est un vecteur donné
de R".
Rappelons que si J : R — R, contintment dérivable,admet un minimum z € R, alors
J'(z) = 0.

De méme soit J : R — R contintiment dérivable, alors :

J(x) < J(z) VreR"= VJ(z)=0, V opérateur gradient.

Calculons le gradient de J :

_ _(8J aJ aJ
On a J(x) = 2'Gx — 2h'z, VJ(x) = (8—331, e %>
Développons la fonction J : J(z) = > " x:(Gx); — 20, hixy,

et a% (Gx)z = %(Z?:l gz‘j%‘) = ik = Gki-

Donc a% = (Gx), + >0 Tigri — 2h, = (Gx), + (Gx), — 2hy = 2(Gx), — 2Ny,
d’ou le résultat: VJ(z) =2(Gx — h).
et la solution 7 du probléme de moindres carrés vérifie donc nécessairement G T = h,

d’otl :

At Az = A'b (3.3)
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3.1. Méthode des moindres carrés:

L’équation (3.3) est dite équation normale.

a/ Quand m = n et A est inversible ,donc il existe un unique minimisateur x = A~1b
.Dans ce cas, un PMC est équivalent & la résolution d’un systéme linéaire.

b/ Quand A n’est pas inversible ot m # n (c’est-a-dire lorsque on est en présence
d’un systéme surdéterminé ou d’un systéme sous déterminé) alors la méthode des moindre
carrés permet de généraliser la résolution du systéme.

¢/ Toute solution d’un systéme (3.1) est solution du PMC. La réciproque est fausse.

Soit A € Myxn(R) et b € R™ un vecteur donnés, si ’'on suppose que la matrice A est
de rang 7 ,le probléme de moindres carrés min,cg» || Az — b||5 ;admet une solution unique
T donnée par :  A'AT = A'b .

Démonstration:

On remarque tout d’abord que si A est de rang n, alors G = A'A est définie positive.

En effet: 2'Gz = ]|Ax||; >0 Vax € R" d’autre part puisque le rang de A est n, alors
la dimension du noyau de A est nulle donc 2'Gx = 0 < ||Ax||§ =0 Ar=02=0.

La matrice GG étant définie positive, elle est inversible, donc il existe une unique solution
o verifiant A'Ar = A'b < G = h.

Montrons maintenant que Vo € R", v # x = J(x) ) J(z) ( c’est-a-dire est-ce-que x
réalise le minimum de J ?)

Posons y = z— , on a donc y # 0.

J(i+y)=(F+y)G (F+y)—20(7+y)=3C7% + 4y Gy+27Cy
—2hty — 2htT |
— G Yy Gy +2AGT—h)ly—20F =yt Gy + TG i— 2h 7,
et puisque Gz = h, d'ot: J(z+ y) = J(z) + y'Gy.

Puisque G est une matrice définie positive, et que y # 0, on a y* G y ) 0, et donc
J(x+y)) J(x),Vy € R", y # 0, ce qui montre que z réalise le minimum de .J .

Soit Im(A) = {y € R"/dzx € R",y = Az} . Alors le probléeme de moindres carrés

Ar — ng signifie que ’on cherche dans I'image de A 1’élément le plus proche de

minxeRn

b. Il se formule donc comme un probléme de projection orthogonale de b sur le sous-espace
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3.1. Méthode des moindres carrés:

= ol

Smfmid;

Figure 3.1.1 : Fig 3.1 - Projection de b sur Im(A) -

vectoriel Im(A). Si on appelle 7 la solution de ce probléme, on s’attend donc a ce que le

résidu r = b — Az soit orthogonal & Im(A). Voire la figure ci-dessous :

Proposition 3.1.1 /2]

Soit & € R™ une solution du probléme aux moindres carrés. Donc: Vy € R, ||Ax — b||§ <
2
[ Ay — bl
Exemple:(Régression Linéaire)
Soit (A):  y(t) = a+ St une droite, nous cherchons a faire passer cette droite par

un ensemble de points expérimenteaux (¢; , ¥;)i=1, m -

1 tl Z/l
]_ t2 y2
«
L’écriture matricielle nous donne: o =
g
1 t, Ym
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3.1. Méthode des moindres carrés:

1
1 ts
] ) 1 1 1 «
Ecrivons I’équation normale:
i1 1o tm B
1 tn
hn
Y2
1 1 1
t 1y t,
Ym
~ =

ZZ‘L ti Z:il tzz 5

le dernier systéme a pour solution :

m Yot o ( > ity Vi
a

- n ™ ogyi—my t N
= y—pfFt BZM ol
Skt —mt

y =3 = =0

Notons que la droite obtenue passe par les moyennes < t ,y}) :

3.1.1 Conditionnement des problémes de moindres carrés:

Le conditionnement d’une matrice rectangulaire A est :

01
cond (A) = — (3.6)

0-71
Dans la pratique,les coefficients du vecteur b ot ceux de la matrice A sont bruités par
des erreurs dlies aux mesures expérimentales en général. Alors la sensibilité du probléme
des moindres carrés liée aux variations de b et de la matrice A est donnée par le théoréme

suivant:
Théoréme 3.1.1 [6]

Soit A € M,,x,(R) une matrice de rang n et soit x € R™ la solution du probléme

Ax =b.
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3.1. Méthode des moindres carrés:

Notons r = Az —b le résidu. Enfin ,soit 7 la solution du probléme des moindres carrés:

(A+6Aﬁ%—@+5®m.

mingcgn

Alors on a la majoration :

o2 sAl, 18] 4]
2 < cond(A) <H 2 2) + cond(A)*tgh——=2 (3.7)
(B [All, — COS 6 bl 1Al
u sinf = 2 et ou le symbole < indique que cette majoration est vraie a des termes
Ot sinf = {71 le symbole < indi jorati e ad
d’ordre max (ij";‘; , ”Hébe”22> pres.

Résolution numérique:

La résolution du probléme aux moindres carrés se raméne a la résolution d’un systéme
linéaire pour la matrice A'A (dite matrice des équations normales) : A'Az = A'D et si
la matrice A est de rang maximal alors A'A est définie positive.Cette matrice est carré
(n x n) , donc le systeme A'Ax = A'D peut étre résolu par la factorisation de Cholesky.

Rappelons cette méthode :
Proposition 3.1.2 /6]

Soit C' une matrice symétrique et définie positive. Il existe une unique matrice R

triangulaire supérieure, a ’élément diagonaux strictement positifs ,telle que :

C=RR (3.8)

Aprés la démonstration, il suffit de résoudre les deux systémes linéaires suivants
Rly = Ab

Rx =y

Notons que cette méthode n’est pas trés recommandé & cause du probléme de stabilité,

par contre la DVS et la factorisation QR sont les plus utilisées.

48



3.1. Méthode des moindres carrés:

La factorisation QR : Cette méthode est souvent utilisée pour la résolution des
problémes des moindres carrés .Le principe de cette méthode est de factoriser la matrice
A en un produit de deux matrices ) et R, telles que () est une matrice orthogonale
(Q'Q = 1) ,et R est triangulaire supérieure .Donc le but de cette méthode est de remplacer
le probleme des moindres carrés original en un autre probleme de moindres carrés plus
facile a résoudre.

Avant d’annoncer le théoréme de factorisation QR il est important de rappeler les

matrices de Householder.

La transformation de Householder : Dans 'espace euclidien R"”, les transfor-
mations orthogonales (c’est & dire les applications linéaires représentées par des matrices
orthogonales) conservent la norme euclidienne |||, . En effet si H est orthogonale on a
H'= H ' et donc |Hz|} = (Hz)  Hr = o' H'Hr = 2tz = ||z|f3.

On appelle transformation de Householder ,une transformation dont la matrice est de
la forme: H =1-2yy" ,ouyeR"et [ly],=1.

La matrice de Householder est symétrique et orthogonale.

Démonstration:

1/ H est symétrique, en effet : H' = (I — 2yy")" = I — 2yy* = H.

2/ H est orthogonale, en effet : HH' = HH = (I —2yy") (I —2yy') = I — 2yy" —
2yt 4+ dyyt = 1.

Soit z € R™, avec ||z]|, =1 et  # e = (1 0......0)". Alors il existe une transformation
de Householder H telle que Hx = e.

Démonstration:

Posons y = a(z — €) avec a = (||o — el|,) !, alors la matrice H = I — 2yy" répond a
la question . En effet :

Hz =[I —2a(x —e)a(r —e)!| x =z — 2a*(z — e)(z — €)'z , comme (x — €)'z est un
scalaire ,on peut donc commuter,

Hz =z —2a%((x — e)lz) (x —e).

De plus a2 = ||z — el = (z — e)'(z — e) = 'z — ez — ze + ele

49



3.1. Méthode des moindres carrés:

= ||| — 2¢tz + 1 =2(1 — e'x),
et (r—e)lz=1-clx, dou 2a%((z—e)lz)=1.

On trouve Hx = e
Théoréme 3.1.2 (factorisation de Householder)

Soit A € Myxn(R) avec m > n alors il existe une matrice orthogonale @ € M,,xm(R)

et une matrice triangulaire supérieure inversible telles que :

A=Q . (3.9)
0

Démonstration:

On va chercher a obtenir la matrice R comme le résultat de n transformations orthog-

~

R
onales successives U®) | soit : = At = gye-1)  UWA,
0

Les matrices U®) étant construites a I’aide de transformations de Householder.
Si la premiere colonne de A s’écrit (o; 0 .....0)" il n’y a rien a faire et on pose donc
UM = ]. Si-non on sais qu’il existe une transformation de Householder H™" qui transforme

Ay en (aq 0 ....0)¢, avec a; = ||A;]|,. En posant UV = H® on a donc :

ap X .. . X

0 x . . . X
AQ) — Mg =

0 x . . . X

2)

Soit v® € R™! le vecteur dont les éléments sont [aiz ,il s’agit de la partie

i| 1=2,.....m
de la deuxiéme colonne de A® qui commence a I’élément diagonal. On sait qu’il existe

une transformation de Householder H? qui transforme v® en (o 0. . .0)* € R™! Javec
1 0

ay = ||v?]],. On définit alors U® comme: U® = o et on obtient :
0 H
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3.2. La Décomposition en Valeurs Singulieres (SVD):

a; X X X

0 ay x . . . X

0O 0 x . . . X
AB) = 72 A2 —

0O 0 x . . . X

On peut remarquer que, par définition de U® la premiére colonne de A n’a pas été
modifiée.

On peut maintenant généraliser ce procédé:

Supposons que I'on a obtenu A®) dont les k—1 premiéres colonnes forment une matrice

trapézoidale supérieure (les éléments en dessous de la diagonale sont nuls). Si en note

v®) e R™F++1 Je vecteur dont les éléments sont [ag,]:)] ,alors il existe aussi une
i=k,...,m
transformation de Householder H®) qui transforme v®) en (ay, 0. .. 0)" € R™*+1 avec
. Iy 0 .
a = ||U(k)||2. On définit alors U® comme : U® = w | et on obtient
0 H

Ak = U®) A®) - On continue ce procédé jusqu’a obtenir une matrice A®+Y,

At = g A() — gy e=1 UM A par construction, on obtient alors la struc-

R
ture désirée: =UA, avec U = U™yt .UM,
0

On obtient la factorisation QR en remarquant que le produit de matrices orthogonales

reste une matrice orthogonale et en posant Q = U*.

Une fois la factorisation QR est obtenue ,il est facile de résoudre le probléme de

moindres carrés .

3.2 La Décomposition en Valeurs Singuliéres (SVD):

La décomposition en valeurs singuliéres (Singular Value Décomposition en anglais) est de-
venue depuis quelques décennies un outil fondamental pour étudier les problémes linéaires.

Cette technique a été initiée par BELTRAMI il y a plus d’un siécle ,mais elle devint sta-
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3.2. La Décomposition en Valeurs Singuliéres (SVD):

ble numériquement seulement en 1965 grace & G.GOLUB [8]. Cette décomposition est
un changement de base permettant une diagonalisation. Nous verrons en particulier que
cette technique donne une solution simple pour les problémes de moindres carrés.
Rappelons que les concepts de valeurs propres et vecteurs propres n’ont de sens que
pour les matrices carrés ,pour les matrices quelconques (c’est-a-dire matrice sous déter-
miné ou matrice surdéterminé) ces notions se généralisent en celles de valeurs singuliéres

et de vecteurs singuliers.
Définition 3.2.1 (valeur singuliére)

On appelle valeur singuliére d’une matrice A € M,,«,(R) ,les racines carrés des valeurs

propres de A*A, on les notes 0; = /)\; telle que \; est la valeure propre de A*A.
Définition 3.2.2 (vecteur singulier)

a/ On dit que u € R™ est un vecteur singulier a gauche ,s'il existe un vecteur v € R”
unitaire telle que Av = ou.
b/ On dit que v € R™ est un vecteur singulier a droite , s’il existe un vecteur v € R"

unitaire telle que Alu = ov.
Théoréme 3.2.1 [7]

Soit A € M5, (R) une matrice de rang r. Il existe deux matrices orthogonales:

U€e Mpxm(R) (U'U=UU"=1,) etV € M, (R) (VV =VV!'=1,) telle que :

A= UV (3.10)
ou
Y1) € Myxr(R 0) € Myxn-—r(R
g B)EM®) (0) € Mrxnon(R) € Myxa(R)  (3.11)
(0) € M(mfr)xr(R) (0) € M(mfr)x(nfr) (R)
est une matrice dite " pseudo-diagonale " , avec ¥y = diag (01,02, .....,0,), €t 01 > 09 >
..... >0, )0
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3.2. La Décomposition en Valeurs Singuliéres (SVD):

Si 'on note (U) = (u1, ug, ooy ), (V) = (v1, 09, ....,v,) les colonnes des matrices U
et V' ,les vecteurs u; et v; sont respectivement, les vecteurs singuliers droits et gauches

associer a la valeur singuliere o;.

Théoréme 3.2.2 [7]

Soit A € M, (R) une matrice. Notons A = U ¥ V' sa décomposition en valeurs
singuliéres.
i/ Les valeurs propres de la matrice A'A sont les nombres a?, j=1,...,n, et ses

vecteurs propres sont les vecteurs singuliers & gauche de A, v;, 7 =1,....,n ;

0 Al
ii/ Les valeurs propres de la matrice sont les nombres + 0?, 17=1,..,n
A 0
1 Uy
et ses vecteurs propres sont 75
:i:uj

Proposition 3.2.1 [7]

Soit A = U X V! ,alors on a :

1/ Le rang de A est égal aux nombres de valeurs singuliéres non-nulles ;

2/ Ker(A) =vect(vry1 5 5, vn), Im(A)=vwvect(uy,,,,u,);

3/ Ker(A") =wvect(vy , ,,v.), Im(A") =vect(upi1,,,,Un) ;

1/ 1 All, = ov.

Commentaire:

Le systtme AX =Y telleque A = U X V! admet alors I'inversion, nous

obtenons ainsi le vecteur des entrées par :
X =V uty. (3.12)

Le systéme est alors équivalent & X =Y’ telle que X’ = V!X et Y’ = U'Y.
Dans la plus part des cas, le systéme admet une infinité de solution (le noyau n’est
pas réduit & {0} et le nombre de valeurs singuliéres est inférieur a n), on parle alors des

quasi-solutions. Donc le probléme devient un probléme de minimisation .
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3.3. La méthode de Tikhonov:

3.3 La méthode de Tikhonov:

La méthode de régularisation de Tikhonov est une des méthodes les plus employées pour
la résolutions des problémes mal posés. Par exemple, elle est utilisée avec succeés pour
inverser les matrices mal conditionnées.

Considérons un probléme inverse Kx =y ou K : X — Y est un opérateur compact
injectif ,et X, Y sont des espaces de Hilbert. On supposera de plus que y € K(x), c’est-
a-~dire le probléme inverse posseéde une solution unique. Le probléme est mal posé & cause
de la non continuité de 'opérateur inverse.

Soit p )0,

Une famille d’opérateurs linéaires bornés R, : ¥ — X est une stratégie de régu-
larisation si : Vo € X |, }gl}) R, Kz = x, c’est-a-dire que 'opérateur R, K converge

simplement vers I'identité.
Théoréme 3.3.1 [5]

Soit R, une stratégie de régularisation pour l'opérateur compact K : X — Y ,ou
dim X = oo. Alors :

1/ Les opérateurs R, ne sont pas uniformément bornés ; il 3 une suite (uj)jeN C Rt

telle que lim HR“j

j—00 ‘L(Y,X)

2/ Il n’ya pas de convergence de (R, K') vers 'identité au sens de la norme d’opérateur.

La donnée y € Y n’est pas connue avec exactitude ,il y a toujours un bruit qui vient
la perturber . Notons 3° la donnée perturbé ot § ) 0 est le niveau de bruit, c’est-a-dire
ly=vlly <.

Notons z#° : = R,y’ I'approximation de la solution du probléeme inverse Kz = y
obtenue avec 'opérateur de régularisation et la donnée perturbée.

En utilisant I'inégalité triangulaire :Hx“"; — xHX < HRuy‘; — RuyH + || Ry — ]

<Ry’ = || + R Kz — 2]
d’ou :

qu,é - xHX <4 ||RM||L(Y7X) + HRMK:E - x”x (3.13)
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3.3. La méthode de Tikhonov:

Le premier terme de droite de (3.13) représente la majoration de ’erreur due au niveau
de bruit. Nous avons vu que ||R,|| — oo quand ;¢ — 0,donc il est important de ne pas
choisir 4 trés petit sinon I'erreur peut étre trés grande.Par contre le deuxiéme terme de
droite va tendre vers 0 quand p — 0 (par définition de R),).

Nous allons faire tendre le niveau de bruit 6 — 0 et nous allons choisir une stratégie
de régularisation de facon a ce que notre solution soit proche de la solution réelle .

Une stratégie de régularisation § +— p(0) est admissible si:

Vo € X Jimu(8) = 0 etlimsup {[| oy’ — el que [ Ko =yl <8} =0 (314)

Maintenant ,nous allons présenter la méthode de Tikhonov :
Le principe de cette méthode pour résoudre le probléme inverse mal posé Kz = y est

de choisir comme solution I'élément z,, € X qui minimise la quantité :

1Kz —ylly + ol - (3.15)
L’existence et 'unicité du minimum est assuré par la coercivité et la stricte convexité

de z — |25 --
Le parameétre p est appelé le parametre de régularisation ,il doit étre choisi trés petit
pour que x, qui réalise le minimum ait une faible erreur avec la donnée y et il doit étre
également choisi assez grand pour que la stricte convexité de ||z|| corrige I'instabilité du

probléme posé. La fonctionnelle z — ||z .est appelée fonctionnelle régularisante.
Théoréme 3.3.2 [5]

Soit ) 0et K : X — Y wun opérateur linéaire borné , X et Y sont deux espaces de
Hilbert. Alors la fonctionnelle de Tikhonov ( J,(z) = ||[Kz — y||? + p||z||% .) admet un

unique minimum z,, € X et z, est 'unique solution de I’équation normale :

pr, + K*Kzx, = K*y (3.16)

Grace a I’équation (3.16),nous pouvons définir 'opérateur de régularisation de Tikhonov

par :
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3.4. La méthode de régularisation de Fourier:

R,=(ul + K*'K) "K*:Y - X (3.17)

Il reste & démontrer que cet opérateur est bien un opérateur de régularisation et sous
quelles conditions le choix de p en fonction du niveau de bruit § est admissible. C’est

I’objet du théoréme suivant:
Théoréme 3.3.3 [5]

Soit K : X — Y un opérateur linéaire compact et p ) 0. L'opérateur pul + K*K
est inversible et l'opérateur R, défini par (3.17) est une stratégie de régularisation avec

IRyl Ly x) < ﬁﬁ Tout choix de p(d) — 0 (6 — 0) avec 6°/u(d) — 0 est admissible.

3.4 La méthode de régularisation de Fourier:

3.4.1 Probléme de la chaleur rétrograde homogeéne :

On présente cette méthode a travers un probléme mal posé qui est le probléme de la
chaleur rétrograde homogene.

En général la solution de ce probléme existe avec des conditions restrictives sur ’état
final. On trouve la solution exacte et on recherche la solution approchée par la méthode
de régularisation de Fourier et on donne une estimation de l'erreur et sous certaines
conditions on obtient une estimation de type Holder.

Considérons le probléme suivant :

Ut = Ugz ,—00 (x ( 00, 0<t(T

(3.18)
u<x>T):90T(x) ) —OO<.1’<—|—OO
Cherchons la solution u de ce probléme par la transformation de Fourier:
ou 0%u
Up = Ugy ) S(x,t) — 55(x,t) =0 ,
' peut s’écrire o (1, 8) = G . 1)
u(z, T) = p(x) u(z, T) = ¢r(x)

F (g—g(m,t) . %(m,t))@) —F(0) =0 .

-7:(U<$>T))(g) = JT(SOT(x))(g)
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3.4. La méthode de régularisation de Fourier:

F (%@ t) g —F(G@t) =0
N { (5 )) <3x ( ))(5) (3.19)
F(u(z, 1)) = F (er(@)) g
Ona: F(u(@t)g = 7 Jac ule, t)dz
= F(5:(@.0) ¢ = oz Ja e 5 (@, )de = = [5 5 (e ula, 1)) do,
d’ou :

ou 0
F (E(x,t))(g) = af(u(x,t))(g) (3.20)

On choisit  supp(u) C R =3 R ) 0 telle que supp(u) C [-R , R],
0%u _ 1 —ifx 0%u
donc F (a:ﬁ (x,t))(g) = 5= [ e 5a(a, t)de

En intégrant par partie \/% f_RR ~i3u (. t)dx ,on trouve :

T I B e = o [ ule 0] i [ e at, e

et puisque u(R,t) = u(—R,t) = 0, on aura :

F (2(x, t))( & \/Lz?fi% e %O (g t)da = 12WZ§ ffR e~y (x, t)dx
=& (\/—27 f_R e~y (x, t)dx > = 1§ F (u(z,t)) ¢

0%u )
= J—"(a (x, t))(f) = €2 F (u(z,1)) (3.21)
On remplace (3.20) et (3.21) dans (3.19), on obtient :
{ SF (@ )+ € Flulr,)g =0 { (6, 1) + €2 A(E, 1) =0
F (u(z,T)) e = F (or(x)) (&, T) = ¢r(€)

de 'équation : 9, (&, t) + €2 w(€,t) =0, ona 3;ﬁ(£,t) — ¢

= [0 = [ —dt = a(€,t) = e e(€),

_ T
e S ef€) = ¢T3 (E) , don (g, £) = T (6),
06, T) = br(€)

ou 4(, t) est la transformation de Fourier de u(z,t) et @ (£,0) = ¢(&) = &7 goT(g)

sachant que u(v,t) = &= [70 e a(&, t)d¢ d'ou :

u(z, t) 8 (T=0) r(&)d€ est la solution du probléme (3.18) (3.22)

vl
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3.4. La méthode de régularisation de Fourier:

Régularisation de Fourier et estimation de l’erreur :

Pour ¢t = T ,on prend ¢, () la solution exacte et ©%-(x) la solution approchée de o5 (z)

,donc il existe une constante § ) 0 telle que :

lor — %] <0 (3.23)

On note py(z) = u(x,0) et E une constante telle que :

A 2 N
ool = (1. |fate) 1+ 5) < B, Y5> 0.0na [ull gy = il e -

ot u(x,t) est la solution exacte donnée par (3.22). Soit

le 2 /\6
g 0:8) = = [ O € (3:29)

La solution approchée de la solution exacte u , tel que 0. €st une constante positive
et Xax €St la fonction caractéristique de U'intervalle [—dyax, Omax] qui est compacte et tel
que use  (,t) existe et est unique et stable.

On a:

(1—L) st FE.  (a-us ln% 2
Hu(x,t) — u(;’gmx(x,t)H < BV T)6T (In g) T (14 7 ( E)—%
5 5

ou

Démonstration :

Ona: |u(z,t) — use

, max(x’t>HL2(]R)

= Hﬁ(l’,t) — @55

, max(xvt)HLz(R)

207 A 27 A 20 A NG
= ef @ t)(pT(€> - e{ T t)ng(g)Xmax + €£ @ t)(pT<€)Xmax - (T t)SOT(g)Xmax
2 2(m_ 1\ A X
@ t)90T<€) 65 @ t)<p (£>Xmax + eﬁ T t)SOT(g)Xmax - 65 = t)(pT(g)Xmax
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3.4. La méthode de régularisation de Fourier:

2
d¢ >

N|=

00 (Br(e) ~ o))

oo 9 3
ST t)@T(g)‘ dg) + (/
€] < €

puisquepr(€) = e € Ta(E,0) = e €Ty (€)

o

max

<cara<s,0>éo@»et&mxm{ POl < Lo

07 |€| > gmax
2 3
§2(T—t) /) ¢ d§> + (

2\s %
‘€§2<T—t>e‘§2%o(§)‘2 ‘ 8 j: ;;sd§> +<[:I <¢

et (T (?oi(s) — ?oT(@)

(/EI )€
e
_ ( /5| . (e[ 812; d5)5+< /|s L L) (@i(é) - s@T(&)) 2d€>

,é‘?t 2
/ ) ) e
< Sup ‘900
€1) e | 1E1) e (1 €7)°
+ / sup 87 (T—t)
€] < Emae \J€] < Emax

et (Tt (&‘;(5) - %(5))

A0 A

pr(&) — er(8)

2\ 2
dg)

€2 2\ 7 1
) (silg ((1€+ 52>>8> (/m ) € ‘SAOO(Q‘Z A 52)8615)




3.4. La méthode de régularisation de Fourier:

2 2

et R
S Tels . 1+ 2 Sd )
v e ([ Jf -

1
2 2
+ sup e (T=1) / as | .
‘f'gémax
1

€] < Emax
o0 A 2 s 2
o= ([ [owe] asera) el < £ w20

A

Bl€) — $(©)

Puisque |||

-

—£2t A 2
donc sup ¢ </|£ > )¢0(§)‘2 (14 fz)sdf)

€1 Eman 1]° €
2(m /\5 A 2 %
+osup £ / Bnl€) — br(e)| e
—§2t 5
e 2 A A
= sup —= l@ollys + sup T on — opll,
€]} Emnae €] €] < €
7{225
< sup 6—8 -E+  sup T 5
€1) e €] €] < Emnan
_tggnax
< |e ’ . E + egfnax(T_t) . 5
o fmax °

1
2

Y

On remplace la derniére inégalité par £, donné par & .. = <1n ((%) T (ln %) = ))

on trouve :
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3.4. La méthode de régularisation de Fourier:

D’ou (3.25) est démontré .

Le choix &, :

Pour trouver une estimation de stabilité de type Holder ,on choisit &,

c’est-a-dire

Démonstration:

D’aprés le lemme 1,0n a Hu(x, t) —use,, (T, t)||L2(R) =

d’ou :

a8 = s (@ Ol ey <

donné en (3.26),

By )\ E
lng) )) ol lng)l,VsX).

. E + eggnax(Tft) . 5

< e_tfgnax
|£max|s

E

S
max

(3.27)

+ efonT§ (puisque ¢ max (1)




3.4. La méthode de régularisation de Fourier:

et par Holder on a :

@, t) = us e, (@, 1)|| oy < 2E* 76T = BV TST + V16T (3.28)

de (3.27) et (3.28) on trouve que : =2 < E(%)% et efmaxT§ < E(%)%
2 2 M
On pose M = etmaxsT§ = T€, =1n (&)

max

don &, = (ln (%) T) (3.29)

avec un calcul simple, on montre que d’une part esmnT§ > F (In %)*

que efmxT§ < E(ln £)=5 donc;

3 et d’autre part

M = efnxT§ = E(In £)~3 ,on remplace cette deniére valeure de M dans (3.30) ,on

trouve &, = (ln ((%)% (ln %)—QT»%

oi InZ)1 , Vs)o.
Il y a plusieurs solutions qui approchent la solution exacte mais pour trouver une

meilleure solution ,il faut choisir &, qui donne I'estimation de type Holder pour laquelle

on a la stabilité.
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CHAPITRE

4 APPLICATION:

TRAITEMENT
D’IMAGE.

Avant d’aborder le traitement d’image ,il est important de rappeler quelques notions
de base (en abrégé) sur l'image. Ensuite, nous résumons les fonctions essentielles du

traitement d’image sur Matlab. ([9], [10], [11], [13])

4.1 Notions élémentaires sur les images:

On distingue deux grandes catégories d’images : les images matricielles et les images
vectorielles. Dans notre travail, nous nous intéressons aux images matricielles.

- Une image matricielle est représenté par une ol plusieurs matrices. Elle est composée
d’unités élémentaires dites : les pixels ,ou chaque pixel est caractérisé par sa position et
sa valeur.

- Une image est définie par : le nombre de pixels qui la composent en largeur et en
hauteur, et des valeurs de chaque pixel.

- Chaque pixel peut prendre un nombre défini de valeurs, ces valeurs dépendent du

type d’image représentée.
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4.1. Notions élémentaires sur les images:

4.1.1 Formats d’images matricielles:

On site les plus connus:

- Le format BMP (BitMaP) est développé par Microsoft et IBM.

- Le format JPEG ou JPG (Joint Photographic Experts Group) est un format ouvert
d’image compressé pour des images de type photographie (16 millions de couleurs).

- Le format GIF (Graphics Interchange Format) est un format ouvert d’image com-
pressé pour des images de type dessin définie en 256 couleurs.

- Le format PNG (Portable Network Graphics) est un format ouvert d’image com-
pressé. Il effectue une compression sans perte sur les contours.

- TTIFF est le format classique des imprimeurs.

- GIF est un format pour les images qui n'ont pas de nuances, par exemple des
graphiques ou des dessins avec des lignes de couleurs franches. Il n’est pas utiliser pour

des photos en couleurs.

4.1.2 Les différents types d’images:
Les images binaires:

Une image binaire ne contient que deux couleurs possibles : le noir et le blanc.
Une matrice représentant une image binaire ne comporte que deux valeurs possibles :

0 (noir) et 1 (blanc).

Les images en niveaux de gris:

En général, les images en niveaux de gris contiennent 256 teintes de gris. On les appelle:
images d’intensités.
Par convention : 0 = noir (intensité lumineuse nulle), 255 = blanc (intensité maxi-

male).
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4.2. Matlab et les images :

Les images couleur RVB:

Le systéme le plus utilisé pour la représentation des couleurs est ’espace RVB ( Rouge,
Vert, Bleu ) ,il est basé sur le fonctionnement du systéme visuel humain. Pour caractériser
une couleur dans le systéme RVB il faut trois nombres : dosage de rouge, dosage de vert,
dosage de bleu. En principe, on considére qu’il existe 256 dosages possibles pour chaque
couleur de base ( soit 256*256*256* couleurs possibles ).

Pour cela, le codage d’une matrice couleur est une matrice & 3 dimension.

Les images couleur indexées:

Les images couleur indexées ont des couleurs décrites dans un tableau a part appelé

palette. Une palette est utilisée pour réduire la place occupée en mémoire.

4.2 Matlab et les images :

Une image Matlab est une matrice bidimensionnelle de valeurs entieres ot réelles. Les
principales fonctions de traitement d’images sous Matlab se trouvent dans la boite a
outils (toolbox) image processing (traitement d’images). Matlab est capable de lire et de
décoder les fichiers images JPEG, TIFF, BMP, PNG,...etc. Avant de traiter une image
dans Matlab il faut la lire et décoder son format afin de la transformer en une matrice

de valeurs.

4.2.1 Les fonctions élémentaires en traitement d’image sur Mat-

lab:

imread :

Elle permet de lire une image et de placer son contenu dans une variable de type matrice.

Exemple: I=imread(’cameraman.tif’);
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4.3. 'Traitement d’images:

imfinfo :

Cette fonction affiche les informations relatives & un fichier image.

imshow :

L’affichage de I'image est réalisé par la fonction imshow. Exemple: figure; imshow(I);

imwrite et print :
Les fonctions imwrite et print permettent la sauvegarde ,respectivement , des images et
des figures sous différents formats( tif, jpg, bmp, png, gif ....... ).
Il est possible de changer de format en utilisant les fonctions suivantes :
ind2gray : indexé—intensité.
ind2rgb : indexé—rgb.
rgb2ind : rgb—indexé.
rgb2gray : rgb—intensité.
im2bw : intensité,indexé,rgb—binaire.
imhist :

Cette fonction permet le calcul et ’affichage de I'histogramme d’une image.

imnoise :

Elle est faite pour bruiter une image, exemple : imnoise(cameraman,’salt pepper’,0.05); ce

type de bruit (salt pepper) "poivre et sel" peut apparaitre lors des transmissions d’images.

4.3 Traitement d’images:

Il arrive souvent lors de 'acquisition d’une image, que I'image obtenue soit différente de

I'image espérée. Notre probléme consistera donc & récupérer une image proche de I'image
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4.3. 'Traitement d’images:

originale a partir d'une image de mauvaise qualité. Il est évident que cette situation de

débruitage d’image est un probléme inverse.

Notations:

- Q un ouvert de R? telle que 02 soit une courbe fermé de classe C''par morceaux.
- « est un réel strictement positif.
- ( fr,b, f, fo )€ BV(Q)3 ,c’est a dire f,.,b, f et fo sont des applications de Q — R de
classe C? bornées et a variations bornées dans €.
De plus ,V(f) aura une limite sur d€2 qui vaudra 0.On pourra donc éventuellement
prolonger par continuité V(f) sur la frontiére.

- H désignera une application de R — R de classe C?.

Soit fy I'image observée et f, 'image réelle non dégradée. Afin de chercher I'image

réelle f,. a partir de fy, nous allons chercher & minimiser ’expression suivante :

= [Jo (F(z,9) = folw,))* dedy + o [[H (IV(f) (@ y)|) dedy — (4.1)

On peut noter (4.1) comme suit :

W) = I1f = follo + afJoH (IN(HI) - (4.2)

La solution qui minimise I'expression (4.2) s’appelle la solution régularisée.

Dans l'expression (4.2) ,le premier terme sert a rapprocher la solution de l'image
observée et le deuxiéme terme est un terme de régularisation qui est différent selon la

valeur donnée & H.

4.3.1 Théoréme fondamental ( équation d’Euler-Lagrange):

Pour reconstituer I'image ,nous allons utiliser un théoréme permettant d’éliminer I'intégrale

double.
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4.3. 'Traitement d’images:

Si V(z,y) € 09, gi(.r y) = 85(:1:,3;) = 0. Alors, f minimise 1’équation (4.1) si et

seulement si f vérifie I’équation :

adiv(HI(IV (NI - V() =2 (f = fo) = 0. (4.3)

Démonstration :

Si f minimise I'équation (4.1),alors pour tout g € BV(Q),, les applications 1, de R
dans R définies par ¢, (X\) = ¢(f + Ag) vérifient : ¢ (0) = 0.

Ainsi, comme toutes les fonctions f , fy , et g sont dans BV (2), on peut permuter

Iintégrale et la dérivée et écrire :

U = ol 20— o) + o [ HIV( 4+ 20) )

L f+Ag fo)* MfoaH(ng;Ag)W)

Posons ¢1(A) = [[o(f + g — fo) et y(N\) = [[oH(|V(f +Ag)||*) , on a donc :
Y, =19 + Osz.

Calculons 1) (O) et 15 (0) :

AER, Ui\ =[R2 = [f29(F + Mg — fo), dou:

0) = [Ja29(f = fo) (4.4)

Onaaussi VA € R, 5\ foM — [, AV(f+r9)* f+Ag)|| NH(IV(f + Al
Or [[V(f + Ag)lI* = (55 + A%) (a— Ag—g) . dot W(A)—z 0u (35 300)

2.% ( )\89)

Ainsi ontrouve% ffg( B 25585) LAV,

d’ou : 5(0) = [f,2( () -H' IV (f )H ) -

Nous allons réaliser une intégration par partie en utilisant les deux égalités suivantes :

2 (gLH(IVHIP)) = LLH (VI + 9S4 H (VA1) + g2 2 (H'(IV(H])
et
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4.3. 'Traitement d’images:

2 (gZLH VNI = LLE VI + S5 B IV NI + 9% 2 (H VNI

et en utilisant la décomposition de la divergence :

div (H'(IV(DI")-V() = & (HAVNDIP)-E) + & (V175

On en déduit ’égalité :

2 (GLH(VID) + 2 (gf’fH'<||v<f>||2>)

= (V(/), V( ) H'(IVHIP) + g-div (H'(IV(HIP)-V(f))

o w4(0) = [fu 2 (G H (VAP +2 (oL (VDI ~g-div (H(IV ()Y ()
On utilisant le théoréme de green-riemann , comme :

- ) est un ouvert,

- 09 est une courbe fermée de classe C*,

-g, &c , ay et |V(f )H2 sont C1,

- H est C*.

Alors : [fo 2 (95LH'(IV(DIP)) + @( SLH(IV()IP)) de dy

= Joo =9l Z @D H IV (), y) )z + g, 9) 5 @) B IV (), ) |P)dy = 0.

Ce dernier terme est nul & causes des conditions des dérivées partielles de f sur les
bords.
D'ou :
= [Jo = g-div (H'(IV(NI*)-V () (45)
Puisque ¢3(0) = 0 < [[,29(f — fo) — a.g.div (H'(|V(H)]*).V(f)) =0

Comme cette propriété est vraie pour tout g bornée et a variation bornée, on en déduit

adiv(H/(|V(A)I?) - V() = 2(f = fo) =

Résolution de ’équation :

Nous allons proposer une méthode permettant de résoudre ’équation (4.3) :

2(f = fo) — adiv(HI(|[V(f)|I*) - V(f)) = 0.

La méthode classique de résolution de cette équation et de poser I’équation au dérivées

partielles suivantes pour une application u définie de Q x R* dans R :
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4.3. 'Traitement d’images:

V(z,y) € Q, Vi) 0, ey t) = P(u) = adiv(H(||V(W)]) - V(u) - 2(u— fo)
V(x,y) € ) u(x,y, ) = fU(xvy)

Le but étant de chercher un état stationnaire a cette équation.

Résolution dans un espace discret :

Discrétisation selon ¢ : Nous allons chercher une approximation de la solution .Nous
discrétisons le domaine de ¢ par un pas At et a approximer u(x,y,1.A;), Vi.

On détermine u(x,y, (i + 1) .A;) en fonction de u(x,y,i.A;) en utilisant la relation :

u(z,y, 14+ 1).4¢) = u(z,y,i.0¢) + Apap(u). (4.6)

De (4.6) ,on peut reconnaitre une suite récurrente définie comme suit :

(v),, est une suite de N dans BV (), F' une fonction telle que F' : BV (Q2) — BV (Q)
91— F(g) = g9+ Avp(g)

Vpt1 = F(vp)

Uozfo

Ainsi ,si (v), converge alors F' admet un point fixe qui sera solution de I’équation .

L’équation de récurrence est donc :

Discrétisation selon (z,y) : En pratique ,on ne connaitera f que sur certains points
(& cause de la numeérisation de I'image).
Définissons une approximation de 1(u).

Si V(f) # 0, on peut écrire 1(u) sous la forme de

0%u 0?u
Q/J(U) = O‘(cn% + Cny 8ni> - 2(“ - fU) = 0. (47)
Telle que : n = ||v Toay €t nL son vecteur orthogonal, ¢, = 107 (|Vul) et ¢, = %¢(/|(‘Lvuqﬁ|)|)

[14].

N . 2
Nous cherchons a approcher les fonctions 2% et

o a 2 .Pour cela, nous discrétisons

du Ou O%*u J%u du N : P .
520 0y 0x2 o2 ©F selon un pas h et a appliquer la relation entre ces dérivées partielles.

D,(u)(x,y) = 1h ( (x+ h,y) —u(x — h,y)), la précision est en O)(h?),
Dy(u)(z,y) = 5 (u(x,y + h) — u(x,y + h)), la précision est en O(h?),
Dyo(u)(z,y) = 55 (w(z + h,y) — 2u(z,y) + u(x — h,y)), la précision est en O(h?),
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4.4. Application :

Dyy(u)(z,y) = 75 (u(z,y + h) — 2u(z,y) + u(z,y — h)), la précision est en O(h?),
Dyy(u)(z,y) = g (u(@ + h,y + h) —u(@+h,y —h) —u(z —h,y + h) +u(z — h,y —
h)), la précision est en (O(h?).

Ainsi, on peut écrire ¥ (u) :

(u)(@,y,t) = ca(@,y)-Drn(w) (2,4, 1) + ¢, (2,9)-Dnyn, (u)(@,y, 1) (4.8)
Dun() = s (Delu-Dus) 4 2Dz< u)D, (u) Dy (1) + Dy (u)* Dy (1))
Doy, (1) = s (D < )2. D) — 2D, (u) D, (u) Dy (u) + Dy ()2 Dy ()
Et [V (u)|l = /Da(u)? + Dy(u)?.
Récapitulons:

On choisit une fonction ¢, puis on pose :

Y(u)(z,y,t) = cn(@,y).Don(u) (@, y, t)+Cn, (€,Y).Dn . (u)(x,y,t) telle que ¢, = 0" (|Vf]])

LIVl
€t ol = 37V

On calcule de maniére itérative suivante : v,.1 = v, + Ay(v,), vo = fo ou fy est

I'image originale.

4.4 Application :

Tikhonov propose de choisir Vo € R : H(z) = z.(c’est-a-dire ¢(x) = z* = H(2?)).
H est une fonction C* ,0On peut donc appliquer le théoréme fondamental.

Minimiser [1£ = fall, + o fJuH (IVC)I7) = [1f = folla + o ff [V(PI? revient a re-
soudre : adiv(H/(|V(f)|*) - V(f)) = 2(f = fo) =0

La derniére équation est équivalente & adiv(V(f)) — 2(f — fo) = 0, et puisque
div(V(f)) = A(f), alors, il revient a résoudre :

A(f) =2(f = fo) = 0. (4.9)

Algorithme 4.4.1 [1}]

71



4.4. Application :

Tikhonov(Image im, Réel pos dt, Réel pos alpha, Entier pos iteration)—Image
sortie = im
tempo = im
Pour n = 0 a iteration
Pour y = 0 a imageLongueur (im)-1
Pour x = 0 a imageLargeur (im)-1

dxx = Dxx(sortie, x, y)

dyy = Dyy(sortie, x, y)

imageEcrire(tempo, x, y, dt * (alpha * (dxx + dyy)

/* on retire le terme - 2 (ImageLire(sortie, x, y) - ImageLire(im , x, y))*/
+ ImageLire(sortie, x, y))

sortie = tempo

retourner sortie

Nous avons programmé sur Matlab cet Algorithme , avec : n = 100, dt = 0.01 et

a = alpha = 5, nous avons les résultats suivants :

4.4.1 Codes utilisés sur Matlab:
Bruiter une image:

A=imread(’cameraman.tif’); % image en niveaux de gris
B=imnoise(A,’salt pepper’,0.05);
imshow(B);
figure(1)
subplot(1,2,1)
subimage(A)
title ('image originale’)
subplot(1,2,2)

subimage(B)
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4.4. Application :

title("image bruitée’)

Débruitage de ’image par Tikhonov:

ImO=imread(’cameraman.tif’,’tif");
Im=double(Im0);
[L,l]=size(Im);
sortie=Im;
tempo=Im;
alpha=>5;
dt=0.01;
n=100;
for t=1:n
for i=2:L-1
for j=2:1-1
dxx=(sortie(i+1,j)-2*sortie(i,j)+sortie(i-1,j))/2;
dyy=(sortie(i,j+1)-2*sortie(i,j)+sortie(i,j-1))/2;
tempo(i,j)=dt*(alpha*(dxx+dyy) -2*(sortie(i,j)-Im(i,j)))+sortie(i,j);
tempo(1,j)=tempo(2,j);
tempo(L,j)=tempo(L-1,j);
end
tempo(i,1)=tempo(i,2);
tempo(i,l)=tempo(i,l-1);
end
sortie=tempo;
end
[=uint8(sortie);

figure;
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4.4. Application :

subplot(1,2,1);
imshow(Im0)
title('Tmage bruitée’);
Y%figure;
subplot(1,2,2);
imshow (1)

title('Image débruitée par Tikhonov’);
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CHAPITRE

CONCLUSIONS ET
PERSPECTIVES :

5.1 Conclusions :

Les problémes inverses ont un domaine d’investigation trés large ,ils constituent une
branche de recherche Mathématique dont I'importance ne cesse de croitre. On les trouvent
aussi bien dans le domaine de la mécanique, de la thermique, de la météorologie, qu’en
statistiques ,en traitements d’images .....etc, d’ou la naissance de plusieurs méthodes de
résolutions a ces problémes, Mais il faut noter que la question de stabilité sucite un intéret

particulier chez les Mathématiciens.

Un probléme inverse ( parfois appelé probléme d’identifiabilité )est en général une
situation ou on est dans l'ignorance du systéme (certaines informations concernant la
géométrie, les matériaux, les conditions initiales....), la plupart de ces problémes sont
modélisés (étape difficile, se conserter avec un spécialiste du domaine étudié ) en des sys-
témes d’équations aux dérivées partielles, d’ou 'intérét d’approfondire les notions d’EDP
(éxistence,régularité,....ect ) chose que nous avons épargné dans ce mémoire. En fait, notre
travail est indexé sur les méthode de régularisation et une application de rétablissement
d’une image bruitée.

Dans ce mémoire, nous avons présenté quelques exemples pour expliquer le caractére

mal posé des problémes inverses et quelques méthodes de résolutions a savoir: ( la méth-
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5.2. Perspectives :

ode des moindres carrés ,Ja SVD, la méthode de Tikhonov et la méthode de fourier )
.En pratique, La méthode de Tikhonov semble la plus utilisée ,mais beaucoup d’autres
méthodes sont créées et chacune d’elles répond & un probléme bien précis .

Pourquoi le traitement d’images ?

Ces derniéres années, le traitement d’image a révolutioné le monde du numérique en
général et celui des Mathématiques en particulier. En effet, les besoins de la medecine
en tomographie, en imagerie(Rx).....et les besoins des nations en matiére d’imagerie ( lors
des transmissions d’images satélitaires par exemple ) ont orienté les chercheurs vers ce
domaine qui reste d’actualité.

Dans notre application nous avons tenté de récupérer une image proche de I'image
originale a partir d’'une image de mauvaise qualité (bruitée). Plusieurs méthodes ont vu
le jour, notamment celles utilisant les équations aux dérivées partielles.

Nous avons commencé par une simple équation (4.2) et la solution qui minimise (4.2)
est la solution régularisé. Ensuite, il a fallu éliminé la double intégrale avec I’équation
d’Euler-Lagrange (4.3).

Pour résoudre (4.3), on a considéré une équation aux dérivées partielles , puis on a
discrétisé selon ¢ et selon (x,y).

Enfin, en a mis en exécution cette méthode de Tikhonov sur Matlab, aprés avoir
résumé les différentes fonctions et commandes du logiciel et aprés avoir écri le code de la
méthode.

On peut remarquer que la méthode a tendance a rendre flou 'image malgrés la dis-
paraition du bruit.

Durant nos multiples lectures sur se sujet, on a constaté que d’autres méthodes (
comme : la méthode de la variation totale, la méthodes des hypersurfaces, la méthode de

Perona-Malik......)donneraient des résulatats meilleurs.

5.2 Perspectives :

Plusieurs probléemes inverses en mécanique, en biomécanique, en thermique, en tomogra-

phie, en électromagnétismes......ect sont pas encor résolus. Mais, on peut remarquer que
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5.2. Perspectives :

la quasi totalités de ses problémes inverses consistaient & : 1’ identifications de parameétres
, reconstructions de géométries (ou formes ) ....ect.

Citons un exemple :

5.2.1 En propagation d’ondes :

Les objets peuvent étre modélisés de plusieurs maniére : soit on les considére comme
imperméables aux ondes, soit on les considére comme perméables et on les modélise par
un indice de réfraction.

Un probléme inverse naturel est alors de retrouver l'indice de réfraction d’un milieu
perméable aux ondes & partir de mesures. En présence d’obstacle non perméable, un

probléme inverse naturel est de retrouver la forme de I'obstacle.
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