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Résumé

Les ¢lastoméres sont des matériaux largement répandus dans le secteur industriel
notamment les technologies de construction mécanique (automobile) a cause de leurs
propriétés d’¢élasticité exceptionnelle. Ils sont utilisés comme ¢élément de structure
antivibratoire (supports moteur, silent-blocs, pneumatiques....). Afin de dimensionner ces
structures mécaniques, nous avons besoin de lois de comportement tridimensionnelles.
Cependant, la complexité des phénomenes physiques et chimiques inhérents a leurs structures

macromoléculaires rend la modélisation du comportement mécanique non trivial.

Dans le cadre de ce mémoire, on s’intéresse a la modélisation du comportement
¢lastique non linéaire des ¢lastomeres en développant deux approches: la premiére est
I’approche directe qui consiste a étendre la loi de Hooke des milieux €lastiques, linéaires,
homogenes et isotropes aux grandes déformations. Dans ce cadre, nous avons discuté un
certain nombre de travaux de littérature (Batra et al.2000 ; Farahani et al.2004 ; Xiao et
al.2003), nous avons conclu que cette méthode permet de reproduire le comportement
mécanique des ¢lastomeres dans le domaine des déformations modérées, c’est-a-dire, elle est

en défaut dans le domaine des grandes déformations.

Ainsi la méthode inverse de la théorie de I’hyperélasticité s’impose afin de modéliser le
comportement €lastique non linéaire de ces matériaux. Par conséquent, on doit formuler un
potentiel ¢€lastique d’ou dérive la loi de comportement. L’approche classique basée sur la
théorie de Green prétendant 1’existence d’un potentiel élastique et exprimé en fonction des
invariants du tenseur des déformations de Green-Cauchy, un nombre impressionnant de
modeles de comportement ont été proposés dans le cadre de cette théorie. Cependant ces
mod¢les posent un probléme au niveau de 1’identification des dérivées partielles du potentiel
¢lastique, c’est-a-dire les parametres du matériau. En plus, la mise en place de montages

expérimentaux permettant de construire une base de données expérimentale reste complexe.

L’originalité de ce travail consiste alors a proposer un potentiel ¢élastique exprimé en
fonction des invariants dits logarithmiques, la propriété de 1’orthogonalité de ces invariants est
intéressante dans la construction de base de donnés expérimentales. Le modele est validé en
utilisant les résultats expérimentaux de la littérature (Treloar, 1944); il reproduit le

comportement multiaxial des élastomeres dans le domaine des grandes déformations.

Expérimentalement, il a ét¢ constat¢ que les ¢élastomeres (caoutchouc chargé au noir de

carbone) ont un comportement mécanique dépendant du temps et de la charge appliquée, au



fait leur comportement est hyperviscoélastique. En se basant sur le principe de
correspondance, nous avons pris en compte l’effet visqueux dans la modélisation du
comportement mécanique. Le modele proposé est développé pour quelques chargements
particuliers forts intéressant pour les applications industrielles. On doit dire que la validation
du mod¢le reste une question ouverte nécessitant la mise en place d’essais expérimentaux

permettant 1’identification paramétrique du matériau.

Mots clés : Elastomeres, Hyperélasticité ; Potentiel élastique, Hyperviscoélasticité, Module

complexe d’Young
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Définition des notations utilisées dans le mémoire
(.) : Simple contraction ;
(:) : Double contraction de deux tenseurs d’ordre deux ;

(C,): Configuration initiale ;

(C,): Configuration actuelle ;

Q

: Tenseur des contraintes de Cauchy ;

all

: Tenseur des rigidités élastiques, symétrique d’ordre quatre ;

Ll

: Tenseur de souplesse, symétrique d’ordre quatre ;

&l

: Tenseur des déformations de Green-Lagrange;

Bl

: Opérateur gradient de la transformation;

T
: transposé de 1’opérateur gradient de la transformation;

Bl

all

: Tenseur des déformations de Green-Cauchy droit ;

o |l

: Tenseur des déformations de Green-Cauchy gauche ;

N

: Tenseur des déformations d’Euler-Almansi ;

S

: Tenseur de Hencky;

D: Tenseur des taux de déformation ;

Q|

: Premier tenseur de Piola-Kirchhoff (P.K.1) ;

S : Deuxiéme tenseur de Piola-Kirchhoff (P.K.2);

: Tenseur de Piola-Kirchhoff;

Dl

~ i

: Tenseur identité ;

I, (E) : Premier invariant du tenseur des déformations de Green-Cauchy droitC ;
I, (5) : Deuxiéme invariant du tenseur des déformations de Green-Cauchy droitE;

A (E) : Troisiéme invariant du tenseur des déformations de Green-Cauchy droitE;



1 (Z) : Premier invariant du tenseur de Hencky Z ;
11 (Z) : Deuxieéme invariant du tenseur de Hencky h ;

il (Z) : Troisiéme invariant du tenseur de Hencky h ;

W : Potentiel élastique;

v : Potentiel thermodynamique;

P, : Masse volumique du solide dans la configuration de référence;
A : Elongation;

4 : Module du cisaillement du matériau;

A, @ Coefficients de Lamé;

p : Pression hydrostatique;

J :Jacobien de la transformation ;

Q, : Volume occupé par le solide dans la configuration initiale ;
Q : Volume occupé par le solide dans la configuration actuelle ;
E’(iw) : Module complexe d’Young;

E'(w) : Partie réelle du module complexe d’Young;

E"(w) : Partie imaginaire du module complexe d’Young;

n(iw) : L’amortissement;
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Introduction générale

Le caoutchouc naturel et ses homologues synthétiques, les élastomeéres, sont fortement
répandus dans le domaine de I’industrie. La multiplicit¢ des utilisations des é€lastomeres
provient de leurs caractéristiques mécaniques tres intéressantes :

- Capacité a subir de grandes déformations ;
- Capacité a dissiper de I’énergie, phénoméne qui permet d’obtenir des propriétés d’isolation
vibratoire et acoustique.

La modélisation du comportement mécanique des élastomeres est nécessaire pour le
dimensionnement des structures mécaniques. Cette modélisation passe par le choix d’une loi
de comportement permettant de reproduire qualitativement et quantitativement la réponse
mécanique du matériau. Malheureusement, le comportement complexe des élastomeres est
difficile a modéliser et une multitude de mod¢eles a vu le jour depuis un demi-siecle. Ces
modeles sont obtenus a partir de deux approches :

1) La premicre approche consiste a établir un modele microscopique du réseau de
chaines polymériques et de construire le modele macroscopique en intégrant des
considérations physiques traitées de manicre statistique (Treloar, 1975 ; Boyce et al,
1993, Wu et al, 1992 ; Zuiiga et al, 2000). L’approche multi échelle basée sur la
théorie de ’homogénéisation aux grandes déformations est I’objet de bon nombre
d’études ces dernieres années (F. Castaneda et al, 2007 ; Michel, 2003). Son avantage
est de fournir des modéles dont les paramétres matériels ont un sens physique.

2) La deuxiéme approche est phénoménologique, elle est basée sur la théorie des
invariants et les lois de comportement sont formulées dans le cadre des concepts de la
thermodynamique du continu. Dans ce contexte, on peut citer les modeles de : Rivlin
(1940) ; Valanis-Landel (1967) ; Ogden(1972) ; Yeoh(1990). L’inconvénient majeur
de ces modéles est le nombre important de paramétres ajustables des lois de
comportement, mais aussi ces parametres ne sont pas physiquement motivés. Nous
allons développer cette derniére approche dans le cadre de ce mémoire.

Le présent mémoire est structuré de la maniere suivante :

Dans le premier chapitre, nous introduisons les concepts essentiels de la mécanique
des milieux continus, suivi d’une étude bibliographique sur la modélisation du comportement
¢lastique linéaire des élastomeres.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la modélisation du comportement élastique non

linéaire en développant deux approches : la premicre est directe en généralisant la loi de
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Hooke des milieux ¢élastiques, linéaires, homogenes et isotropes aux grandes déformations
moyennant le concept des tenseurs conjugués (Hill, 1978). On a constaté que cette approche
est valable dans le domaine des moyennes déformations (0 + 20%). Afin de prédire le
comportement hyperélastique des ¢lastomeres dans le domaine des grandes déformations, une
deuxiéme voie (indirecte) a ¢ét¢ développée. Elle est basée sur le concept de potentiel
¢lastique.

Le troisiéme chapitre est composé de deux parties : dans la premiére partie, nous
avons propos¢ un potentiel élastique original formulé en termes d’invariants originaux, dits
logarithmiques. En d’autres termes, c’est une élasticité¢ autre que celle de Green classique.
Quant a la deuxiéme, nous comptons étendre notre modele aux milieux viscohyperélastique
(en introduisant 1’effet visqueux observé par exemple sur les caoutchoucs chargés au noir de
carbone). Nous avons ainsi appliqué le concept de correspondance (Christensen, 1983) au
mode¢le de comportement hyperélastique obtenu. Nous avons particulierement développé
notre modele pour deux types de chargements: la relaxation simple et des petites
perturbations sinusoidales autour d’une grande déformation statique.

Nous terminons enfin par une conclusion et des perspectives.



Chapitre [

Comportement elastique lineaire
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I.1 Rappel de mécanique des milieux continus aux grandes déformations [Coirier, 2001]

I.1.1 Description du mouvement

Soit un solide déformable S, évoluant dans un repére R. L’ensemble des particules P
constituant le solide déformable occupe, a chaque instant, un ensemble de positions dans

I’espace (voir figure. I-1) : C’est la configuration du systéme a I’instant t.

(Cy)
- C)
u
Q,
4
-4 0
X
A; X y
3
X e

Fig.I.1 : Configuration initiale et déformée

On note (Cy) la configuration initiale (ou le solide S occupe le volume €), et (C) la

configuration actuelle a I’instant t (ou déformée), ou le solide S occupe le volume Q.

Le vecteur position de la particule Pe S a I’instant initial est noté Xet x le vecteur position
de cette particule a I’instant t.

Le mouvement du milieu continu est défini par la donnée de la fonction vectorielle } :

P {_.(Co) > ) (L1)
X - x=yX,1)
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L’¢équation (I-1) définit la transformation faisant passer de la configuration de référence (Cop) a
la configuration (Cy).
Pour caractériser la déformation au voisinage de la particule, on introduit 1’application linéaire

tangente au mouvement, (ou tenseur tangent), le temps t est fixé.

dx= a"(X D 4%,
oxX
dr = FdX, (12)

6y(X,1) _ ox , . .
2(X, )= T st I’opérateur gradient de transformation. Ce tenseur d’ordre deux

F=24
Ox o0X

transporte, localement, un espace tangent a (Cy) vers 1’espace tangent associ¢ a la méme
particule suivie dans son mouvement.

On a en effet :

F = Gradx. (13)

1.1.2 Description des déformations

Afin de mesurer les variations de longueur et d’angle entre les configurations (Cy) et

(Cy), on calcule le produit scalaire de deux vecteurs matériels dx, etdx, et on examine sa

—_—

variation en fonction des vecteurs initiaux dX, etdX, .

En configuration lagrangienne, on introduit le tenseur de Cauchy-Green droit (ou de

dilatation), symétrique, défini et positif.

_—

dx a’x -x . F FdX,. (14)
Le tenseur de Cauchy-Green droit est défini par :

= =7 =

C=F .F. (L.5)

Le tenseur de déformation de Green-Lagrange est purement lagrangien, symétrique et défini

par :

|

Al
|

N

(L6)

Ou } est le tenseur identité.
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Dans la configuration actuelle (eulérienne), on introduit le tenseur de Green-Cauchy

gauche,g , symétrique , défini et positif.

? : ey (1.7)
=dx,.B .dx,,
= = =T
avec B=F.F . (1.8)
Le tenseur de déformation d’Euler-Almansi (purement eulérien) symétrique est défini par :
= = =-1
A:%(I—B ). (1.9)

1.1.3 Description des contraintes

On introduit les tenseurs des contraintes usuels de la théorie des grandes

déformations : le tenseur des contraintes de Cauchy, o (eulérien) est défini par :

> —

t=o.n, (1.10)
¢t est le vecteur contrainte (effort mesuré par unité de surface définie instantanément)

s’appliquant sur I’élément de surface ds de la configuration initiale de normale extérieure 7.
Pour les milieux dépourvus de densité de couple, le tenseur de Cauchy est symétrique.
Au fait, on lie la force élémentaire df de la configuration actuelle a 1’é1ément d’aire dS de la

configuration initiale, par la relation suivante :
df =T.dS, (L11)

Il s’agit alors d’une description mixte. Le vecteur 7 représente le vecteur contrainte de Piola-

Kirchhoff 1 (ou vecteur de Boussinesq). Le tenseur de contrainte associé¢ est le premier
tenseur de Piola Kirchhoff 7 qui n’est ni lagrangien ni eulérien (tenseur hybride), tel que :

df =T.dS = 7.N.dS (L12)

7 n’est pas symétrique.
En mécanique du solide, notamment pour la modélisation des lois de comportement, on a

souvent recours au premier tenseur de Piola- Kirchhoff PK1.
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Pour avoir un tenseur complétement défini en fonction des variables lagrangiennes, on

transporte la force df agissant sur le volume actuel vers la configuration initiale non

déformée :
- =-1
dfy =F .df, (1.13)

d—f(; est une force fictive agissant sur la surface initiale. Le tenseur de Piola Kirchhoff 2 est

alors défini par :

df, = S.N.dS, (1.14)

S est un étre mathématique sans signification physique, il est symétrique. Cependant, il est
fortement utilis¢ dans la modélisation numérique par élément fini pour les milieux
hyperélastiques.

Les trois tenseurs des contraintes sont reliés par la relation suivante :

T

=T
Jo = F, (1.15)

Ll

~F.

Sl
o]

J=detF . (L16)

J : Jacobien de la transformation.
En conclusion : On a rassembl¢ les propriétés essentielles qui vont étre utilisées dans le cadre

de ce mémoire dans le tableau suivant :

Configuration (Cy) initiale | Configuration actuelle (Cy)

(libre de contraintes)

E: Tenseur des dilatations E: Tenseur des déformations

de Green-Cauchy droit, de  Green-Cauchy gauche,
symétrique. symétrique.

Tenseurs des déformations | = ) ‘ =
E : Tenseur des déformations | A4 : Tenseur des
de Green-Lagrange, déformations d’Euler-
symétrique

Almansi, symétrique.

S : Tenseur des contraintes | o : Tenseur des contraintes

Tenseurs des contraintes de Piola-Kirchhoff 2, | de Cauchy, symétrique et

symétrique et objectif. objectif.

Tableau. 1.1 : Tableau récapitulatif des différents tenseurs de contraintes et de déformations

dans les deux configurations initiale et actuelle.




Chapitre 1. Comportement élastique linéaire 7

1.1.4 Les lois de comportement

La résolution d’un probléeme de mécanique nécessite la connaissance de la loi de
comportement (Lemaitre, 1985). D’une fagon générale, une loi de comportement est une
fonctionnelle de réponse du matériau permettant de définir un lien entre 1’état de contrainte et
I’histoire des transformations de ce matériau. Cette loi de comportement doit satisfaire trois
principes : le principe de causalité, le principe d’action locale et le principe d’objectivité ou
d’indifférence matérielle.
Le principe de causalité impose que 1’état de contrainte en un point et au temps t ne dépend
que de I’histoire de la transformation du matériau jusqu’au temps t. Le principe de 1’action
locale impose que 1’état de contrainte en un point ne dépend que du voisinage de ce point. Ces
deux principes sont vérifiés pour les matériaux matériellement simples, c’est-a-dire, pour
lesquels I’état de contrainte ne dépend que de I’histoire du gradient de la transformation.
Enfin, le principe d’objectivité impose que la loi de comportement doit étre indépendante de

I’observateur ou du changement de référentiel.

1.2 Comportement élastique : définition

D’une facon générale, un milieu est dit €élastique si son comportement ne dépend que
de la position relative de la configuration actuelle (C;) par rapport a une configuration
privilégiée (qu’on peut toujours prendre comme configuration de référence ou naturelle dans
laquelle le tenseur des contraintes est nul). En d’autres termes, pour un milieu ¢élastique, 1’état
de contrainte actuel est entierement déterminé par le gradient de la transformation a I’instant

actuel et non par son histoire passée :
E(X =4 [F(X ,1)], ou ¢ est une fonctionnelle. (L.17)
La fonctionnelle mémoire se réduit ainsi a une simple fonction et le tenseur des contraintes de

Cauchy ne dépend pas du chemin suivi par la déformation mais par contre le travail fourni

par cette contrainte en dépend généralement.
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I.2.1 Modélisation du comportement élastique : approche directe ([J. Mandel, 1966] ;
[P .Le Tallec, 2006])

1.2.1.1 Elasticité linéaire anisotrope

En ¢lasticité lin€aire, la transformation subie par un élément a partir de I’état initial se rameéne

a un déplacement d’ensemble suivi d’une déformation pure. Cette déformation étant
infiniment petite (du premier ordre, par définition) et le tenseur des contraintes de Cauchy o

est une fonction linéaire du tenseur des déformations ¢ . La loi de Hooke est définie par :

o=C:¢. (I1.18)
Dans une base cartésienne, on peut écrire :

0y = Ciué s (1.19)

ij
Ou Cjja est le tenseur des modules d’élasticité d’ordre quatre, appelé aussi tenseur des rigidités
¢lastiques du matériau.

On notera que les C,,, ne sont fonction que de la variable de I’espace X | alors queg; et o, peuvent

étre fonction des variables (X | t). Si les C,, sont indépendants de X', alors le milieu est dit

homogene.
Grace a I’invariance d’un certain nombre de constants ¢lastiques lors de la permutation des indices,

(Cyy = Cyy = Cy = Cyy;) due aux symétries matérielles, le nombre de composantes du tenseur des
rigidités se réduit donc a 36 composantes dont 21 composantes sont indépendantes.

Voigt a introduit une notation simplifiée a deux indices, avec la convention d’équivalence entre un
super-indice I et une paire d’indices associée ij :

1 11

26 22

3 33

4 & 23

5 31

6 & 12

Ce qui permet d’écrire :

c,=C, ¢, (1.20)

On voit qu’on peut ranger les composantes des tenseurs des contraintes et des déformations en 2

vecteurs colonnes reliées par la matrice 6 X 6 des modules d’élasticité :
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_Gll | i Cll C12 Cl3 Cl4 CIS C16 1 11 W
622 C22 C23 C24 C25 C26 822
633 C33 C34 C35 C36 833
= . 1.21)
623 Symetrlque C44 C45 C46 7/23
631 C55 C56 7/31
1 OnL | L C66__7/12J
Vu =26,
Yy =28, (1.22)
7/12 = 812

On peut aussi exprimer le tenseur des déformations infinitésimalese en fonction du tenseur des

contraintes de Cauchy o (ce qui est utile lorsque les efforts sont imposés pendant un essai
mécanique). Il faut pour cela inverser la relation (I-18) tout en supposant que le tenseur de Hooke

est inversible. Il vient alors :

-1

Al

: ; avec § = (1.23)

Ll

8:

Ou le tenseur S d’ordre quatre est dit de souplesse.

1.2.1.2 Elasticité linéaire isotrope

Par définition, un milieu est isotrope si toutes les directions de 1’espace autour d’un point de ce
milieu sont matériellement équivalentes (aucune direction de I’espace n’est privilégiée). La matrice
des constantes élastiques se réduit aux neuf éléments dont seulement deux sont différents : notés A,
et u dits coefficients de Lamé du matériau isotrope. En notation de Voigt, la matrice de rigidité¢ du

matériau élastique, linéaire, homogene et isotrope s’écrit :
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G Gs Gs 0 0 0
G, Gs 0 0 0
G, 0 0 0 (1.24)
(erl" = p—
symétrique G 5 G, 0 0
C11 _C13 0
2
C11 _Q3
2
avec :
Ch =4, +2u,
(1.25)
Cy=1,.
La matrice des rigidités ¢lastiques s’écrit alors :
A+2u A 2, 0 0 0
A+2u A 0 0 0
A +2u 0 0 0
O, . .
symétrique 7, 0 0 (1.26)
7, 0
7,
La loi de Hooke est donnée par :
o=2us+2,(I:¢)l, (1.27)
en base cartésienne, on a :
o, =2ue; +A,£,0,;. (1.28)
On peut toujours inverser cette relation
=_l+v= v 35 =3
E= ——o-—=U:0)l, 1.29
Z Z (/:0) (1.29)

E est le module d’Young, v est le coefficient de Poisson, ils sont reliés aux coefficients de

Lamé par :

L= L E = IUM“L—+2'U (1.30)
24, + 1) A+ 1
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L’introduction de ces nouvelles constantes s’explique par le fait que £ et v sont directement
accessibles par I’expérience en réalisant un essai de traction simple. Pour les milieux
incompressibles (0=0.5), le terme sphérique de la loi de comportement est remplacé par une

pression hydrostatique, on obtient ainsi :
o=2ue—pl. (1.31)

En conséquence, la pression que subit le corps reste indéterminée par la loi de comportement,

qu’on peut éliminer par les conditions aux limites.

1.2.2 Modé¢lisation du comportement €élastique linéaire : approche indirecte [P. Germain,
1995]

Une ¢étude thermodynamique (en particulier I’examen du premier principe) permet de
confirmer qu’en tout point d’un milieu élastique linéaire, on peut définir une densité d’énergie
¢lastique de forme quadratique positive :

va:%

Q

‘g, (1.32)
en base cartésienne, on a :

= 1
W(e)= ECl.jk,gijgk, . (1.33)

Telles que, a tout instant t, si ¢ est le tenseur des déformations en ce point, le tenseur des

contraintes en ce méme point est calculé par :

o= (1.34)

oe

ou W est exprimé en fonction des 9 variables ¢, considérées comme variables

indépendantes.

A la forme quadratique définie positive#(¢), on peut associer la forme quadratique

duale W, que I’on peut écrire :

W (o) =suple,o, - W), (135)

£jj

on peut donc former explicitement W (o) en sachant que :

. =8

ij ijk

104 (1.36)

. 1
W (o)= ESl.jk,O'l.jO'k, . (1.37)



Chapitre 1. Comportement élastique linéaire 12

La loi de comportement est :

LA C)

, 1.38
q ao_ ( )

,
On peut constater que si les densités d’énergies élastiques W ou W~ sont connues, alors on
peut dériver les lois de comportement. On peut écrire I’équation (I-31) sous une forme plus
générale, en introduisant un potentiel thermodynamique y défini par :

o =W, (139)

Ou p, est la masse volumique du matériau dans la configuration (Co).

W () est une forme quadratique que I’on peut exprimer en fonction des invariants du tenseur

des déformations ¢, définis par :

I(e)=1:¢, (1.40)
14?):%(?:?). (L41)

Introduisant les équations (I-37) et (I-38) dans (1.36), on obtient :

pw =W (&), 1,()] = ol () + BI,())
- - (1.42)

La loi de comportement dérive du potentiel thermodynamique de la maniére suivante :

= _dlpw) _ W@

o= (1.43)
oe oe
o= W o), oW ) (1.44)
ol,(¢) O ol,(g) O¢

o =2al,(e)] + g?, (1.45)
On pose

L —2u= p=4u

5 ) (1.46)

L

2a=/1:>a=7. (147)
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On retrouve ainsi la loi de Hooke pour un milieu élastique, linéaire, homogene et isotrope

o,y =2ue; + A,£,00 . (1.48)
Conclusion : La loi de comportement des milieux ¢lastiques, linéaires, homogenes et
isotropes peut €tre obtenue de deux manicres : la premicre est I’approche directe reliant le
tenseur des contraintes de Cauchy au tenseur des déformations ¢ ; la deuxiéme est indirecte,

en dérivant le potentiel élastique W par rapport au tenseur des déformations c.
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I1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter une étude bibliographique sur I’extension de la
loi de Hooke des milieux ¢élastiques, homogenes et isotropes au domaine non lin€aire des
grandes déformations. Les prédictions de ces modeles sont confrontées aux résultats
expérimentaux de la littérature. Il s’avére que ces modeles donnent des résultats satisfaisants
dans le domaine des moyennes déformations. Ainsi, le comportement élastique non linéaire
s’inscrit dans le cadre de I’hyperélasticité ; en introduisant un potentiel élastique, W, a partir

du quel dérivent les lois de comportement.

I1I-2 Modélisation du comportement ¢élastique non linéaire : Approche directe
I1.2.1 Concept de tenseurs conjugués

Afin de construire des mode¢les de comportement €lastique non linéaire, les travaux de
la littérature sont basés sur le concept des tenseurs conjugués de Hill (1968, 1970, 1978) qui
s’énonce :

— —m =

W=Jo:D=T :E (11-1)

ou W :La variation de I’énergie par unité de volume ;
J =det F;
o : Tenseur des contraintes de Cauchy (eulérien) ;

D: Tenseur des déformations (eulérien) ;

=(n)
T : Tenseur des contraintes (Lagrangien) ;

=(n)

E : Tenseur des déformations (Lagrangien) ;
n:nombre n=-1,0, 1, 2.

=) =@

= = )
Les couples de tenseurs des contraintes-déformations (o D) ou (7 ,E ) sont dits

)

=(n)

= = —
conjugués, ils sont objectifs et symétriques. Si n=2, alors 7 =S etE =FE , on obtient

ainsi le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff 2 (PK2), § , qui est le conjugué du tenseur

des déformations de Green-Lagrange E
Selon Hill (1978), la loi de Hooke des milieux élastiques, linéaires et isotropes peut étre

généralisée au domaine non linéaire des grandes déformations de la maniére suivante :

=(n) =(n) = =@ =
T =2uE +A,(I:E )HI, (11-2)
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ouu, A, sontles constantes de Lamé.

Dans cette approche, la description lagrangienne est privilégié, le tenseur des déformations

=(n
E  est défini au sens de Seth-Hill par :

1 = = n+0
=(n) —U -1
E = n( )

B (IL.3)
Ln(U) n=0

U est le tenseur des déformations a droite obtenu a partir du théoréme de la décomposition

polaire du gradient de la transformation F

= |

%

<

R

Bl

, (IL4)

E est le tenseur des rotations, 17 est le tenseur des déformations a gauche (eulérien).

On peut définir une relation entre les deux tenseurs conjugués de Hill, (1978) dans une base
principale comme suit :

N o oA

T”(") - T
oom st (IL5)

T™ et T sont les tenseurs conjugués de E™ et E ™ respectivement.

En se basant sur le concept des tenseurs conjugués, Batra et al. (2000) ont développé quatre
modeles de comportement élastique non linéaire pour les élastomeres incompressibles. En

description lagrangienne, le premier mod¢ele est exprimé par une relation linéaire entre le

deuxiéme tenseur de Piola-Kirchhoff S et le tenseur des déformations de Green-LagrangeE.
Au fait, en remplacant n=2 dans 1I’équation (II-2), on retrouve ce mode¢le, pour les milieux

incompressibles, on a :

=(2)

= =1 = = =
T =2uE-pC .I<S=2uE-p.C I, (11-6)

—1 =

ou p est une pression hydrostatique qu’on détermine par les conditions aux limites.

Quant au deuxiéme modg¢le, il est donné par :

T

E

<

.:.E:luln;—p?. (11-7)

En description eulérienne, le premier modele est exprimé par :

= (B~

Q |l
~l
=~

)—pl, (11-8)
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En élasticité, il est communément admis que 1’état naturel est libre de contrainte, c’est
pourquoi dans I’équation (I1.8) apparait le terme (1_9 - }) .
Le deuxieéme modele est formulé de la maniere suivante :

o =2ud-pl, (11-9)

= = =-1
ou: A= %(1 — B ) estle tenseur des déformations d’Almansi-Hamel.

Batra et al. (2000) affirment que les deux modeles exprimés en description eulérienne sont
plus réalistes, car qualitativement sont en accord avec 1’expérience. Afin de valider les
modeles proposés par Batra et al, (2000), nous les avons confrontés aux résultats
expérimentaux de la littérature en 1’occurrence les travaux standards de Treloar (1944).
Treloar a effectué des essais de traction simple, cisaillement pur et traction équibiaxiale sur du
Latex (caoutchouc naturel chargé au soufre 8%)

On montre sur les figures (II.1(a), 11.1(b), I.1(c), II.1(d)) les prédictions de ces modeles

comparés aux résultats expérimentaux de Treloar (1944).

2[] T T T T T T
O traction uniaxiale {expérience)
18| — traction uniaxaile (Modéle Eq I1.6) -
+ cizaillement pur (expérience)
16 L — cisaillement pur (Modéle Eq 11.6) i
+ traction équibiaxiale (expérience)
14} — - traction équibiaxiale (Modéle Eq IL.6) |
12+ .
wlu
10+ .
o
8 - -
o
E' r ,D N
at .t s ° -
‘ e
. s +at
2+ + &j 'T‘(jl_ —h::,‘l‘ _
o o
U 1 1 1 1 1 |
1 2 3 4 g 6 7 8

Elongation (4)

Fig. I1.1(a) : Courbes contrainte-élongation pour le 1¥ modéle Eq (I1.6) comparées aux

résultats expérimentaux de Treloar (1944).
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2[] T T T T T T
O traction uniaxiale (expérience)
18} — traction uniaxaile (Modéle Eq 11.7) .
+ cisaillement pur (expérience)
16 L — cisaillement pur (Modéle Eq I1.7) i
+ traction équibiaxiale (expérience)
14} — - traction équibiaxiale (Modéle Eq 1.7}
12+ .
10+ .
o
8 - -
o
E' r ,D N
. o
ar .t o T
I Y S T i
U 1 1 1 1 1 |
1 2 3 4 5 6 7 8

Elongation (4)

Fig. IL.1(b): Courbes contrainte-élongation pour le 2°" modéle Eq (I1.7) comparées aux

résultats de I’expérience de Treloar (1944).

2[] T T T T T T
< traction uniaxiale (expérience)
18| — traction uniaxaile (Modéle Eq 11.8) .
+ cisaillement pur (expérience)
16 — cisaillement pur (Modéle Eq 11.6) i
= traction équibiaxiale (expérience)
1l — - traction équibiaxiale (Modéle Eq I1.8)
12+ .
10+ .
o
8 - -
E - ]
4 F 4
2 - -
0
1 8

Elongation (4)

Fig. I1.1(c): Courbes contrainte-élongation pour le 3" modéle Eq (I1.8) comparées aux

résultats de I’expérience de Treloar (1944).
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2[] T J‘ T T T T T
. O traction uniaxiale {expérience)

18+ ! — traction uniaxaile (Modéle Eq 11.9) -
| + cizaillement pur (expérience)

16 - : — cisaillement pur (Modéle Eq 11.9) i

! + traction équibiaxiale (expérience)
14} IJ — - traction équibiaxiale (Modéle Eq I1.9) |
!
12+ ' .
!
10+ ’ .
.'ll o

8t f .
i o

E' r llrj ,D N

' — o
4| i et o -
¢ . * -.I- s +at ©
- v —_ -
gy s td

U | 1 1 1 1 |

1 2 3 4 5 6 7 8
Elongation (4)

Fig. I1.1(d): Courbes contrainte-élongation pour le 4°™ modéle Eq (I1.9) comparées aux

résultats de I’expérience de Treloar (1944).

On peut constater que ces prédictions ne sont pas satisfaisantes, cependant le modele de la
fig. 1.1(b), donne des résultats relativement bons dans le domaine des moyennes
déformations.

En conclusion, les mod¢les de Batra et al, (2000) sont “séduisants* théoriquement, mais non
convainquants pour décrire les résultats expérimentaux pour les chargements en traction

uniaxiale, cisaillement pur et traction équibiaxiale.
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I1.2.2 Généralisation de la loi de Hooke aux grandes déformations: Tenseurs conjugués
lagrangiens

Farahani et al. (2004) ont effectués une ¢tude générale de 1’équation (II-2) en utilisant un
résultat établi par Hill (1978) (cf. Eq. I1.5). Dans cette étude, le couple de tenseurs conjugués
utilisés sont lagrangiens.

En effectuant des calculs pour un essai de traction uniaxiale pour une valeur de m=2, on a

déterminé la contrainte nominale :

la-v)ar +2021 —0-1]

n/E=1"" 20X+ D) (11.10)
en la comparant a I’équation hypo - élastique :

6 =2uD+ r(D)I (IL 11)
D=FF | (L. 12)
donnant :

r/E=2"1nA (IL.13)

La figure suivante représente la variation de la contrainte en fonction du déplacement pour

une valeur du coefficient de Poisson, v =0.25, le matériau est considéré compressible.

0.8 B

n=1
0.6 —

rate model

0.2 -

Contrainte nominale/E
o

041 g

0.6 -

Fig .I1.2 : Courbes contrainte - déplacement pour v = 0.25
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On peut constater que pour n = 1, la loi prédit un comportement “idéal*: la courbe est
identique en traction et en compression.
Afin de valider la loi hypoélastique, étudions la réponse du matériau aux grandes

déformations en utilisant la loi de Farahani pourn=20:

=(0)

=(0) =(0) =
T =2uE +Atr(E ), (IL.14)

=(0)

E =hnU. (IL15)
Le tenseur T ” est relié au 2°™ tenseur de Piola Kirchhoff par :

Tﬁ(O) = AﬁzTﬁ(Z) . (IL.16)

On suppose que le matériau est homogene, isotrope et on s’intéressera a la traction uniaxiale,

le cisaillement pur et a la traction équibiaxiale.

1. Traction uniaxiale

Considérons une éprouvette en élastomere subissant une déformation homogéne en traction
uniaxiale, la déformation est définie par :

A=A, L=4=4", (I1.17)

les équations (II-14), (II-16) et (II-17), donnent I’expression de la contrainte de Cauchy :
c/E=2*"InA, (I1.18)
en terme du premier tenseur de Piola-Kirchhoff 7, on a:

7/E=2""nA. (I1.19)

2. Traction équibiaxiale

La déformation en traction équibiaxiale est définie par :

A=A =2, A=12"0", (11.20)
les équations (II-14), (II-16) et (II-20) donnent I’expression de la contrainte de Cauchy :

1 —-2(1-2v)

c/E=——21 " InA, (IL.21)
l-v

entermederx,ona:

1 (50-3)

n/E=——A1" InA. (I1.22)
I-v
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3. Cisaillement pur

La déformation est définie par :

A=A, =1, A, =100, (I1.23)
les équations (II-14), (II-16) et (II-23) donnent I’expression de la contrainte de Cauchy :
1 —(1-2v)
G/E=———— 1 ' A, (I1.24)
(1-v)(1+0v)

et la contrainte nominale :

| (3v-2)
. — T (I1.25)
(I-v)1-v)

rlE

On montre sur les figures (Fig. I1.3, I1.4, I1.5), les prédictions des équations (I1.19), (I1.22) et

(IL.25) que nous avons comparés aux résultats expérimentaux de Treloar, (1944).

1[] T T T T T T
< Expérience de |a treation uniaxiale o
g — Modele Eq.(I.19) (v=02) .
— - Modéle Eq.{I1.19) (v =0.3)
g L —— Modéle Eq.(I1.13) (v =0.4) 4
—— Modéle Eq.{I1.19) (v =0.5)
7L o -
E - -
o]
5 - -
o
4 - -
o
3k -
2+ -
1 - .
0
1 8

Elongation (4)

Fig.I1.3: Courbes contrainte-€¢longation en traction uniaxiale pour différentes

valeurs dev .



Chapitre Il. Comportement élastique non linéaire : Etude bibliographique

4.5 T T T T T T
& Expérience de la trcation équibiaxiale o
s — Maodéle Eq.{Il.22).(v=0_2) N
— - Modéle Eq.{I.22) (v=0_3) o
—— Modéle Eq.(11.22).{v=0.4)
35 — Modéle Eq (.22) (=0 .5) O iy
Ir o .
251
2+
151
1 -
05p G- T -
0 L L L _|_ - e
1 14 2 25 3 35 4 4.5

Elongation (4)

Fig. 11.4: Courbes contrainte-¢longation en traction équibiaxiale pour différentes

valeurs de v .

3.5 T T T T T T T
& Expérience du cisaillement pur o
—  Modéle Eq.(11.25).{v=0.2)
3H — - Modéle Eq.{ll.25),1v=0.3) .
—— Modéle Eq.(11.25).{v=0.4) o
—— Modéle Eq.(Il.25),(v=0.5) o
25+ o .
2 -
151
1 -
05}
[] | | | | | | |
1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Elongation (4)

Fig.IL.5: Courbes contrainte-€¢longation en cisaillement pur pour différentes

valeurs de v .
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Les résultats obtenus montrent que le modele de Farahani (pour n = 0) qui présente
une forme linéaire entre le tenseur de Kirchhoff et le tenseur naturel en description
lagrangienne n’ajuste les résultats expérimentaux que dans le domaine des déformations

modérées (moyennes).

I1.2.3 Généralisation de la loi de Hooke aux grandes déformations : Tenseurs conjugués

eulériens

Xiao et al. (2003) ont montré que 1’utilisation du couple de tenseurs conjugués eulériens (:,Z)
ol /est le tenseur logarithmique qui est défini par: Z: lnI7 = %lnE et 7 le tenseur de
Piola-Kirchhoff défini par ;= J :, conduit a une écriture de la loi de Hooke de la maniére

suivante :

t=Jo =2uh+ Atr(h)l . (11.26)
On note que I’équation (I1.26) a été introduite par Hencky (1928 ,1931 ,1933) pour I’étude de
la réponse des ¢élastomeéres aux grandes déformations.

Nous allons comparer les prédictions de 1’équation (I1.26) avec les résultats expérimentaux de

Treloar(1944).

1. Traction uniaxiale

La déformation est donnée par :
x=AX;y=1"Y;z=1"7Z (I1.27)

L’opérateur gradient de la transformation s’écrit :

A 0 0
(F);=|0 27 0 (11.28)
0 0 A

il vient alors :

. 20 0
_ _ -2v
B=FF —(B),=|0 A 0 (I1.29)
0o 0 1%
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- 2Ini 0 0
hz%lnB —>(h)!,=% 0 -2lmi 0
0 0 -2

Le Jacobien de la transformation est calculé par :
J = det(F) = A
En utilisant I’équation (I1.26), on peut calculer la contrainte de Cauchy :

" =0, =/11%(2,u.lni+/lr(—lnﬂ))

o™ =/11—120(2,u—/1L)1n/1

Sachant que le coefficient de Lamé A, est donné par :

2, = 210
1-2v

L’équation (II.33) s’écrit :

L =z,

TU _
o =2 Uy,

2. Cisaillement pur

La déformation est donnée par :
x=AX;y=Y;z=2"""2Z

L’opérateur gradient de la transformation s’écrit :

A0 0
(F),=|0 1 0
0 0 /Ifu/(lfu)

Il vient alors :
. 20 0
B=FF —(B) i = 0 1 0

O O /l—zu/(l—u)

(11.30)

(IL31)

(I1.32)

(I1.33)

(11.34)

(11.35)

(IL. 36)

(11.37)

(I1.38)
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_ o, = | 2InA 0 0
h:EInB — (h), =3 0 0 0 (11.39)
0 0 (-2v/(1-v)).InA
Le Jacobien de la transformation est calculé par :
J = det(F) = A1-20)/0-0y (I1.40)
En utilisant I’équation (I1.26), on peut calculer la contrainte de Cauchy :
1 1-2v
o’ =0, =W(2ﬂ.lnﬂ+ﬂL.lnﬂ.( 0 ) (I1.41)
1 1-2v
o = pIEmT Qu+,. o )In A (I1.42)

En tenant compte de [D’expression du coefficient de Lamé A, (cf. Equation (11.34)),
I’équation (11.42) s’écrit :

1 1
2(=20)/1-0) 2(1 _ U). nA. (I1.43)

O-CP//J:

3. Traction équibiaxiale

La déformation est définie par :
x=AX;y=AY;z=A2"0" 7 (11.44)

L’opérateur gradient de la transformation s’écrit :

A0 0

(F); =|0 4 0 (I1.45)
0 0 Ao

Il vient alors :
. 20 0

- . 2

B=FF —> (B)l.j =0 A 0 (I1.46)

O O 1—40/(1—0)
o | 2InA 0 0

0 0 (~4v/(1-v)).lInA
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Le Jacobien de la transformation est donné par :

J = det(F) = A20-2)/0-0) (11.48)
En utilisant 1’équation (I1.26), on peut calculer la contrainte de Cauchy :
1 1-2v
O-TEB =Gll =W(2ylnﬂ+2ﬂL 1_ lnﬂ) (1149)
1 1-2v
o8 = 2 A ) A (I1.50)

En tenant compte de I’expression du coefficient de Lamé A, (cf. Equation (I1.34)),
I’équation (I1.50) s’écrit :

1 1+v

TEB ;. _
o= 220-20)/0-0) 2(1_0)'1111 : (I1.51)

Les figures ci-dessous illustrent la variation de la contrainte de Cauchy en fonction de
I’¢longation en traction uniaxiale, cisaillement pur et traction équibiaxiale comparées a

I’expérience pour différentes valeurs de v .

4[] T T T T T T
& Experience o
35k — v=0.2 _
—— =03
—— v=04
30H 4 v=05 T
o
= 25+ .
S
=
S 20f o i
L]
=
£ 15 o -
= O
=
g 10 o -
]
5 o .
o
O ] ! ] ]
0f Fbmee—————————————— |
_5 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8
Elongation

Fig. I1.6: Courbes contrainte-élongation en traction uniaxiale pour différentes

valeurs de v .
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Expérience du cisaillement pur
16H— f'-.-"lDdl?IE Eq.l;||.42].l; v=0.2} I
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Fig. 11.8: Courbes contrainte-¢longation en traction équibiaxiale pour différentes

valeurs de v .
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Conclusion

L’approche qui consiste a étendre la loi de Hooke pour les milieux élastiques,
homogenes et isotropes aux grandes déformations est mise en défaut. En effet, deux voies
sont possibles : selon que I’on choisi la description lagrangienne développée par Farahani et
al. (2004), ou eulérienne récemment proposée par Xiao et al. (2003). Ceci est di au
comportement fortement non linéaire et multiaxial des ¢lastomeéres, ainsi on doit approcher ce
comportement en introduisant un potentiel ¢€lastique afin de tenir compte des fortes non

linéarités matérielles.

I1.3 Modélisation avec ’approche indirecte : potentiel élastique basé sur la théorie de
Green [G. Marckmann, 2004]

On postule I’existence d’un potentiel élastique, W, dépendant uniquement de 1’état de
déformation courant f(z) et dont dérive les contraintes. En faisant 1’hypothése
d’incompressibilité (J =1ef I, =1), les différents tenseurs de contraintes peuvent s’exprimer

en fonction de W

En écriture Lagrangienne :

s=2%_ ¢ (I1.52)
oC
En écriture Eulérienne :
o=28" _ 1. (I1.53)
OB

Le principe d’objectivité impose d’écrire W sous une forme scalaire exprimée en fonction du
tenseur de Cauchy Green droit ? En faisant de plus I’hypothése d’isotropie, W peut
s’exprimer en fonction des seuls invariants /, et /, de C.

w=w(,,I,) (I1.54)

Les invariants du tenseur ; sont donnés dans une base principale par :

1,(C) = trace(C) = 7 + A,> + 2,

L,(C) = %[(trace(z))z “trace(C)? = (A A)? + (W A): + (A, ) (I1.55)

1,(C) = det(C) = A4, A,

Avec I,(B) =1,(C):1,(B) =1,(C) ; I,(B) = I,(C).
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De nombreuse formes du potentiel élastique ont été proposées dans la littérature, la plus citée
est celle de Rivlin (1948) qui est exprimée sous forme polynomiale de (/,—3) et de
7, -3):

L M ) )

w=>>C,,-3);-3), (IL.56)
i £

i=0 j=0

ou C; sont des coefficients d’¢lasticit¢ et Cp,, =0

L et M sont des entiers telsque L>1et M >1

En se limitant au premier terme de I’équation (I.56), on obtient le modele Néo-Hookien qui
permet de donner une bonne corrélation pour des taux de déformations modérées. 1l est
traduit par la loi :

Ww=C,, -3). (I1.57)

Le modéle de Moony-Rivlin (1940), est implanté dans bon nombre de codes de calcul par
¢léments finis. Prend en compte les deux premiers termes du développement de Rivlin :
W=C,U -3)+C,,-3). (I1.58)

Le mod¢le phénoménologique de Yeoh (1990), est bien adapté pour les caoutchoucs chargés

. . oW oW . . . .
en noir de carbone, ou —— << ——pour les mélanges. Yeoh a proposé alors une énergie de
2 1

déformation a trois coefficients, ou le second invariant n’apparait pas :
W=C,(,-3)+C,(I,—-3)" +C, (I, -3). (I1.59)
Valanis et Landel (1967) ont postulé que I’énergie de déformation peut étre écrite comme la
somme de trois fonctions séparables :

W =w(4,)+w,)+wd,), (I1.60)
les fonctions pouvant étre développées sous forme logarithmique :

w= 2,u§ﬂk(10gﬂk -1). (IL.61)

P

Ogden (1972) introduit I’idée que W peut s’exprimer en fonction des €¢longations principales

et propose une forme mathématique en série de puissances réelles :

N
Y R )} (1.62)
n=0

= n

ou «, sont des constantes sans dimension et les y, désignent les coefficients de cisaillement,

N
avec: 2u = z u,o, (uest le module de cisaillement du matériau). En général, une trés
k=1
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bonne corrélation avec les résultats expérimentaux est observée pour N=3. Le modele
d’Ogden donne une identification plus stable par rapport au modéle polynomial, et un
meilleur lissage des résultats expérimentaux est obtenu jusqu’a des taux de déformation assez

¢élevés.

Conclusion

L’utilisation de potentiel ¢lastique dépendant des invariants classiques du tenseur de
Green-Lagrange W (!, (;),I 5 (;) et I, (;)) conduit a D’identification des paramétres du

matériau dans le domaine des grandes déformations. La base de données expérimentales se
limite a deux types d’essais : la traction uniaxiale et équibiaxiale (Diani et al, 1999), ou bien
la traction uniaxiale et la compression plane (Chevalier, 2002 ; Béchir et al, 2006). En
conséquence, ces parametres sont mis en défaut dans le domaine des moyennes déformations.
En d’autres termes, il est nécessaire de déterminer les parameétres du matériau dans ce
domaine de déformation, ceci induit une géne lors de I’'implantation de ces modeles de
comportement dans les codes de calcul par ¢léments finis (les valeurs numériques des
parametres du matériau dépendent du domaine de déformation).

Afin de s’affranchir de cette difficulté, on suggeére 1’introduction d’invariants logarithmiques,

w (Z),II (Z) et 111 (Z)). Notre apport constitue un complément aux travaux de Watanabe.
(1992) ; Criscione et al. (2000) ; Diani et al. (2005).



Chapitre 111

Modélisation du Comportement hyper-
elastique et hyper-viscoélastique des
elastomeres



Chapitre IlIl. Modélisation du comportement hyperélastique et hyperviscoélastique des élastomeéres 31

II1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons proposer un potentiel élastique original basé sur les
invariants logarithmiques et non sur les invariants classiques de I’approche de Green. Afin de
valider notre mod¢le, ses prédictions seront confrontées a des résultats expérimentaux de la
littérature. Une tentative d’extension de ce modele aux milieux hyper —viscoélastique est

développée par la suite et cela sans passer par les modeles rhéologiques.

I11.2 Modélisation du comportement élastique non linéaire
I11.2.1 Modéle proposé

Considérons la relation établie par Xiao et al. (2003) :

h, (I1L.1)

r=J.o, (I11.2)
h=InV, (IIL.3)

le matériau est supposé ¢élastique, homogene et isotrope, selon Noll et al. (1965), le tenseur .
peut s’exprimer par :

t=a,l+ah+a,(h)?, (IIL4)

Le potentiel élastique est invariant par changement de coordonnées de 1’espace, il convient
alors de I’exprimer en fonction des invariants de Z (Watanabe et al, 1992) :

W =W(I(h). II(h)et II(R)). (I1L.5)

Par conséquent, la loi de comportement dérive du potentiel ¢lastique de la maniére suivante :

_ow _ow ol oW ol ow ol (I11.6)

Rl

= = = — + =
oh ol gp oIl g Ol pp
On pose :
ow
a, =— I11.7
= (IIL.7)

a, =a,(1,11,1II) sont les parametres du matériau dépendants des invariants 7, 17, I1]

AT = 1T (IIL.8)
oh

ar_y,

oh 2

U
N

| —
—
Ryl
=

(I1L.9)
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=2 =2 =
omr_y o 111:%(/1 %)

oh

I tenseur identité.

Pour un matériau incompressible on a:
J=1

I=h+h+h =0

Donc I’expression de la contrainte de Cauchy est :

; = —;;+azz+a3(2)2

I11.2.2 Etude des invariants du tenseur des déformations Z

En déformation homogeéne et dans une base principale, les invariants de

expressions :

I(h)y=h +h, +h,
=InA +InA, +In4,
() = %(hf )
= %[(111,11)2 +(In4,)* +(In ;)]

HI(h) = %(hf YRR

— A" +(n2,)" + (102,

(I11.10)

(IIL.11)
(1IL.12)

(II1.13)

S

ont pour

(11.14)

(IIL.15)

(111.16)

Considérons les déformations fréquemment utilisées en mécanique des élastomeres afin de

hiérarchiser la pertinence de ces invariants
1. Traction uniaxiale
La déformation est donnée par

x=AX ;y:LY;z:%

Ja

Et les invariants sont de la forme :

1=0;

Z,

3
II==(nk)*;
4( )

1
I ==(nA)® .
4( )

(I11.17)

(I11.18)

(111.19)

(111.20)
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2. Cisaillement pur

La déformation est définie par :
XZZ,X;y:Y;z:%Z, (IT1.21)

les invariants sont :

I1=0; (I11.22)
II=(nA); (111.23)
I =0. (111.24)

3. Traction équibiaxiale

La déformation est donnée par :

xzﬂ,X;yziY;z:%Z, (II1.25)
les invariants sont donnés par :

I1=0 ; (IIL.26)
II=3(nA)” ; (111.27)
Il =-2(In )’ . (111.28)

Les figures (IIL.1, II1.2) illustrent la variation des invariants en fonction de la déformation

vraie et la variation du second invariant en fonction du troisi€éme invariant.
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Fig .II1.1 : Courbes des invariants en fonction de la déformation vraie, € =InA
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Fig.II1.2: Courbes de la variation du second invariant en fonction du troisiéme invariant.
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L’objectif est de formuler un potentiel ¢lastique dont la loi de comportement peut reproduire

la réponse du matériau pour n’importe quel chargement. Pour les matériaux incompressibles,
ona:/ (Z) =0, le potentiel élastique dépend alors de deux invariants /7 (Z) et 111 (Z) ,

on suppose que le potentiel s’exprime de la maniére suivante :

w = [ fUD).dIl + | g(IIT).dIlT (111.30)

Cette approche par séparation des variables du potentiel élastique a été utilisée par Alexandre,

(1968) ; Gent, (1996) et d’autres.

I11.2.3 Identification des paramétres comportementaux du matériau

On identifie le potentiel élastique W découplé en deux termes qui dépendent des invariants
I, III, on utilise les données expérimentales des essais de traction uniaxiale et de
cisaillement pur effectués par Treloar (1944) sur du latex.

On définit les fonctions f'et g a partir du potentiel W par :

ow ow
—=fI et —=
oll sun oll

g(). (II1.31)

Notons que, du fait de la complexité des expressions, I’identification par simple minimisation
de I’écart entre les données expérimentales et I’expression analytique peut ne pas €tre unique.
Il est donc important d’avoir une bonne approximation initiale avant de commencer le
processus de minimisation. Puisque 1’invariant /// =0 dans le cas du cisaillement pur, la

fonction f(II) peut alors étre directement identifiée a partir des résultats expérimentaux de la

contrainte du cisaillement pur ¢ :

‘ oIl
 — ]l (I11.32)
o = fUun——,
o =2InA.f(), (1IL.33)
lﬂ' cpP
IT) = : (I11.34)
S 2In 4

Nous avons choisi, pour approcher cette fonction, une forme polynomiale de degré 1 en
fonction de(/I")*. Ce choix offre une bonne approximation avec un nombre limité de

parametres.

fUl)y=a, +a,("Y (111.35)
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Connaissant la fonction f(/I), nous sommes maintenant capable de déterminer la fonction

g(III) a partir des résultats de la traction uniaxiale :

4

3
A wo_ 2 (111.36)
3(n i)z[ﬂﬂ 2f(II)ln 1]

g (Il

La procédure d’identification consiste alors a minimiser 1’écart entre la fonction théorique et
les valeurs expérimentales. Nous avons choisi une forme exponentielle pour approcher g :
g(Ill)= Bexp( D.II) (I11.37)

Les fonctions définitives obtenues sont utilisées pour prédire le comportement du matériau en
traction uniaxiale, cisaillement pur et traction équibiaxiale.

La contrainte de Cauchy en traction équibiaxiale est calculée comme suit :

ol oIl

TEB — I[ + I]I , (III.38)
o SUD) Sy e 2

o™ = 31n Af (1) - 3(In A)* g (1II). (II1.39)

I11.2.4 Validation du modéle proposé
On va comparer les prédictions de notre modele aux résultats expérimentaux de Treloar
effectué¢ sur le Latex en traction uniaxiale, cisaillement pur et traction équibiaxiale. Les

résultats de I’identification sont portés sur le tableau suivant :

Les parametres (MPa)

La fonction f(II) a, =0.92561
a, = 0.28334
La fonction g(ZI) 13; i?gggg‘;

Tableau III.1 : Parameétres identifiés a partir de 1’essai du cisaillement pur et de I’essai de

traction uniaxiale [Treloar (1944)].

On représente sur les figures (I11.3, 111.4, I11.5) les prédictions de notre modéle qu’on compare

aux résultats expérimentaux de Treloar (1944).
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Contrainte de Cauchy(MPa)
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Déformation comrégée

Fig .II1.3 : Comparaison des prédictions de notre modele aux résultats expérimentaux de

Treloar(1944) en cisaillement pur.
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Déformation corrégée

Fig .I11.4: Comparaison des prédictions de notre modele aux résultats expérimentaux de

Treloar(1944) en traction uniaxiale.
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?U T T T T
= TU expérience
— TU modéle proposé
60H + CP expérience ! .
—+— CP maodéle proposé |
+ TEB expérience :
— - = - lr _
& 50 TEB modéle proposé -
= /
F= i
L + 4
§ 40 o
O /
]
_:]_.; 3[] r N
=
o
5
o3 20r .
.
10+ ,+ i
4 <4
0 L b S . . !
0 0.5 1 1.5 2 25

Déformation corrégée
Fig .IIL.5 : Comparaison des prédictions de notre modele aux résultats expérimentaux de

Treloar(1944) pour les trois modes de chargement.

2.5 Discussion des résultats

Il est important de noter qu'un modele de comportement doit prédire le comportement
du matériau pour tout types de chargement, on constate que notre modele simule avec une
bonne précision la réponse des €¢lastomeres en traction uniaxiale et cisaillement pur dans les
domaines des petites et des grandes déformations. Il simule correctement la réponse en
traction équibiaxiale pour des déformations modérées ( A< 3).
Ce modéele contient un nombre de parameétres réduit conduisant a une identification

relativement simple de ces constantes.
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I11.3 Modélisation du comportement hyper viscoélastique
Introduction

L’expérience montre que le comportement des ¢lastomeres (élasticité et
amortissement) dépend du temps d’application de la charge ou de la fréquence d’excitation de
la sollicitation en régime harmonique. En d’autres termes, le comportement de ces matériaux
est viscoélastique non linéaire. Les essais classiques permettant de mettre en évidence ce
comportement sont les essais de relaxation (ou de fluage) : on impose un déplacement et on
enregistre la réponse (force) décroissante en fonction du temps. Le deuxiéme essai courant est
d’appliquer un déplacement (ou une force) variable au cours du temps et mesurer la rigidité
qui se présente sous forme complexe, présentant une partie réelle et une partie imaginaire. La
partie réelle nous renseigne sur 1’énergie stockée dans la structure, quant a la partie imaginaire
est corr¢lée a la dissipation de 1’énergie sous forme de frottement di a la viscosit¢ du

matériau. On se limite a ces deux types de chargement dans le cadre de ce mémoire.

II1.3.1 Loi de comportement viscoélastique linéaire [Christensen, 1983]

Le comportement viscoélastique linéaire peut étre défini a partir uniquement de la donnée
de I’'une des fonctions réponse : de fluage (évolution de la déformation en réponse a un
¢chelon de contrainte), ou de relaxation (évolution de la contrainte en réponse a un échelon de
déformation). Les hypothéses de linéarit¢ du comportement, ainsi que le principe de
superposition de Boltzmann (si I’on superpose deux histoires de sollicitations, la réponse est
la superposition des réponses) permettent alors d’écrire la réponse a toute histoire de
sollicitation a partir de la connaissance des fonctions de retard ou de relaxation. Les
hypotheses retenues pour établir la formulation fonctionnelle d’un probléme de viscoélasticité
linéaire sont les suivantes :

- La contrainte o(¢) (respectivement déformation) est une fonctionnelle de toute

I’histoire des déformations (respectivement contraintes) ;
- Le matériau est non vieillissant (les fonctions de retard et de relaxation ne dépendent
que d’une seule variable temporelle) ;
- La fonctionnelle est linéaire.
La loi de comportement viscoélastique linéaire d’un matériau peut étre obtenue, en appliquant
le principe de correspondance (Christensen, 1983), c’est-a-dire, le produit simple de la loi de
comportement définie en élasticité linéaire se transforme en produit de convolution. La loi de

comportement en ¢€lasticité linéaire d’un matériau homogéne et isotrope est :
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o(t)=2ue+ A, (e: DI, (I11.40)

en viscoélasticité linéaire, 1’équation (II1.40) se transforme de la manicre suivante :

o(t) = 2u(t) * e(t) + A, () * (e(t): DI, (IL.41)
ou
o(l) = 2j Lt — $)&(s)ds + j/lL (t — $)tr(£)(s)ds (IIL.42)

Il est commode de séparer les contributions des parties déviatoriques et sphériques :

o ()=o) -~tro()]
L S (111.43)
o(t) = £(t) - %m(z)]

= =D
e(t) et o (t)) sont respectivement les parties déviatoriques du tenseur des déformations et du

tenseur des contraintes.

En  fonction de ces parametres, la loi de  comportement devient

o ()= jz 11t — $)é(s)ds
B 0 t B (111.44)
tro(t) =3 j K(t - s)tré(s)ds

ou K est le coefficient de dilatation volumique, relié¢ aux coefficients de Lamé par :
3K(t) =34, () +2u(t) (I1L.45)

une forme équivalente de la relation (I11.42) est alors :
()= [2u(t — $)é(s)ds + [ K(t - s)ré(s)ds (I11.46)
0 0

Si I’on considére que le matériau est complétement incompressible, seule la partie
déviatorique des contraintes est a prendre en compte. L’incompressibilit¢ se traduit par

I’introduction d’une pression hydrostatique indéterminée, et on écrit :

= L = =

o(1) = [2u(t - 5)é(s)ds — p()] (II1.47)
0

Toutefois, la théorie de la viscoélasticité linéaire est défaillante pour prédire le comportement

de ces matériaux : elle ne prend pas en compte 1’aspect grandes déformations.
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I11.3.2 Viscoélasticité non linéaire

La modélisation du comportement viscoélastique non linéaire des élastomeres fait
I’objet d’intenses recherches ces dernieéres années compte tenu de leur importance croissante
dans des applications technologiques. Globalement, existe deux voies d’approche du
comportement de ces matériaux : bon nombre de modeles sont développés en se basant sur le
concept de configuration intermédiaire introduite par Siddoroff, (1974,1975). Dans ce cadre,
on peut citer les travaux de Resse et al, (1998a, b) ; Huber et al, (2000) ; Laiarinandrasara et
al, (2003). Quant a la deuxieme voie est I’approche fonctionnelle généralisant 1’intégrale de
superposition de Boltzmann de la viscoélasticité¢ linéaire. Au fait, pour les élastomeéres on
cherche a étendre les modéeles hyperélastiques avec la prise en compte de 1’effet mémoire.
Dans ce contexte, on peut citer les travaux de Christensen, (1980); O’Dowd et Knauss,
(1995) ; Fosdick et Yu, (1998). L’originalit¢ de ces modéles est que I’effet mémoire
s’exprime a travers une convolution simple, comme dans le domaine linéaire. Dans ces
modeles, les non linéarités sont simplement traitées en découplant les effets temps et
déformation. La viscoélasticité du matériau s’exprime a travers une fonction de relaxation
(isotrope) fonction du temps (mais indépendante de la déformation). Tandis que les effets des

grandes déformations sont intégrés dans le potentiel €lastique W des €élastomeres.

I11.3.3 Modéle proposé
On applique le théoréme de correspondance (Christensen, 1983) qui transforme le produit
simple en produit de convolution a notre modele (cf. Eq III.13) et en tenant compte du fait

que le matériau est incompressible, on obtient :

o (t) = —p(O)] +ay (1) * h(t) + a; () * (W) (1) (IIL.48)
qu’on peut écrire sous forme intégrale de la maniére suivante :
o(t)=-pl+ far(t— s 4 fa - 5B g (111.49)
S S —oo
I est le tenseur identité, p est la pression hydrostatique.
Pour tenir compte de 1’effet temps, on pose :
ow
a,(t)=——+op(t II1.50
2 (1) ol (1) (II1.50)
a,(t)= . +y(t) (II1.51)

olll
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L’¢équation (I11.49) s’écrit :

— - oW - Z(s) f dh (s)
=—-pl+——h(t)+ t t— ds + t— ds (I11.52

o(t)=-p YT (1) + 6111 I () + I(o( PR LW( s) P (I11.52)

L’essai de relaxation est défini par :

A)y=1+(4, -1).H(1), (I11.53)

ou H(t) est la fonction d’Heaviside

Considérons une éprouvette en ¢lastomere isotrope et incompressible, subissant une

déformation homogene en traction (ou compression) uniaxiale, la déformation est définie par :

BO=I020, b0 =0 =120 (I11.54)

A(t) est 1’¢longation selon la direction de la traction. A 1’aide des équations (I111.53) et (I111.54)
et en ¢liminant la pression hydrostatique (cf. Annexe II), on obtient I’expression de la
contrainte de Cauchy:

TU 36W 3 aW 2 3 /10_1
H=="—Inl +=——.(In1)* +=(—).(p(t) + In A, (¢
() TR 4a111( 0) 2( Py )-(p(1) N4Q) (I11.55)

Pour montrer que les deux dérivées partielles du potentiel €élastique par rapport aux deux

d2 TU
invariants II et III sont convexes il suffit de calculer la dérivée seconde W :
0
ona:
oV o O(t
L s T ﬂ(o) (I1157)
on pose :
o
T =" (I11.58)
0
()
T = BN (IT1.59)
0
La composante hyperélastique de la contrainte de Cauchy est donnée par :
3ow 3ow
t) = InA, +=——.(In4,)*
Oy () = S Mt e (In4,) (I11.60)
il vient alors :
Cupy 30W InA, 30W (Ini,)’
T, = == . += .
w2 A, 4ol A (IIL.61)
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Ini, 3 D (In2,)?
+2 Boexp(=.(In A, )*).~—0)_
PR eXp(4 (In4,)") 7

3
7 hp =5(ao tate (l n2,)%). (I11.62)

La dérivée premiere est :

dr, 3 9
e fa e n ) (5= ndy )]+

0
3'—32.(1n/10).exp(§.(1n/10)3).[2—1n/10+91'—?(1n/10)3 (111.63)
M0

et la dérivée seconde donne :

2
d T

3 9
rx = A l[a,(2.In 4, —=3) +a, E(ln 2,)7.(20-15.In A, +2.(In A,)*)] +

2+ 22+ 0+ 93(1%) YI(IIL64)

3.8
.€X
45, 4

La composante visqueuse de la contrainte de Cauchy est donnée par :

3 d
O(1) = 5 I [p(t—s)+w(t—s).In ﬂ(s)]g(ln A(s)).ds (I11.65)
3 1
O(r) = > In4,.[o(1) + 5 In Ay (1)] (I11.66)
O(1) 3In4,
Ty = A(:) 5 r; Lo(0) +—1n Ao (1)] (111.67)
on posce :
2
p(u) = gr(u) (I11.68)
(II1.67) s’écrit :
3 (Ink,)*
Ty /10 r(t)+ ( n 7 i (1) (I11.69)
on calcule la dérivée premiére:
d 1-In )
d’; - °>r<)+—1 e 10“ N0 (I11.70)

et la dérivée seconde est :

d’r, 2lnA,- 3 1+lnﬂ (In4, -3)
=[ : ] Jw (¢
7K P r(t) + = w (1) (I11.71)
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d’rm, 2InA, - 3 1+In4,.(In4, -3)
7R SO0=[—F— PR ] r(t) + [ R ly(@)=<0 (I11.72)
(3-InA
=y =] 208-Ind,) 1(t) (11L73)

3.(1+1In 4, (In 4, —3))

(e s U . )
La dérivée seconde de 7 est donnée par :

d*r™ 2InA, =3 3 1+In4,.(InA, -
=0+ 2 oAind, =3)
i, 2y A,

Ty (@) +

%[ao (2.In4, -3)+a, %(11110)3.(20 ~15.In 4, +2.(In 4,))] +

0

3'B3.exp(g.(lniof).[Z(l—lni —(In4,) )+@(l )’ —(l ni,)’ (é 9—D(ln/1) )](I11.74)
i}

Il faut que :
2__TU

d’m —<0 (I11.75)
dA,

I11.3.4 Détermination du module d’Young complexe
Afin de déterminer le module d’Young complexe, nous allons étudier un essai dynamique
sous sollicitation sinusoidale, en considérant toujours le modéle :

o ry=>" 4 3o
) == mAO~+ (1 A())?

L dAGs)

o) ds (11L.76)

N %L(gp(z-s)ﬂnx(s).yx(t— )

On Considére la déformation sinusoidale £(¢) = g, sin(at) , le régime permanant s’établit pour
t>>t,, o, étant la fréquence circulaire d’excitation de la structure. Les déformations sont
petites, de sorte que]go| <<1, et les termes d’ordre supérieur en ¢&(s) sont négligeables.

L’histoire du chargement est donnée par 1’équation :

A1) =2, (1+&()), (I11.77)
on posce :

3 3 aW
" (1) = o ™ InA@t)+——— (1 A1) (I11.78)

L dAs)

o) ds (111.79)

== j (p(t—5)+InA(s).y (t —5)).——



Chapitre IIl. Modélisation du comportement hyperélastique et hyperviscoélastique des élastoméres 45

En tenant compte du fait que :

ow )
et a, Il (I11.80)

ow

—— = B.exp(D.1II

poam p( ) (I11.81)

en substituant 1’équation (II1.77) dans les équations (II1.78), (II1.80) et (II1.81) et en retenant

que les termes du premier ordre en&(z), 1’équation (I11.78) s’écrit :

oV (t)=a, + %az(ln/io)“ + Bexp(§(1n10)2)+

[% a,(In4,)’ +B exp(% (In 10)2%0.(111 2)1.€(0) (I11.82)

on pose :
pt—s)=ky(t—ys) (I11.83)
L’¢équation (II1.79) s’écrit :

o' = %(1 +kIn2,) [@(t = 5).2(s)ds (IT1.84)

en faisant le changement de variables :
u=t—s (I11.85)

on aboutit a :
o= %(l +k.InA,)iwe (1) jgp(u).exp(—ia).u)du (I11.86)
0

afin de déterminer les fonctions de relaxation ¢(u) et y(u), nous allons tendre A, vers un,
afin de retrouver le module complexe d’Young dans le domaine linéaire :
lim E(io,4) = E" (iw) (111.87)

en en déduit que :

pu) = %r(u) (I11.88)

L’équation (II1.86) s’écrit :
o' =(+kInl).E"(iw).&(t) (111.89)

on posce :

Ac™ (6)= 6™ (1) ~[a, +%a2 (Iny)" + Bexp(§ (In2,))] (I11.90)
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Ac™ 9 ; D ) 3 2 -
0 =[Za2(lnﬂo) +Bexp(z(lnio) .ZD.(lnlo) 1+ (1+kInA)).E (iw) (I11.91)

Et le module complexe d’Young est donné par :

E'(io, 1) = [%a2 (In4,)* + Bexp(%(ln 10)2%D.(ln 2,) 1+ (1 +k.InA,).E* (iw) (111.92)
Les deux parties réelle et imaginaire du module complexe d’Young ont pour expressions :

E'(w, 1) = [% a,(In1,)’ +B exp(% (In4,)> %D. (In1,)*1+ (1 +k.In 1,).E'(®) (111.93)

E"(@,2)=(+k.In1,)).E"(w) (111.94)
on posc :

9 D 3
E, = e (In4,)* + Bexp(Z(ln 10)2.21).(111 A)’ (I11.95)

L’¢équation (II1.93) s’écrit :

E'(w,)=E_ +(+k.Inl).E'(®) (111.96)

on calcule la limite des deux parties réelle et imaginaire du module complexe en faisant tendre
Ay Versun :

lim E (,4,) = E'(o) (111.97)

lim £ "(@,2,) = E"(0) (111.98)

L’amortissement dans le domaine non linéaire est donné par :

E'(w,4)  (I+kInk).E"(w)

w, ) =

MO 2) = 2y~ E. + (4 kI 4) @) (IT1.99)
ou encore .

1+k.InA
n(w, Ay) = ( 0) n(®) (I11.100)
1+ —>*—+klIni))
E'(w)
ona:
lim n(w,4,) =n(w) (II1.101)

n(w) est ’amortissement dans le domaine linéaire
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Conclusion et perspectives

Ce mémoire s’inscrit dans le cadre de la modélisation du comportement
viscohyperélastique des élastomeres. Dans une premicre étape nous nous sommes intéressés
au comportement hyperélastique (¢élastique non linéaire) de ces matériaux, deux approches ont
ét¢ développées : dans la premicre nous avons généralisé la loi de Hooke des milieux
¢lastiques, linéaires homogenes et isotropes au domaine non linéaire des grandes
déformations. La loi de comportement a été étudiée en descriptions lagrangienne et
eulérienne ; nous avons montré que la loi de Hooke dans le domaine non linéaire prédit
correctement le comportement des ¢lastomeres dans le domaine des moyennes déformations

de 1’ordre de 50%.

Afin de prédire le comportement élastique non linéaire de ces matériaux dans le
domaine des grandes déformations, un potentiel €élastique original a été introduit. En effet, ce
potentiel s’exprime en terme d’invariants logarithmiques : on rappelle que dans 1’approche

classique de Green, le potentiel élastique est fonction des trois invariants du tenseur de Green-

Cauchy droit C. L’avantage des invariants logarithmiques est de permettre I’identification

des paramétres du matériau sans distinction des domaines des petites et des grandes
déformations. Le modele proposé a été validé sur les résultats expérimentaux de la littérature,
en I’occurrence ceux de Treloar, (1944). La détermination des parameétres du modele se limite
a la base de données expérimentales de deux essais relativement simple a mettre en ceuvre : le
cisaillement pur (ou simple) et la traction simple. Aussi, le modele prédit avec une bonne
précision le comportement du matériau en traction équibiaxiale, cet essai est difficilement

réalisable d’un point de vue expérimental.

Dans la deuxiéme étape, le modele élastique non linéaire proposé est étendu aux
milieux visco-hyperélastiques ; la contrainte de Cauchy se présente alors comme la somme de
deux composantes : hyperélastique et visqueuse. Le terme mémoire de la loi de comportement

contient deux fonctions de relaxation ¢(¢) et w(¢) dontp(t) est corrélée a la fonction de
relaxation définie dans le domaine linéaire r(¢). Cependant, la deuxiéme fonction de
relaxation /(¢) reste a déterminer ; nous avons supposé qu’elle est proportionnelle a ¢(¢) :

w(t) = ko(t), cette approximation doit €tre justifiée a I’avenir.

Nous avons calculé ensuite le module complexe d’Young dans le domaine non linéaire ;

I’amortissement ainsi obtenu dépend de 1’¢longation imposée. Contrairement, les modeles de
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la littérature présentent une seule fonction de relaxation conduisant a des amortissements
indépendants de la pré-déformation, contredisant ainsi les résultats expérimentaux de la
littérature (par ex. Nashiff et al, 1975). Par conséquent, notre modele permet une prédiction
prometteuse dans le domaine fréquentiel en comparaison avec les modeles existants de la

littérature.
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Annexe 1

Annexe I
Résultats expérimentaux de Treloar sur le Latex
Le tableau suivant regroupe les résultats expérimentaux de Treloar effectués sur le latex, pour

les chargements en traction uniaxiale, cisaillement pur et traction équibiaxiale :

Traction uniaxiale Cisaillement pur Traction équibiaxiale
Elongatio | Contrainte(MP | Elongatio | Contrainte(MP | Elongatio | Contrainte(MP

n a) n a) n a)
@) (PK1) @) (PK1) @) (PK1)
1.5 0.39 1.3 0.34 1.20 0.32
2.0 0.54 1.6 0.54 1.50 0.54
2.5 0.76 1.9 0.69 1.70 0.64
3.0 0.88 2.2 0.74 1.90 0.78
3.5 1.03 2.5 0.87 2.20 0.88
4.0 1.23 2.8 0.93 2.50 1.00
4.5 1.47 3.1 1.03 2.80 1.14
5.0 1.71 34 1.13 3.10 1.31
5.5 2.06 3.7 1.23 3.40 1.45
6.0 2.55 4.0 1.36 3.70 1.69
6.5 3.23 4.3 1.47 4.00 1.96
7.0 4.02 4.6 1.61 4.30 2.21
7.5 5.22 5.0 1.83 4.45 2.43

Les parametres du matériau sont (en MPa):
C,=0.179

C,, = 0.0090

C,, =—0.0018
C,, =-8.46x107
Cyp, =-3.71x107
C,, =4.45x107

Le module du cisaillement peut étre calculé a partir :
u=3(C,+C,)=0.564
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Annexe II :

A. Calcul de la contrainte de Cauchy

On applique le théoréme de correspondance (Christensen, 1983) transformant le produit
simple en produit de convolution. En partant de la loi constitutive de 1’¢lasticité non linéaire

(cf. Eq III.13) et en tenant compte que le matériau est incompressible, on obtient :

o(6) = —p()] + a, (1) % h(e) + a; (1) * ()’ (0) (1)

qu’on peut écrire sous forme intégrale de la maniére suivante :

=2

oh

S

o(6) = —p(O)] + I a,(t—5) 2y ( Jas

I a;(t =s). @

Le matériau est supposé non vieillissant, c’est-a-dire, nous avons une invariance par
9 9

translation dans le temps.

On pose :
ow
a,(t) = T (1) 3)
ow
a;(t) = A +y (1) )

L’équation (2) s’écrit :

ow ah(s) —=ds + ja—W oh_(s) ds + jgo(t - s).—a}é(s) ds

o(t) = —p(t)] + j

J oIl os’ 2
’ on
S
+jwa—g.a;)dg (5)

ah(s)

G(t)——p(t)1+—(h(t) h(~0 ))+—(h (1)~ 0 (=) + f(ﬂ(t— 5).

=2

0 Oh (s)
+ t— ds 6
J wit=s)=— (6)
En tenant compte du fait que h(s) est causale, ¢’est-a-dire :
h(-0) =0,
_ (7
h (—0)=0.

L’équation (6) s’écrit :
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= =2
ot ):—p(t)1+g—WZ(t)+%h (r)+j (- 5). 28 g +j (t-5). 20 g )
L’essai de relaxation est défini par :
A)=1+(4, —DH(t) )
ou H(t) est la fonction d’Heaviside, définie par :
H(I):{o Sz: 1<0 (10)
1 sit20

Considérons une éprouvette en ¢lastomere isotrope et incompressible, subissant une

déformation homogene en traction (ou compression) uniaxiale, la déformation est définie par :
1
B =InA@). () = ()=~ InA() (11)

A(t) est I’¢longation selon la direction de la traction.

Pour un essai de traction uniaxiale on a :

o' =0, (12.a)
0, =03, =0 (12.b)
A T’aide des équations (8) et (11) et pour €éliminer la pression hydrostatique, on calcule la

différence o, —o,, ,on abouti a I’expression de la contrainte de Cauchy :

30w 3ow dlnl(s) (s)
o) =3 A+ 5= (nAW) + j (t-9). = j (e -s)n25) D g 45
en tenant compte du fait que :
InA(t)=In4, , (13)
dA(s
) (2, 1509, i
L’équation (I1.12) s’écrit :
30w 3w ’ 1
o(t)= EEI Ay + 1700 ——(nA,)* + _J;O((p(t—s)+l//(t—s).lnio)/l—0(/10 —Dd(s)ds  (15)
en utilisant la propriété de la distribution (s) :
6(s) =0(=s) (16)
on aboutit a I’expression de la contrainte de Cauchy :
3owW 3 ow
()= Indy + o (In )’ + ( )(co(t)ﬂnzow(r» (17)

20l 4011
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r . r TU
B. calcul de dérivée seconde de 7

le mod¢le propos¢ est défini par :

= oW = ow = )
H=—pl+—— h(t)+——.h (t t— d t— d
a(r) T (1) + o ()+I( ) I ( ) s (1)
o™ 30w 3 oW , 3 d
(t)_EE An 4, +Zﬁ'(ln%) +5:[0[(p(t—s)+l//(t—s).1n/1(s)]£(ln/1(s)) )
ona:
U v O p (I)(t)
i :0/10 2 A (3)
on pose :
_O-hyp
oy = (4)
0]
L /10 (5)

les deux composantes hyperélastique et visqueuse de la contrainte de Cauchy sont données

par :
3owW 30w

Oy (1) = 5%1 nA, + 1301 (In 4,)* (6)

3 d
D(f) = B jm [o(t—s)+w(f—s).In A(s)]g(lnﬂ(s)).ds %
on posc :

3 d
(0= j ot =)~ -(InA(s)).ds (8)
@, (1) = 3 j[l//(t —s).In /l(s)]i(lni(s)).ds 9

2 27 ds ©)

on utilise I’intégration par partie :

D, (1) = %(qo(t —s).InA(s)]- —% | %.mz@)ds (10)

o

® (t)——qo(O) Ind, += jag”((’_s‘;) In A(s).ds (1)
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(1 =) _ 300 ~s) 3 199t ~5)
j ) InA(s).ds = Zoj ) .ln/l(s).ds+20J: ) In A(s).ds (12)
3 [ 0p(t —5)
:0+50j a(t_: In A(s).ds (13)
_3 [ 0p(t—s)
=3 S au=s) An A, .ds (14)
On utilise un changement de variable :
t—s=u
(14) s’écrit :
op(t—s) 3
j 2=y s =510 [p() = ()] (15)
donc :
®,(0) =2 (00 n 2, + In £, [p(1) - (0] (16)
®,() =3 In 4y 9) (17)
de la méme maniére, on calcule :
3 d
D,(t)= EJ;I//(t —5).In /l(s).g(ln A(s)).ds (18)
d ) d
g[lni(s)] :2.1n/1(s).£(lni(s)) (19)
(18) s’écrit :
D, (1) = 3 jl//(t - s).i(ln A(s))* ds 20
2 4~ ds (20)
L’intégration par partie donne :
3 ¥ 3 [ 00(t—ys) )
CDz(t):Z(y/(t—s).(ln/I(s)) ]07 _Z(;" = (In A(s))".ds
3 2 3 [ 0p(t-s) 2
:Z.y/(O).(lnxlo) —ZJ:TS.(ln/I(s)) ds 21)
dp(t —s) D) 3 (0p(t—s) 2
40[ ——(In s )’ .ds 40{ ——(In (s )’ .ds + Zo[ ——(In ()" ds
:o_ijaf”(t %) (In A,) ds 22)

47 a(t—s)
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on fait le changement de variable :
t—s=u
_3 [ 9p(t=9) 2 gs = 3 2 () —
y j 2=y (A s == (02, Ty ()~ (O) (23)
Donc :
®,(0) =210 2,y (0) = (0 2, [y () -y (0) 24)
@, =210 2,y (1) 25)
D) =D,()+D, () (26)
(1) = In yp(0) + > (In7,) ' (1) @
@)= In 2y [p(0) + 5 In 2y (1) @28)
On pose :
w (1) = ko) (29)
(28) s’écrit :
q)(t):iln/l (1+Elni ).(t) 30
2 T (30)
en tenant compte du fait que :
Ay =1+¢, (31)
InA, =ln(l+¢,) = ¢, (32)
(28) s’écrit :
3 k
®a>=58¢1+58o¢0) (33)
Sachant que :
g, <<1 (34)
Eg ?«<1
5 &o (35)
(30) s’écrit :
(1) = 2,p(0) (36)

en lin¢aire, on a :

() = &,.(1)

(37)
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a partir des équations (33) et (34), on aboutit a :
2
p(1) = 3 r(1) (38)
ona:
d(¢) 31n4, 1
=—2=— Jo@)+—=InA, (¢
g A 2 A [o(2) 50 oy ()] (39)
In A, 3(In4,)’
=—ur(l))+——uw(t
g Py r(1) TRy w (1) (40)
on calcule la dérivée premicere:
dr, 1-InA, —In 4,
= t —1 A t
T % V() + 2 2, (20 PRRRLA0 41
et la dérivée seconde est :
d’r, 2lnA,- 3 1+lnﬂ, (In4, -3)
=[ ; ] lw(t
R PR P v () 42)
d’rm, 2InA, - 3 1+In4,.(In4, -3)
0= [——— ] (1) + [ lw(@® <0
dA,’ A Ay v (43)
2.3-1n4,)
=>w() =2 r(t
VO i ana, —3) (44)
Ona:
Uhyp 30w lnﬂ, 3 ow (lnﬂ, )
T = T2an A, 4 A (43)
0 0 0
3 3 In4,)’
Fay =5 @+ (7)) 42 Bexp(2 in 2y 2L (46)
0 0
La dérivée premiere est :
dr, 3 9
70”’:W[ao(l—lnﬂo)jtalE(lnﬂo)4.(5—ln/10)]+
3'—32.(1n io).exp(g.(lnﬂo)3).[2— In4, +91'—é)(1n/10)3 (47)

0

et la dérivée seconde donne :
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2
d-r hop

3 9
= [a,(2.In A, —3)+a, —(In4,)’.(20—15.In A, + 2.(In A,)*)] +
d%g 2.103 0 0 116 0 0 0

~(Iny) >+15—D<l )+ g b 9—D<1 )]

3B
4.2

Ona:

TU
T =wg T,

2_TU 2 2
d'm d 7R d T hyp

di’  di) dAy)

Les équations (42) et (48) donnent la dérivée seconde de 7 v

d*nr™ 2InA, -3 3 1+In4,.(InA, -
=R 0+ 2 o0 4, =3)
i, A A

lw (@) +

i3[a0 (2.In4, -3)+a, %(m%)%(zo ~15.In 4, +2.(In 4,)*)] +

M0

3.B D 5 9D

0
11 faut que :
dzﬂ'TU

di,’

<0

(48)

(49)

(50)

3.exp(z.(ln/lo)3).[2(1—lni —(In4, )’ )+ 12D (1 ni,)’ 3D (1 ni,)* G+ (n n4,)’)] (51)

(52)
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C. Calcul du module d’Young complexe

o (=3 a0+ 2 T (nA0) 4 j (@t —5) + 0 A(s)p (L ~5)). Ml ; i
on posc :
O™ iy )= 5 S0+ 5 S (I 2(0)° )
o - %i(co(t — 5) +In A5y (£ - 5)) %) o 3)
On considére une déformation sinusoidale
e(t) = g, sin(axt) (4)
Le chargement est donné par :
M) =4, (1+&(2)) ®))
()<<l (6)
InA(¢) = In A, + &(¢) 7
In> A(t) =In* A, +2.(In 4,)..£(¢) (8)
Apres calcul, on aura :
SIVZ _ B, exp( (In2,)%).(1+> D(ln 20)%.£(t) ©)
aaTW; —a +2a, (10)

En tenant compte des équations (7), (8), (9) et (10), I’équation (2) s’écrit :
oV (t)=a, + 19 a,(In,))* +B exp(— (InZ,)*)+ [ a,(Ink,)’ + Bexp(— (In4,)°.
on pose :

p(t—s)=ky(t—s)

L’équation (3) s’écrit :

3 1 dA)
=3 £(1+k.lni(s)).¢(t S)%(s) s
Ona:

1

1
i@)=;30+8@»

D(lnfl )*1.e(t) (11)

(12)

(13)

(14)
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dA(s)
ds

Ay-£(5) (15)

En négligeant les termes du second ordre en €(5) | I’équation (13) s’écrit :

o’ :%(l+k.ln/10)jw(t—s).é(s)ds (16)
Ona:
E(s) =iwe, exp(iws) (17)

L’équation (16) s’écrit :
. 3 . 0 .
o' =2+ kInd)ioz, [t —s).explias.).ds (18)

En faisant le changement de variables :
u=t—=s

L’équation (18) s’écrit :

o' = %(1 +k.InA))iwe,.exp(iot) Igo(u).exp(—iwu).du (19)
0
Ou encore :
o = %(1 +k.n 2, Yieoe(¢) [ p(u).exp(—icon).du (20)
0

En viscoélasticité linéaire, le module complexe d’Young est égale a la transformée de Fourier

de la fonction de relaxation r(t) ([Ferry, 1980]), ¢’est-a-dire :

E"(iw) = ¢(u) (21.a)

E(io)=iw j o(u).exp(—icou).du (21.b)
0

Ce qui impose a poser :

() = () 22)

r(u) est la fonction de relaxation en lin€aire.
L’équation (20) s’écrit alors :
o' =(+k.Ini).E (iw).(t) (23)

On pose :

A" (=" (0~ [a +—ax(n )" + Bexpt (n2,)")] 24
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Ac™ (1) = [% a,(InA,)’ + Bexp(g(ln 10)2%D.(ln 2)1.e@)+(1+kInA).E*(iw).e(t) (25)

Ac™ 9 5 D , 3 ) .
=[—a,(In4,)” + Bexp(—(n4,)".=D.(In4,)) ]+ (1+ k.InA)).E (iw) (26)

e(t) 4 4 4
11 vient alors :

., 9 3 D , 3 ) ..
E (io, )= [Z a,(Ini,)” +B exp(z (In4,) .ZD.(ln Ao) 1+ (1 +k.InA)).E (iw) (27)
Les deux parties réelle et imaginaire du module d’Young sont données par :
E'(w, 1) = [% a,(In1,)’ +B exp(% (In4,)? %D.(ln 2,)* 1+ (1 +k.In 1,)).E'(®) (28)
E"(@,A)=(+k.InA)).E"(®) (29)
on pose :

9 D 3

E, =Zaz(1n/10)3 +Bexp(Z(lnﬂuo)z.zD.(ln/lo)2 (30)

L’¢équation (III.) devient :

E'(w,)=E_ +(+k.Inl).E'(®) (31)
on calcule la limite des deux parties réelle et imaginaire quand A, tend vers un :

ona:

lim£, =0 (32)

Ay—1

il vient alors :

yinl E'(w,4,) = E'(w) (33)
lim E"(w,4,) = E"(®) (34)

L’amortissement est donné par :

E'(w,4)  (I+kInk)).E"(w)

U(walo)zE’(a),/lo) E, +(+kInl).E'(w) >
ou encore .

1+k.InA
N0.20) =R ) o

1+ —=+kInA
(@) o)

Hgll nio,4y) =n(io) (37)
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