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Résumé

Résumé

Dans le cadre de ce mémoire, nous avons développé une étude sur |a propagation
des ondes planes dans un milieu thermoélastique linéaire, homogene et isotrope. Le premier
chapitre traite du comportement élastique linéaire. Le but est de bien définir les parameétres
mis en jeu dans notre étude. Dans le deuxieme chapitre nous avons développé une éude
théorique sur la propagation des ondes planes dans un milieu thermoélastique linéaire,
homogeéne et isotrope. Pour pouvoir coupler les équations mécanique et thermique et déduire
une loi de comportement thermoélastique, un choix d un potentiel thermodynamique s est
imposé. Ensuite nous avons développé I’ équation de mouvement et éiminé la température en

considérant les ondes planes.

L’équation seculaire est obtenue en mettant en évidence deux tenseurs
caractéristiques: acoustique et isentropique. La résolution de cette éguation aux valeurs
propres nous a conduits aux vitesses de propagation dans le milieu. Ainsi deux cas sont
étudiés: le premier concerne le régime isotherme (sans variation de température) ; notre
formalisme général se réduit au cas classique conduisant a calculer deux vitesses d’ ondes
longitudinale et transversale. Dans le deuxieme, nous considérons le régime non isotherme.
Dans ce cas les tenseurs acoustique et isentropique sont différents. La recherche des valeurs
propres est plus complexe nécessitant une résolution numérique sur Maple. Nous avons
obtenu une solution pour laguelle le matériau est stable. Les variations de température
induisent une dispersion des ondes dans le milieu.

Mots clés: Thermoé asticité linéaire, ondes, propagation, stabilité.



Résumé

Abstract

This work studies the propagation of flat waves in an isotropic, homogenous, linear,
and thermo-elastic milieu. The first chapter deas with the linear elastic behaviour so as to
define the parameters to take into consideration in this study. The second chapter provides a
theoretical analysis of the flat waves in an isotropic, homogenous, linear, thermo-elastic
milieu. The choice of a thermo-dynamic potential has been necessary in order to couple the
mechanic equation and the thermal one as well as to deduce the thermo-elastic behaviour.
After that, the equation of the movement has been developed and the temperature eliminated

while considering the flat waves.

The secular equation has been obtained, bringing into light two characteristic tensors:
an acoustic and an isentropic one. The resolution of this right-valued equation has resulted in
the spreading of the speed in the milieu. Hence, two cases have been studied. The first one
concerns the isothermal system (with no temperature variation). The genera formalism, here,
confines to the classical case that leads to the caculation of two wave speeds. one
longitudinal, the other transversal. The second case considers the non-isothermal system. In
this case, the acoustic and isentropic tensors are different. The search for right values is more
complex as it requires a Maple numerical resolution. We have, thence, come out with a
solution for which the materia is stable. The temperature variations cause the breaking up of

the waves in the milieu.

Key —words: linear thermo-€l asticity — waves — propagation - stability
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Dé&finition des notations utilisées dansle mémoire

(C,): Configuration initiale ;
(C,): Configuration actuelle ;

o : Tenseur des contraintes de Cauchy ;

: Tenseur des déformations ;

™l

Tl

: Opérateur gradient de la transformation;

Ol

: Tenseur derigidité;

=

: Tenseur de conductivité thermique ;

| : Tenseur identité;

0, : Symboles de Kronecker.

Il(z)  Premier invariant du tenseur des déformations & ;
| 2(;) . Deuxiéme invariant du tenseur des déformations & ;

I 3(z)  Troisiéme invariant du tenseur des déformations & ;

W : Potentiel élastique;

v . Potentiel thermodynamique;

P, - Masse volumique du solide dans la configuration de référence;
p : Masse volumique du solide dans la configuration actuelle ;

A : Coefficients de Lamé;

u - Module du cisaillement du matériau;

K : Coefficients de conductivité thermique ;
E : Module Young ;
v : Coefficients de poisson ;

a : Coefficients de délitation thermique ;



Dé&finition des notations utilisées dans le mémoire

k : Module compressibilité;

C : Capacité calorifique du matériau
p : Pression hydrostatique;

T, : Température de référence ;

T : Température de I’ état actuelle;

AT : Ecart de température ;

()]

: Entropie massique ;

=

: Flux de chaleur échangé par rayonnement ;

q: Flux de chaleur échangé par conduction ;
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Introduction générale

Dans bon nombre d’ applications technol ogiques (contrdle non destructif ; mesure
des constantes de rigidités des matériaux ; ondes sismiques,...), on utilise la propagation
d’ondes. En général, les approches classiques se limitent au domaine linéaire et au régime
isotherme. L’ objectif de ce travail consiste a étudier |a propagation des ondes planes dans un
milieu thermoélastique linéaire. En effet, on cherche a évaluer |’ effet de température sur les
vitesses de propagation. Par conséquent, les champs de température et de déformation sont

couplés.

Le travail est structuré de lamaniére suivante :

le premier chapitre est consacré aux rappels des généraités dans le cadre de |’ dasticité
lindaire suivi d'une étude bibliographique sur les lois de comportement éastique et
thermoé astique dans le but de bien définir le cadre de notre étude.

Le deuxieme chapitre est consacré a |’ étude théorique de la propagation des ondes planes
dans un milieu thermoélastique linéaire, homogene et isotrope, I’ équation séculaire est ainsi
obtenue. La recherche des valeurs propres nous conduit a évaluer |’ effet de la température
sur les vitesses de propagation des ondes planes. Ce chapitre est compose de deux parties : on
se limite dans la premiére au régime isotherme, c’est-a-dire, on traite le cas classique de
I’ élasticité linéaire, la deuxieme, on prend en compte I’ effet de la variation de la température,
c'est-a-dire, le régime non isotherme. Les différents résultats obtenus sont analysés et
interprétés.

Enfin, nous terminons par une conclusion générale suivie des perspectives pour la poursuite

de cetravail.
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Comportement élastique linéaire.

Etudes bibliographique
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I.1. Lesloisde comportement (Lemaitre, 1985, J. Coirier, 2001).

La résolution d’'un probleme de mécanique nécessite la connaissance de laloi de
comportement. D’une fagon générale, une loi de comportement est une fonctionnelle de
réponse du matériau permettant de définir un lien entre I’ éat de contrainte et I’ histoire des
transformations de ce matériau. Cette loi de comportement doit satisfaire trois principes : le
principe de causalité, le principe d’ action locale et e principe d’ objectivité ou d’indifférence
matérielle.

Le principe de causalité impose que I’ éat de contrainte en un point et au temps t ne dépend
que de I’ histoire de la transformation du matériau jusqu’au temps t. Le principe de I’ action
locale impose que I’ état de contrainte en un point ne dépend que du voisinage de ce point. Ces
deux principes sont veérifiés pour les matériaux matériellement simples, ¢ est-a-dire, pour
lesquels | état de contrainte ne dépend que de I’ histoire du gradient de la transformation.
Enfin, le principe d objectivité impose que la loi de comportement doit étre indépendante de
I’ observateur ou du changement de référentiel.

|.2. Comportement éastique - définition

D’une fagon générale, un milieu est dit élastique si son comportement ne dépend
gue de la position relative de la configuration actuelle (Ct) par rapport a une configuration
privilégiée (qu’ on peut toujours prendre comme configuration de référence ou naturelle dans
laquelle le tenseur des contraintes est nul). En d autres termes, pour un milieu élastique, I’ état
de contrainte actuel est entierement déterminé par le gradient de la transformation a I’ instant
actuel et non par son histoire passée :

& (X, t) =¢F (X,0)] (1.2)
Ou ( est une fonctionnelle.

La fonctionnelle mémoire se réduit ainsi a une simple fonction et le tenseur des contraintes de
Cauchy ne dépend pas du chemin suivi par la déformation mais par contre le travail fourni par
cette contrainte en dépend généralement.

La loi de comportement des milieux éastiques, linéaires, homogenes et isotropes peut étre
obtenue de deux maniéres différentes : la premiere est I’ approche directe qui consisterelier le
tenseur des contraintes de Cauchy & au tenseur des déformations & . La deuxieme est

indirecte, le tenseur des contraintes de Cauchy & dérive d un potentiel élastique.
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1.2.1. Approchedirecte (J. Mandel, 1966, P. L e Tallec, 2006)
1.2.1.1. Elasticité linéaire anisotrope

En éadticité linéare, la transformation subie par un éément a partir de I’ état
initial se raméne & un déplacement densemble suivi d'une déformation pure. Cette
déformation étant infiniment petite (du premier ordre, par définition) et le tenseur des
contraintes de Cauchy & est une fonction linéaire du tenseur des déformations €.

Dans une base cartésienne, laloi de comportement (loi de Hooke), est définie par :

0ij = Cijir €1 (1.2)
Ou Cjjy, est le tenseur des modules d élasticité d' ordre quatre, appelé auss tenseur des
rigidités élastiques du matériau.

On notera que les C;j; ne sont fonction que de la variable de I’ espace X dorsqueget &
peuvent étre fonction des variables (X, t) .Si les C;j,; sont indépendants de X alors le milieu
est dit homogene.

Gréce al’invariance due aux symétries matérielles, le nombre de constants élastiques lors de
la permutation des indices, (Cjjk; =Cijik =Cjix1 =Cri;j) Se réduit donc a 36 voire a 21
composantes sont indépendantes.

Voigt a introduit une notation simplifiée a deux indices, avec la convention d’ équivalence
entre un super-indice m et une paire d'indices associée|j :

(ij) —» met (k)— n

111

222

333

423

531

612

Cequi permet d' écrire:

Om = Cmn €n ) (|-3)

On voit qu’ on peut ranger |es composantes des tenseurs des contraintes et des déformations en

deux vecteurs colonnes reliées par lamatrice 6 x 6 des modules d' éasticité :
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On pose:

Ya = 284,
Ys = 2¢&s5;
Y6 = 2 -

En introduisant les équations (1.5) dans |’ équation (1.4), on obtient :

1.2.1.2. Elagticitélinéaireisotrope

(1.4)

(1.5)

(1-6)

Par définition, un milieu est isotrope si toutes les directions de I’ espace autour d’un

point de ce milieu sont matériellement équivalentes (aucune direction de |’espace n’est

privilégiée). La matrice des constantes éastiques se réduit aux neuf éléments dont seulement

trois sont différentes : notées C,,,C;3 €t la troiséme est en fonction des deux autres

C11—Cy3
=

homogene et isotrope s écrit :

) . En notation de Voigt, la matrice de rigidité du matériau éastique, linéaire,
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Ci1 Ci3 Ci3 0 0 0
Ci1 Cy3 0 0 0
Ci1 0 0 0
_ C11—Cq3
Cr) = 2 0 0 (1.7
Symétrique C11C13 0
C11—Cy3

2

En base cartésienne, laloi de Hooke peut s exprimer en fonction des constantes de Lamé

pLeta:

Oi; = 2[181']' +/’L£kk 611 . (|8)
A partir de |’ équation (1.8), lamatrice des rigidités élastiques s écrit alors::

A+ 2 A A 0 0 O
A+ 21 A 0 O O\I
_ A+2u 0 0 O
(Cmn) - u 0 0 (|'9)
Symétrique p 0
M
Par identification entre I’ équation (1.7) et (1.9), on déduit :
Cll = A + 2[1

On rappelle que les constantes de Lamé sont reliées aux modules d’ éasticités de la maniere

suivante:
A
Gt (1.12)
3A+2n
E=u e (1.12)

E : lemoduled' Y oung,
v : est le coefficient de Poisson

La stabilité locale du milieu élastique linéaire, homogéne et isotrope autour de |’ “etat naturel
setraduit par lesinégalités suivantes:
2u+32>0, e pu>0. (1.13)
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2u+ 31> 0, signifie que le matériau diminue de volume sous I’ effet d’ une compression, la
seconde u > 0 signifie que le cisaillement s effectue dans le sens de I’ effort.

Ces conditions s écrivent de maniere équivalente :

E>0, e -1<v<1/2. (1.24)
E >0, signifie que D’allongement est positif, et v=1/2 correspond a un matériau
incompressible.

v = 0 correspond au cas ou la section de 1’éprouvette ne varie pas, et —1 <v < 0 correspond

aux matériaux dont la section augmente lors de traction (jamais observé).

1.2.2. Approcheindirecte (P. Germain, 1995, S. Forest, M.Amestoy2007)

Le tenseur des contraintes de Cauchy & peut étre obtenu a partir d'un potentiel

élastique définie par :

1 _ _
w(é) = > 0:€ . (1.15)
En base cartésienne, on a:

1
w(&) = 7 Cijui€ijép - (1.16)

Telles que, atout instant t, s € est le tenseur des déformations en ce point, le tenseur des
contraintes en ce méme point est calculé par :

ow(g)
08

(1.17)

Qll

Ou W est exprimé en fonction des 9 variables ¢; considérées comme variables
indépendantes.

On peut exprimer I’ équation (1-13) sous une forme plus géenérale, en introduisant un potentiel
thermodynamique ¥ massique défini par :

poh =w. (1.18)

Ou p, est lamasse volumique du matériau dans la configuration initial.

w(&) est une forme quadratique que I’on peut exprimer en fonction des invariants du tenseur

des déformations &, définis par :
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po¥ = W[, (), ,(®)] = alf (¥) + B, (&) . (1.19)
L(E)=L% . (1.20)
I,(®) = %(?: 7). (1.22)

Laloi de comportement dérive alors du potentiel thermodynamique de la maniére suivante :

_0(po¥) _ ow(®

° 0% 98 (1-22)
_ W)L (E) |, aW) dL(E)

°T @ o0t ' 0, oF (1.23)
_ B

5 =2al, + S E. (1.24)

Afin de retrouver laloi de Hooke exprimée en fonction des constantes de lamé, on pose :

g=2p:>[3=4u. (1.25)
20=A=>a = % (1.26)

Introduisons les égquations (1.21) et (1.22) dans (1.20), on retrouve :

Ojj = Zusij +7\‘£kk 811- . (1.27)

[.3. Notions de thermodynamique des milieux continus(S. Forest, M. Amestoy2007,J.
Salencon, 2007)

La thermodynamique des milieux continus est decrite par deux principes qui ont
un caractére universel :
Le premier principe, ou principe de la conservation de I'énergie qui introduit la notion
d énergie interne et de chaleur recue. Ce principe se traduit localement par |'équation de

I’ énergie suivante :

pé = 0:e+pr—divqg (1.28)

Le second principe auquel est attachée la notion de production d entropie, se traduit

localement par I'inégalité fondamentale suivante :

-7-
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ps+ div (3) - (5) 20 . (1.29)

Ou:
eet s expriment respectivement énergie interne et entropie massique,
q est le vecteur flux de chaleur échangés par conduction,

r est une densité massique de production interne de chaleur a distance.

|.4. Comportement thermoédastique linéaire (S. Forest, M. Amestoy, 2007, J. Lemaitre,
2009)

Afin de coupler les effets mécanique et thermique, on doit déterminer la loi de
comportement reliant les composantes du tenseur des contraintes de Cauchya , en tenant
compte de |'effet de variation de la température. Pour y parvenir un potentiel

thermodynamique de la forme suivante :

pow = = 2(®) + 2u () — (3A + 2o AT I(E) — 2 AT?, (1.30)
0

AT =T —T,, (1.31)

Ou:

To: température de référence,

T : température a un instant postérieur,

AT: variation de température.

En utilisant I’ équation (1.18), on obtient ainsi laloi de comportement thermoélastique linéaire

sous laforme suivante :

G=2uE+Atr (A1 — 31+ 21)alTT (1.32)

En base cartésienne, laloi de comportement thermoélastique linéaire est :

Gij = 2”811' + Aekk(gi]- — (3), + ZM)QATal] ' (|33)

A I'aide de |’ égquation (1.29), on peut calculer I’ entropie massique de lafagon suivante :

_ (. \9%po¥) _ -~ 9(po¥)
s = (CBA+2uasg, + pOCAT—T. (1.35)
0
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|.4.1. Equation de chaleur

La loi de comportement contient le terme température qui évolue dans le miliey, il est
nécessaire d’introduire les équations qui gouvernent I’ effet thermique. On utilise pour cela
I’ éguation de la chaleur qui est une forme particuliére de I’ “equation de I’ “energie (premier
principe de la thermodynamique). Dans le contexte infinitésimal, le bilan local d “energie
S “ecrit :

poe +divi =5:€+pgr (1.36)

En introduisant I’ “energie libre et les lois d'“etat élastique, on obtient |I'"equation de la

chaleur :
TS+divg=pgr . (1.37)

|.4.2. Laloi de Fourier

On suppose que laloi de Fourier soit vérifiée, on écrit :

qi=—KTj. (1.38)
Ol K est le tenseur de conductivité thermique,

Pour les matériaux isotropes, la conductivité est isotropique :

K= —KI, (1.39)
dij = KTy . (1.40)
Ou:

K : coefficient de conductivité thermique,

1: Tenseur identité.

Enintroduisant laloi de conduction thermique de Fourier, le bilan d entropie s écrit :

pocT+  3kaToép,, —KAT = por. (1.41)

couplage
thermomécanique
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I1.5. Dépendance des propriétés physiques en fonction de la température (J. Lemaitre,
2009)

Les caractéristiques des matériaux : le module d'“easticité, le coefficient de
dilatation thermique, la masse volumique, chaleur massique...etc. dépendent de la

température. Cependant, cette dépendance est négligée autour d'un état a la température de

s . . . .. AT . L. e
référence Tg, a condition de %tlsfalreT— < 1, les coefficients du matériau sont considérés
0

comme constants. Les figures suivantes montrent |’ évolution de quelques caractéristiques des

matériaux en fonction de latempérature

]
(10°/°0) !

A316

INCO 718
10

+ + -+ +- 4 + + » T (°C)
20 100 200 300 400 500 600 700

Fig. 1.1 : Evolution du coefficient de dilatation o en fonction de la température
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Comportement éastique linéaire. Etudes bibliographique

E(MPa)
i
——— XC10
200000 f——0
"‘m\\;‘--._.__‘_________-_'“_-_-
T~ INCO ?Nmp 1520 %C
N il S
——
P T ~ Tm=1410 °C
i
100000 e
_‘-‘-_-H_‘——_""'——-_\___\_‘__._\_‘
AU4G = Tm=1668 'C
' y
_ i J s 7 (ATm38C oy
20 100 200 300 400 500 600 700

Fig. 1.2: Evolution du module de Y oung E en fonction de latempérature

v
L
04 Titane
e AUIG
0.3 B XC10
0.2
0.1 1
: N - + 4 > T('C)
20 100 200 300 400 500 600 700

Fig. 1.3 : Evolution du coefficient de Poisson en fonction de latempérature
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Coefficients de Lamé

O-ij = Zﬂgij +A€kk 51]

Module d' Y oung et coefficient de Poisson

1+u v
= Oij — 7 OkkOij

Sij—— E

E

Relations entre les différents modules d’ “elasticité isotrope

1= vE _ E
“a+va-2v’ HTza+v
_ 34+ 2p
V_Z(A+u)' —H A+u

Module de compressibilité

_3A+2u E
3 3(1-v)

Stabilité du solide élastique
2u+31>0
u>0
Et
~-1<v<1/2

E>0

......
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premier principe
pé = 0:§+pr—divqg

second principe

p$ + div (g)— (%) >0

Equation de chaleur :

pcT + 3kaTyé,, — KAT = por

couplage
thermomécanique

Le potentiel éastique

poy = g 2(3) + 2 I(E) — (31 + 2p)a AT 1(3) — 2= AT?
0

Loi de comportement thermoé astique
G =2uE+Atr ()1 — (31 + 2u)aAT1
Entropie massique

s = BA+2u)asgy, + pOCAT—T
0

......
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Propagation d’ ondes dans un milieu thermoélastique linéaire, homogéne et isotrope.

Il. 1. Position du probleme

On s'intéresse a la propagation des ondes dans un milieu thermoéastique linéaire,
homogene et isotrope, dont le but est d éudier I'effet de la température sur les vitesses de

propagation.
11.1.1. Equation locale du mouvement

L’ équation locale de mouvement dans les configurations eulérienne s exprime

par larelation suivante :
divG + pf = pii . (11.1)
Si on néglige les forces de volume, |’ éguation de mouvement se réduit a:

dive = pii . (11.2)

Apres projection dans une base cartésienne on aboutit a:
Oijj = PUjtt (1.3)

On suppose que le domaine de température exploré autour de la position d équilibre reste
l[imité (une dizaine de degré par exemple), par conséquent, la dilatation thermique peut étre

supposee négligeable. Aingi, lavariation de volume est insignifiante, ¢’ est-a-dire, p = p,
Oij,j = Politt (11.4)
Ou

p : Lamasse volumique du matériau dans la configuration actuelle ;

po: Lamasse volumique du matériau dans la configuration de référence ;

u : Vecteur déplacement ;
f : Force massique.
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Propagation d’ ondes dans un milieu thermoélastique linéaire, homogéne et isotrope.

On rappelle que le tenseur des contraintes de Cauchy est (cf.1.32) :
oij = 2ugj5 + Agge — (BA + 2 a A Ty . (11.5)

Les composantes du tenseur des déformations dans I’ hypothése des petites difformassions

(H.P.P) sont définies de la maniere suivante :

gjj = %(ui,j +u;) . (11.6)
En combinant les équations (11.4), (11.5) et (11.6), on aboutit a (cf. Annexe) :

u(ui,]-]- + ui,]-]-) + Aue8ix — (B4 + 2)aT;8;; = poUj g - (11.7)

L’ équation (11.7) est une équation aux dérivées partielles fortement non linéaire. Pour la
résoudre, il est nécessaire d’'éliminer la température et I’ exprimer en fonction du champ de

déplacement.

Afin de résoudre cette égquation, on suppose que le milieu est infini. En d autres termes,
I” hypothese des ondes planes est vérifiée, on considere alors les champs de déplacement et de

température de laforme suivante:

UT) = (U(O)’T(O))ei[k(ﬁi)—wtl = (U(O),T(O))ei[k(ﬁ-i)—wt] = (U(O),T(O))eik[(ﬁi)—vtl (11.8)

Ou:i%? =—1, i est un nombre complexe; k, le nombre donde , @ est une fréquence
circulaire (pulsation), n est un vecteur unitaire indiquant la direction de propagation de |’ onde

et v : lavitesse de propagation.

En introduisant I’ équation (11.8) dans |’ équation (11.7), on obtient :
[u(8;k + niny) + AnyngJuy + IZV (Br + 2Wan;T = pev28iuy - (11.9)

Afin d' éiminer le terme de la température T dans I'égquation (11.9), on utilise le bilan
d’ entropie (cf. éq (1.32) et (1.33).), et on néglige le rayonnement de la chaeur (r=0). La
température s exprime de lamaniére suivante :

Towv(3A+2)any
[-Kwninj+icpov?]

u, (11.10)
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Propagation d’ ondes dans un milieu thermoélastique linéaire, homogéne et isotrope.

On remplace leterme T dans |’ équation (11.9), on obtient une équation matricielle de laforme
suivante :
{(K(D) [pov?8ik — (A + Wniny + pdy] — icpev? lpoVZSik - [(k + Wning + i +

%VZ(BX + Zu)zaznink”}uk =0. (11.11)
0

Introduisons les tenseurs acoustique isotherme et isentropique définis respectivement par :
Qik = (L + Dnyng + pdyyc . (11.12)

Qik = Qix + To(po0) 1 (BA + 22 nyny . (11.13)

L’ équation (11.11), s écrit sous laforme simplifiée suivante :

{pov?[Qik — pov?8ik] + i(Kw)c ™ pov?[Qik — pov28ix]Jux = 0 . (11.14)

La détermination des vitesses de propagation d’ ondes se raméne alors a la résolution de
I’ éguation aux valeurs propres (Scott, 1989) (Chadwick et al. 1992).

pOV2 det(@ik - pOVZSik) + i(Km)c_ldet(Qik - pOVZSik) =0 . (l I 15)
Dans le domaine linéaire, les modes propres sont orthogonaux. Par conségquent, les directions

de propagation sont les directions principales. Ainsi, les termes non diagonaux des tenseurs

acoustique et isentropique sont nuls, d’'ou :

On pose::
povZ =X. (11.16)
f(X) = (Qu1 — X)(Qzz — X)(Q33 — X) . (11.17)
g(X) = (Qur = X)(Qzz = X)(Qss — X). (11.18)

-16 -



Propagation d’ ondes dans un milieu thermoélastique linéaire, homogéne et isotrope.

L’ équation aux valeurs propres (11.15) s écrit :

X.g(X) + i(Kw)c H(X) =0 . (11.19)
11.1.2. Résolution : recherche desvaleurspropres

La résolution de I’ équation (11.19) permet d étudier deux cas différents :

I1.1.2.1. Régime isotherme : (AT = 0)

Pour ce cas le coefficient de dilatation thermique est nul (a=0), et le tenseur

acoustique est égal au tenseur isentropique, cela nous conduit a étudier le cas classique de

......

Qik = Qix- (11.20)
D’'ou:
fX) = g(X). (11.21)

L’ équation (11.19) seréduit a:
Xf(X) + i(Kw)c H(X) =0 (11.22)
X+ iKw)c™HfX) =0 (11.23)
Il existe deux possibilités pour résoudre |’ équation précédente :
f(X) =0 (11.24.9)
X+ i(Kw)c ) =0 (11.24.b)

On peut remarquer que I’ équation (11.24.a) se réduit au cas classique de |’ élasticité linéaire.
L’ évaluation des composantes du tenseur acoustique Q,4,Q,,et Q33, nécessitent de préciser
les directions de propagation des ondes. On Sintéresse essentiellement aux directions
principales [1,0,0], [0,1,0] et [0,0,1]. Les valeurs propres correspondant & des ondes couplées
n’induisent pas d’informations supplémentaires car le milieu est élastique linéaire.
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Propagation d’ ondes dans un milieu thermoélastique linéaire, homogéne et isotrope.

11.1.2.1.1. Direction principale[1,0,0]
A partir de I’équation (11.25.a), on obtient :

(@1 —X)(Q2 = X)(Qsz —X) =0, (11.25)
(Qll_x)zo Q1 =X
=1(Q—X)=0 =1Q, =X , (11.26)
(Q33_X):0 Q33 =X
vOr,001= [ (11.27)
Po
=
v10,1,0] = vP[0,0,1] = |22 = |3 (11.28)
Po Po
avec .
Qi1 =A+2p, (11.29)
Q2= Q3 =1n. (11.30)
Introduisons |’ équation (11.29) et (11.30) dans |’ équation (11.27) et (11.28), on obtient:
A
vOrL00) = [A2E (11.31)
Po
— <
viP10,1,01=v{" [0,0,1] = /i , (11.32)
g Po
avec:

Vv, : vitesse longitudinale,

V[ vitesse transversale.
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Propagation d’ ondes dans un milieu thermoélastique linéaire, homogéne et isotrope.

11.1.2.1.1. Direction principale[0,1,0]

v®[0,1,0] = % (11.33)
0
=
viP[1,0,0] = vi[0,0,1] = % = % (11.34)
0 0
avec
Qy =A+2p (11.35)
611 = Q33 =Hu (11.36)
A
v [0, 1, 0]= ;(2)“ (11.37)
—> <
v 11,00] =v& [0,0,1] = /pﬁ (11.39)
0
-

11.1.2.1.1. Direction principale[0,0,1]

VOl = [ (11.39)
Po
—>
viP [1,0,0] = v{[0,1,0] = % = % (11.40)
Avec .
Q33 = A+ 2y, (11.41)
611 = 622 =u, (11.42)
A+2u
vil01= ==,
—> «|1.43)
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Propagation d’ ondes dans un milieu thermoélastique linéaire, homogéne et isotrope.

vi? [1,00] =vi? [0,1,0] = /i (11.44)

I1.1. 3. Discussions et interprétations desrésultats

D’un point de vue physique trois ondes peuvent se propager dans e milieu isotrope :

+2pn
Po

> une onde longitudinale de vitesse v = qui est obtenue en considérant la
direction de propagation et direction principale sont confondues.
» deux ondes transversales (ou de cisaillement) de vitesse vy = /pﬁ pour lesquelles les
0

directions de propagation sont perpendiculaire aladirection des ondes longitudinale.
Puisque les coefficients de Lamé, et en particulier p sont toujours positifs, il Sensuit que la

vitesse v, plus grand av;.

On peut exprimés les vitesses vy, et vy de lamaniere suivante :

po(1+v)(1-2v)’

E
V= /po T (11.46)

A% . . .
Lerapport — s exprime de lamaniere suivante :
vT

VL _ 2(1—V)
o ,—po(l—Zv) (11.47)

vL:\/ E(1-v) (11.45)
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Propagation d’ ondes dans un milieu thermoélastique linéaire, homogéne et isotrope.

Le tableau (I11.1) rassemble les valeurs des deux vitesses v, et vy, qui dépendent des
coefficients de Poisson, de module de Y oung, et de lamasse volumique (qui figure aussi dans
le tableau (11.1)), pour quelques matériaux. il permet aussi de constater la pertinence de la

conclusion précédente v, > vr.

Matériaux Po (Kg/m®) Y E(MPa) v (m/s) vr (M/s)
Béton 2500 0.2 47000 5109 2798
Acier 7800 0.3 200000 7022 3140
Nickel 8900 0.31 210000 6884 3000

Aluminium 2700 0.33 70000 7571 3121

Caoutchouc 900 0.49 100 19245 192

Tab. (11.1) : valeurs des deux vitesses v, et v, pour des déférents matériaux.

La figures (11.1), montre la variation du rapport des deux vitesses (v, / v;) en fonction du
coefficient de Poisson v, cette derniére nous permet de confirmer que v, > v, e de
constater que :

Pour les matériaux (Béton, Acier, Nicke et Aluminium) les vitesses longitudinaes et
transversales sont de méme ordre de grandeurs cependant, pour le caoutchouc
(cas limite v =0.5), la vitesse longitudinale v, est infinie et vy < v, . Physiqguement, il
n’'existe pas une vitesse infinie. En d’ autres termes, notre approche est mise en défaut. En
effet, la loi de comportement du matériau doit tenir compte de I'effet de la pression

hydrostatique (ou multiplicateur de Lagrange) inconnue.
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V ]_.-: v T

Fig. (11.1) : rapport des deux vitesses (v / vr) en fonction du coefficient de Poisson

D’ apres les résultats obtenus, on peut conclure que les valeurs propre sont réelles
(milieu non dispersif), donc les vitesses de phases sont réelles aussi. Les ondes longitudinales

ne se propagent pas dans les milieux incompressibles (v, —x).

Revenons aux solutions de I’ équation(11.24.b).

X+ i(Kw)c™) =0 == \/7 [cos 311 + isin <3:>] (11.48)

Cette solution s écrit sous la forme suivante :
v® =vp +ivy, (11.49)
AvVec:

vy : Partieréelle delavitesse,

vy . Partieimaginaire de la vitesse.
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Propagation d’ ondes dans un milieu thermoélastique linéaire, homogéne et isotrope.

Par identification on obtient :

) K(l) 31T

Vg = |——cos (—) (I.50)
PoC 4
Kw 31

v® = |—sin (—) (I1.51)
PoC 4

Lafigures (I1. 2) et (1. 3) illustre la variation des parties réelles et imaginaires de la vitesse
v(® en fonction de la pulsation o pour deux matériaux (acier et caoutchouc). Les valeurs de

Re{v(®} sont toujours négatives et celle de Im{v(®} sont positives.
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Fig(l1.2): variation de v en fonction de .
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Fig(l1.3): Variation de v, en fonction de .
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Propagation d’ ondes dans un milieu thermoélastique linéaire, homogéne et isotrope.

On représente dans le plan complexe (Re{X}, Im{X} ), les figures (11.4 et |1 5), d apres cette
derniére, on constate pour n’importe quelle pulsation w, la réponse se situe dans le cadran
(1.Car (Re (X¥) > 0 et Im(X®Y) < 0), le matériau est stable selon (Scott, 1989), donc les

ondes se propagent en s atténuant fortement.

05 1 Regq

a=10"
w=10°

H——N=

1200 # ©=10°

Fig(l1.4): Variation de Im(X) en fonction de Re(X) (pour acier).
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1 N N N N r N N N M “ N N N N “15 N N N N 1
ﬂm=1W Re(®)

w=10"

—ﬂ.2'_
03
04

05

4]_5;9 w=10"

Fig(l1.5): Variation de Im(X) en fonction de Re(X) (pour caoutchouc).

I1.1.2.2. Régime non isotherme : (AT # 0).

Pour ce cas, le coefficient de dilatation thermique est non nul (0#£0), et les
tenseurs acoustique et isentropique, sont déférents cela nous conduit & résoudre |’ éguation
(11.29) suivante :

X.g(X) +iKw)c HX) =0 (11.52)

Afin de résoudre I’ équation (11.52), on doit préciser les directions de propagation ainsi que les

composantes des tenseurs acoustique et isentropique.
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11.1.2.2.1. Direction principale[1,0,0]

D’ aprés |’ équation (11.52), on obtient :

X(Qa1 — X)(Q2z = X)(Qz3 — X) + i (Kw)c™(Q11 = X)(Qzz —X)(Qz3 —X) =0 (11.53)

avec .

Qi1 =A+2p+T, (po (31 + 2p)%a?.

(11.54)
Q= 1. (11.55)
Q= 1. (11.56)

11.1.2.2.2. Direction principale[0,1,0],
On obtient laméme équation (11.53) :
avec .
Qi1 =K. (11.57)
Q2 = A+ 20+ Ty (po ©)~*(BA + 2p)%a?. (11.58)
Qss = K. (11.59)
11.1.2.2.3. Direction principale[0,0,1]
On obtient laméme équation (11.53) :
avec :
Qi1 =K. (11.60)
Q2 = 1. (11.61)
Q33 = A+ 20+ Ty (po ©)~*(BA + 2p)?a?. (11.62)

Pour chague direction choisie, on calcule les composantesQ,;,Q,2, Q33,Q11, Q2,et Q33 €t on

les introduit dans I'équation (11.53). La résolution de cette derniére < effectue
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numeriquement car elle n"admet pas de solution analytique. On utilise pour cela le logiciel

Maple, et nous aboutissons a quatre solutions complexes de laforme suivante :

XO=x®o+ix® . (n=1.4). (11.63)
On rassemble dans les tableaux (11.2 et 11.3), les résultats ainsi obtenues.
Xw xm X@ x@ XW
Q)

® =0 0 0.99 *10’ 0.99 *10’ 0,69 .10"
w=10 | 0,15.10™-i 8,5.10” | 0,99.10"+i 0,14.10" | 0,99.10™-i 0,14.10" | 0,69.10"-i 1,2
=10 | 0,15.10™-i 8,5.10° | 0,99.10"+i 0,14.10° | 0,99.10™-i 0,14.10° | 0,69.10"-i 12
»=10° | 0,15.10%-i 8,5.10° | 0,99.10"+i 0,14.10° | 0,99.10™-i 0,14.10° | 0,69.10"-i 120
=10 | 0,15.107-i 8,5.10" | 0,99.10"+i 0,14.10" | 0,99.10’-i 0,14.10" | 0,69.10"-i 1200

Tab. (11.2) : Vaeursdes X™ pour I acier (E=2* 10°MPa, po=7800K g/m>,v=0.3).

X ™ x® X @ X X®
o
® =0 0 37286 37286 0,6 .10°
o=10 |0,35.10™-137.10°| 37286-i0.2224 | 37286+ 0.2224 | 06.10%i5,6.10"
o=10° [0,35107-i 3,7.10" | 37286-i 0.2224 | 37286+ 0.2224 | 06.10%i5,6.10°
o=10° |0,35107-i 3,7.10° | 37286-i 0.2224 | 37286+ 0.2224 | 06.10%i5,6.10°
o=10" | 0,35.10°-i 3,7.10° | 37286-i 0.2224 | 37286+ 0.2224 | 06.10%i5,6.10"

Tab. (11.3) : Vaeursdes X™ pour le caoutchouc(E=10°MPa, pe=900K g/m?>, v=0.49).
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[1.1.2.2.4. Discussions

Les solutions X@, X® et X sont écartées dans notre discussion car du point de
vue physique ces solutions sont inacceptables. En effet, pour une pulsation nulle (©=0), les
valeurs numeériques de ces solutions ne sont pas nulles. En d autres termes, il existe dans le

milieu en quelque sorte une onde « résiduelle » d’ origine physique inexpliquée.

La solution X® est & retenir, car (Re (XY) > 0 et Im(X®) < 0), donc le matériau est stable

selon (Scott, 1989), les ondes peuvent se propager dans le milieu thermoé astique.

On montre sur les figures (11.6 et 11.7), dans le plan complexe la représentation de la solution
X®,

La vitesse de propagation se présente sous forme complexe

v (o) = v{P(0) + i vy (@),

On peut constater que la vitesse dépond de la pulsation o , ¢’ est-a-dire, le milieu est dispersif.
Conformément aux travaux de (Chadwick, 1964). Aingi, la vitesse de phase devient une

(1)

vitesse de groupe. Afin de déterminer v,&”(w) et v, (@), on fait une résolution numeérique et

on abouterait a deux solutions correspondantes a des ondes qui se propagent en s atténuant.
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Fig (11.6): Variation de X;n™ en fonction de Xg™, pour I’ acier.
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Fig. (11.7) : Variation de X,»® en fonction de X\, pour le caoutchouc.
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Conclusion générale

Conclusion générale

Dans le cadre de ce mémoire, nous avons développé une étude sur la propagation

des ondes planes dans un milieu thermoé astique linéaire, homogéne et isotrope.

Ainsi, cetravail s'inscrit dans le cadre de la généralisation de la propagation d’ ondes dans les

milieux €élastique isotrope.

Nous avons constaté que les variations de la température conduit a rendre le milieu élastique

dispersif. Par conségquent |es ondes peuvent se propager en s’ atténuant.

Nous relevons en régime isotherme, les vitesses longitudinales sont infinies pour les milieux
incompressibles. Ce paradoxe doit étre levé, en considérant I’interaction ondes- phonons.
Par Conséquent, la loi de Fourier n’est pas convenable et doit étre modifiée. Un nombre de
théories ont été développée dans ce cadre, (cf. P. Prasad et a. 2010).

Cette étude peut étre reprise en tenant compte de la modification a apporter alaloi de Fourier.
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Annexe

On définit un potentiel thermodynamiqgue de la maniere suivante :
pow = = 2(®) + 2u 1I(E) — (3A + 2o AT I(E) — 2 AT?, (1)
0

Laloi de comportement dérive alors du potentiel thermodynamique de la maniére suivante :

— _0(po¥)

o=— (2
_ _ 0(poW) 91(E) , 9(poW) AII(E)

o= —or & T on ot @
1(®) =LE . (4)
11 (?)z%(?:?) (5)

Introduisons |’ éguation (4) et (5) dans (3) on obtient :
Gjj = 2”811' + }\Skk - (3)\ + ZIJ.)O( A T61] (6)

Les composantes du tenseur des déformations dans |’ hypothése des petites déformations

(H.P.P) sont définies de la maniere suivante :

&j = %(ui,j + u]-,i) (7)
Ekk = %(uk,k + Ugel) = Uk (8)
Introduisons |’ équation (7) et (8) dans (6) on obtient :

ojj = u(ui,j + u]-,i) + A ugSi — (BA + 2 a A TG 9
L’ équation locale de mouvement s exprime par larelation suivante :

Oijj = PUjzt (10)

A partir de |’ équation (9) et (10), on obtient :

Oijj = u(ui']-]- + ui,]-]-) + My kS — B + 2 a A T; 6 (11)

A I'état initial Toest constante donc :
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I’éguation (11), devient :

w(uij + uij) + AagekSic — Bh + 2 aT;8; = poli (13)
En introduisant I’ équation du mouvement sous forme d’ onde plane qui est définie par :

@ T) = (U, T®)ellk@-0t = (y©, TO)eilkmR-ot = (YO TO)eK@D-v]  (14)

A partir de |’ équation (14), on calcule les termes suivants :

2

ui,]-]- = — %n]-n]- Uj (15)
(1)2

u]-'i]- = — ﬁnin]- u]- (16)

Ujtt = — w? (18)

On remplace les termes précédents dans |’ équation (13), on obtient :

2 2 2
o8 (— (::—zn]-n]- uj — (::—znin]- u]) - X%n]-nkuk&j - (37\, + Zu)a Tn]81] = - (1)2 PoUj (19)
2 .
(::_2 [}J.( n;n; uj + n;n; u]) + Xn]-nkukSi]-] + % (37\, + 2|.l)(X Tn]81] = w? PoUj (20)
On pose:
uizukSik (21)
ujzuijk (22)

L’ équation (20), devient :

5 .
(::—2 [u(CuEdix + nyng uy) + Angnguy ] + % (B + 2w)a Tnydy; = w? pou; (23)
[1(8ik + ning) + AnimycJuy + g (31 + 2 an; T = pov2 iUk (24)

Afin d’ diminer leterme de latempérature T dans I’ équation (7), en utilisant laloi de Fourier

et I’ éguation de chaleur

qij = —KTj . (25)
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TsS+divg=por .
On néglige le rayonnement de lachaleur (r =0) I’ équation (26) devient :
Ts+divg=0.

A partir de !’ équation (3), on calcule I’ entropie s de la maniére suivante :

_ _9(po¥)
JaT
AT
s=CBA+2Waugy + poC—
) TO
AT

$=(CBA+2Watygy + poCc—
4 TO

AT=(T-Ty)
A I’ éat initial on suppose que latempérature est indépendante du temps

AT=T

T
$§ = (GBA+ 2Watgy + po T
0

Tos = To(BA + 2Wa Uy + poc T

L’ équation de chaleur devient :

KT = To(BA + 2w)a gy + po ¢ T
To(3A + 2Wa iy + poc T —KTj; =0
To(3% + 2Wa iy + poc T — KT = 0

T0(37\, + Zu)a uk,k = KTJ] —pPoC T
2 2
TO%(Z%K + 2Wanguy = [—K‘:—Zninj —iwpg C]T

_ Towv(3A + 2p)any

a [—Kmnin]- + icpovz]

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)
(35
(36)

(37)

(38)

(39)
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Introduisons |’ éguation (39) dans (24),0n obtient :

TovZ(3A + 2)? o?
[0 + nimy) + AnymyJuy + i— ( W

2
, niNgUy = PoV*= ik
[—K(onin]- + 1cp0v2] ' '

On pose:
KWW=K

Tov2 (3L + 2p)? a?

[k(8ix + ning) + AnynyJuy + i [“Ko + icpgvz] iUk = POV ikl
0

Tov2(3) + 21)? o
[(A + Wnin, + pdyJuy +1i [—Kw + icpov?]

— 2
njngug = PoVv= Oy

{ Tov2(3L + 2p)? o

[ + wniny + péye] +1 [“Ko + icpgv?] M~ pOVZSik} ue =0
0

{{A + Wnyng + p8y][—Kw + icpov?] + i Tyv2(3A + 2pn)? a®njny
— [~Kw +icpov?]pov?Situi =0

{(Kw)[PoV25ik — (A + Wnyny + pdy] — icpov? lPOVZSik - [(K + Wning + pdy, +

Do y2(3n + Zu)zaznink”}uk =0.
PoC

On pose

Qik = (n+ Dnynye + pdyc

Qik = Qi + To(Po©) ™ (3A + 2p)%a®nyny

L’ équation (46), devient :

{(K)[pov?8ik — Qik] — icpov?[pov?8ik — Qix|Juk = 0

{pov?[Qik — pov?8ik] + i(Kw)c ™ pov?[Qik — pov28ix]Jux = 0

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)



Résumé

Dans le cadre de ce mémoire, nous avons développé une étude sur la propagation
des ondes planes dans un milieu thermoélastique linéaire, homogene et isotrope. Le premier
chapitre traite du comportement élastique linéaire. Le but est de bien définir les parameétres
mis en jeu dans notre étude. Dans le deuxieme chapitre nous avons développé une éude
théorique sur la propagation des ondes planes dans un milieu thermoélastique linéaire,
homogeéne et isotrope. Pour pouvoir coupler les équations mécanique et thermique et déduire
une loi de comportement thermoélastique, un choix d un potentiel thermodynamique s est
imposé. Ensuite nous avons développé I’ équation de mouvement et éiminé la température en

considérant les ondes planes.

L’équation seculaire est obtenue en mettant en évidence deux tenseurs
caractéristiques: acoustique et isentropique. La résolution de cette éguation aux valeurs
propres nous a conduits aux vitesses de propagation dans le milieu. Ainsi deux cas sont
étudiés: le premier concerne le régime isotherme (sans variation de température) ; notre
formalisme général se réduit au cas classique conduisant a calculer deux vitesses d’ ondes
longitudinale et transversale. Dans le deuxieme, nous considérons le régime non isotherme.
Dans ce cas les tenseurs acoustique et isentropique sont différents. La recherche des valeurs
propres est plus complexe nécessitant une résolution numérique sur Maple. Nous avons
obtenu une solution pour laquelle le matériau est stable. Les variations de température

induisent une dispersion des ondes dans le milieu.

Mots clés: Thermoé asticité linéaire, ondes, propagation, stabilité.
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