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Introduction générale

Plusieurs modeles de files d’attente ont été étudiés depuis Erlang et plusieurs formules
7¢élégantes” ont été élaborées et proposées comme étant des solutions analytiques de
certains types de problemes de files d’attente. Néanmoins, il arrive que la complexité de
ces formules analytiques ne permet pas de les exploiter dans la pratique. C’est pour cette
raison qu’il existe une technique qui consiste a remplacer, lors d'une étude pratique d’un
systeme de files d’attente, les éléments stochastiques réels mais compliqués gouvernant
les systemes par d’autres plus simples. Ces derniers sont supposés étre, dans un certain
sens, proches des éléments réels. Le modele de files d’attente ainsi construit, représente

une idéalisation du systeme réel, d’ou 'apparition du probleme de stabilité.

Les premiers résultats sur la stabilité des systemes de files d’attente ont été obtenus
par H.J. Rossberg [87], B.V. Gnedenkov [53] et P. Franken [50]. Par la suite, sont apparus
les travaux de D. Kennedy [66], A. Borovkov [19](méthode de renouvellement), D. Stoyan
[92](méthode de convergence faible), V.V. Kalachikov et G.G. Tsitsiachvihi [61](méthode
des fonction tests), N.V. Kartashov et D. Aissani(méthode de stabilité forte), S.T. Rachev
[86], Ipsen et Meyer [60] (méthode de stabilité uniforme).

Tous ces travaux ont considéré différentes positions et différentes approches du
probleme. Ainsi, un systeme peut étre stable par rapport a une approche et ne pas 1’étre
par rapport a une autre approche. Ces dernieres années, les besoins de la pratique ont
orienté les chercheurs vers l'obtention des estimations quantitatives et surtout vers la

"mesure” de la performance des méthodes.
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L’intérét de la "méthode de stabilité forte” est qu’elle permet a la fois de réaliser
une analyse qualitative et quantitative de certain systemes complexes. Elaborée au début
des années 80 par D. Aissani et N.V. Kartashov, cette méthode, également connu sous
le nom de la "méthode des opérateurs”, permet de rechercher I'ergodicité et la stabilité
des caractéristiques stationnaires et non stationnaires des chalnes de Markov induites. A
la différence des autres approches, les auteurs supposent que la perturbation du noyau
de transition est petite par rapport a une certaine norme d’opérateurs. Cette condition,
beaucoup plus stricte que les conditions habituelles, permet d’obtenir de meilleures
approximations pour les distributions stationnaires perturbées. De meéme, la méthode

permet d’obtenir les inégalités de stabilité avec un calcul exact des constantes.

L’application de la méthode aux systemes de files d’attente a fait 'objet d’un cycle
de recherche ayant considéré la perturbation de différents parametres (intensité de service
[6],...). Par ailleurs, une premiere tentative de "mesurer” la performance de la méthode a

été réalisée sur un systeme simple tres utilisé en pratique (voir [22]).

Le probleme de stabilité, dans la théorie des files d’attente concerne le ”domaine”
dans lequel le modele de files d’attente idéal peut étre appliqué comme une bonne

approximation du systeme de files d’attente réel considéré.

Un systeme de files d’attente est dit stable, lorsqu'une petite perturbation dans ces
parametres (entrée) entraine une petite perturbation dans ces caractéristiques. Ainsi,
I’écart entre les caractéristiques correspondantes de deux systemes de files d’attente

stables, s’obtient en fonction de I’écart entre leurs parametres.

La plupart des problemes rencontrés dans la théorie des files d’attente supposent
que les clients arrivent un par un. Cependant, dans plusieurs situations rencontrées en
pratique, les clients arrivent en groupes de taille aléatoire. Ces situations peuvent étre
modélisées par des modeles d’attente avec arrivées par groupes. Ces derniers ont été
largement étudiés pour la modélisation des performances de plusieurs systemes réels tel
que les systemes informatiques, systemes de télécommunications, systemes de transport,

systemes de production,. . ..
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Le systeme M*X /G/1 a été étudié par plusieurs auteurs: Medhi [80], Scholl et Kleinrock
[89], Bhat [16], Gross et Harris [54], Doshi [46], Choi et Parks [37] et Madan [78], [77].

Dans ce travail, nous étudions la stabilité forte de la distribution stationnaire
de la chaine de Markov incluse dans un systeme M%°(X) /G /1 apreés perturbation de la loi
de la taille des groupes. Nous montrons que sous certaines hypotheses, les caractéristiques
correspondantes du systeéme de files d’attente M~ /G/1 peuvent étre approximées par les
caractéristiques correspondantes du systeme M) /G /1. Ou (la taille des groupes) a
déja été perturbé dans [23] lors de 'étude du systeme M*X /M /1. L’intérét de notre travail
porte sur le fait que nous étudions un modele plus général, en considérant les temps de
service général M“°X) /G /1, ce qui a fait que la chaine de Markov induite de ce systeme
est plus complexe et 1’étude de la stabilité forte de ce systeme plus difficile. Par ailleurs
nous réalisons l'étude algorithmique et comparons les résultats obtenus a ceux de la

simulation.

Ce mémoire comporte une introduction, quatre chapitres, une conclusion. Dans le
premier chapitre, nous présentons une synthese bibliographique sur les systemes de files

d’attente avec arrivées par groupe.

Le deuxieme chapitre est consacré a 1’étude des concepts d’ergodicité uniforme
et de stabilité forte des chaines de Markov par rapport a des normes données dans des
espaces de mesures et de noyaux de transition. Nous nous intéressons ensuite a la méthode

de la v-stabilité forte et son applicabilité aux systemes de files d’attente.

Le troisieme chapitre concerne I’étude de la v-stabilité forte de la chaine de Markov
induite du systeme M%°X)/G /1. Nous obtenons ainsi les inégalités de stabilité forte
apres avoir cerné les conditions de proximité des caractéristiques du systeme M*/G/1
par celles du systeme M%) /G/1.

Le dernier chapitre est consacré a 1’étude algorithmique et I'application numérique.
Nous obtenons les conditions sous lesquelles les deux systemes peuvent étre approximés et
nous comparons les résultats obtenus par la méthode de stabilité forte a ceux obtenus par

simulation. Nous terminons ce travail par une conclusion.



Chapitre 1

Systemes de files d’attente avec
arrivées par groupes

1.1 Introduction

Dans le cadre général, lors de 1’étude des problemes classiques de la théorie des files
d’attente, on supposait que les clients arrivent un par un. Cependant dans plusieurs situa-
tions rencontrées dans la pratique, les clients arrivent en groupes de taille aléatoire. Ces
situations sont représentées par des modeles d’attente avec arrivées par groupes. Dans
ce chapitre, nous présentons une synthese bibliographique des résultats analytiques et des
applications des systemes de files d’attente avec arrivées par groupes. Nous présentons
ensuite quelques modeles mathématiques des systemes de files d’attente avec arrivées par

groupes.
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1.2 Systemes de files d’attente avec arrivées par
groupes

Dans les problemes d’attente, l'intérét est centré autour du calcul des mesures de

performances (temps d’attente, le nombre de clients dans le systéme). Plusieurs méthodes
(analytiques et approximatives) ont été développées a ce sujet. La théorie des files
d’attente avec arrivées par groupes prend en compte une spécificité rencontrée dans la
pratique. C’est pourquoi elle a fait I'objet de nombreux travaux: [8], [36], [80], [96], [82],
[54], ...
L’approximation simple de la probabilité du temps d’attente a été donnée par Eikeboom
et Tijms [47] pour des cas particuliers de service exponentiel et déterministe. Dans [100],
Van Ommeren a donné deux approximations de la distribution d’attente pour un client
arbitraire dans le systeme M~ /G/1.

Van Ommeren [99] a étudié le systeme GI¥/G/1. 1l a analysé la distribution du temps
d’attente d’un client d'un groupe d’arrivés et il a montré sous des conditions appropriées
que la distribution du temps d’attente d’un client est asymptotiquement une expansion
exponentielle. Chaudhry et Gupta [32], ont donné une méthode approximative pour 1’étude
de la distribution du temps d’attente du premier client et d'un client arbitraire d’un
groupe donné dans le systeme M*X /G/1. Dans [25], Chaudhry et Briere ont réalisé des cal-

culs numériques pour obtenir la distribution du temps de service dans le systeme M* /G /1.

Pour le calcul de la distribution du temps d’attente dans les systemes avec arrivées
par groupes, Baba [10] a fait une analyse analytique pour quelques caractéristiques de
plusieurs files. Les méthodes exactes pour le calcul de la distribution du temps d’attente
dans le systeme M~ /G/1 ont été discutées par Chaudhry et Templeton [35], Neuts [84]
et Tijms [95].

Dans [51], Gaver, en utilisant la théorie de renouvellement, a donné la fonction
génératrice pour la distribution limite du nombre de clients (dans le systeme) a un instant
aléatoire du systeme MX/G/1 . Sahbazov a calculé la fonction génératrice du nombre de
clients dans le systeme aux instants de départ et la distribution du temps d’attente d'un
client quelconque en utilisant la technique de la chaine de Markov induite.

Dans [34], Agarwal, Chaudhry et Gupta ont calculé la distribution limite du nombre de
clients dans le systéme, pour des files d’attente M~ /G/1, avec une méthode basée sur les

racines de I’équation caractéristique associé du modele.
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Le systeme Geo™/G/1 a été étudié par beaucoup de chercheurs: Dafermos et Neuts
[43], Kobayashi [71], Hunter [59], Bruneel et Kim [27], Takagi [93], Chaudhry [31],
Tsuchiya et Takahashi [97]et Sanjay Bose [21].

Artalejo et Atencia [57], ont étudié¢ le systeme M* /G /1 avec rappels. Aissani [3], a

étudié le systeme M*X /G/1 avec rappels et serveur non fiable et avec vacances.

Le systeme MX/G1,Gy/1 a été étudié par Choudhury [41], Madan et Al.Masri [77],
avec deux distributions de service différentes. Dans [72], Konstantin, Ayesta et Brown ont
étudié le systeme M~ /G/1 avec processor sharing. Altiok [8], a étudié le modele M /G /1

avec une discipline de service exhaustive.
Le modele M*/G/1 & capacité finie a été étudié par Tijms et Van Ommeren [96].

Dans 'article [67](2007), les auteurs ont considéré un systeme BMAP/PH/N/0 opérant
dans un espace d’états finie. Les Disciplines d’admission partielles et admission complete
sont analysées. Ils ont obtenu la distribution stationnaire du systeme et la probabilité de
perte et quelques mesures de performances du systeme. Ils ont aussi obtenu la transformé

de Laplace—Stieltjes de la distribution du temps de séjour des clients.

L’article [13](2006), considere un systeme avec arrivées par groupes Markoviennes a
capacité finie. Les auteurs ont obtenu la distributions de la longueur de la file & un instant
aléatoire et quelques mesures de performance. Ils ont aussi obtenu la transformée de
Laplace—Stieltjes du temps d’attente du premier client et d’un client arbitraire. Dans [58],
les auteurs ont introduit et analysé un modele avec arrivées par groupes Markoviennes. Ils
ont montré que sous certaines conditions, le processus induit aux instants de départ des
clients est de type M/G/1 . Ils ont dérivé des expressions pour le calcul de la distribution

du temps d’attente.

Dans [103], les auteurs ont développé un ensemble d’équations pour le systeme
BMAP/G/1 et ils ont obtenu la fonction génératrice de la longueur de la file et en se
basant sur la forme de la fonction génératrice, ils ont proposé une approche pour le calcul
des mesures de performance du systeme BMAP/G/1 a temps discret.

Un intérét majeur est porté a 'étude des modeles d’attente avec arrivées par groupes
et avec vacances. Ces modeles ont été étudiés par Baba [11], Lee et Srinivasan [73], Lee et
al [74, 75], Borthakur et Choudhury [20], Choudhury [39, 38], Madan et Al-Rawwah [78],
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Chae et Lee [28], Medhi [81].

Thomo [94], a étudié le systeme M~ /G /1 & vacances multiples, Il a donné la fonction
génératrice du nombre de clients dans le systeme juste apres le départ d’un client et la
transformée de Laplace du temps d’attente d’un client.

Choudhury [40], a analysé le systeme M*/G/1 avec vacances multiples. I a étudié
le comportement de la distribution de la longueur de la file aux instants arbitraires et
aux instants de départ des clients par une approche analytique. Il a obtenu la fonction

génératrice de la longueur de la file aux instants de départ.

Aissani [2] a étudié le systeme MX/G/1 avec rappels et vacations exhaustives, Il
a aussi considéré dans [3], le systeme M¥X/G/1 avec rappels et serveurs sujets a des
interruptions controlables (vacances) et des interruptions aléatoires (pannes). Dans [64],
Kawasaki, Takagi, Hong et Hasegawa ont étudié le systéme M~ /G /1 avec priorité relative
et priorité absolu, avec ou sans vacance, avec discipline de service aléatoire. Armero et
Conesa (1998) ont fait une analyse statistique pour ’étude des mesures de performances
du systeme M* /M /1 par 'approche Bayesienne. Le point essentiel est dans la prédiction
des mesures usuelles des performances du systéeme a 1'équilibre (exp: la distribution
predictive a posteriori du nombre de clients dans le systeme, la distribution a posteriori du
temps d’attente dans la file et dans le systeme, du premier client d’un groupe d’arrivées,

...). lls ont illustré leurs procédures de calcul par la loi géométrique de la taille des groupes.

Pour 1'étude du systeme MMCPP/GE/c/L avec arrivées par groupes, Chakka
et Harrison (2001) dans [30], se sont basés sur le fait que la distribution de la taille
des groupes soit géométrique. Ils ont donné des solutions efficaces de la distribution

stationnaire .

Dans [85], Tijms et Nobel (1999) ont fait un controle optimal du systeme M*X/G/1
avec deux modes de service. Ils ont donné des résultats numériques dans les deux cas:

taille des groupes constante et géométriquement distribuée.

Dans [79](2003) Masuyama et al, ont analysé et calculé la distribution de la longueur
de la file d'un systeme d’attente a un serveur et multiples arrivées de groupes Markovien.
Leurs exemples numériques sont illustrés par une distribution géométrique de la taille des

groupes.
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1.3 Application pratique des systemes d’attente avec
arrivées par groupes

Les systemes de files d’attente avec arrivées par groupes ont été largement appliqués
pour la modélisation des performances de plusieurs situations rencontrées en pratique ou
les clients arrivent en groupes de taille aléatoire, tels que les systemes informatiques, les
réseaux de communication, les systemes de production, les systemes de transport (trafic
maritime et aérien, ... ).

Beaucoup de chercheurs ont modélisé a l'aide des processus d’arrivées par groupes
Markoviens: BMAP (Batch Markovian Arrival Processus) des systémes réels par une file
d’attente BMAP/G/1 a capacité finie ou infinie ou les requétes arrivent en groupes dans

le but d’évaluer:
— Loi du nombre de clients en attente,
— Loi du temps d’attente,
— La probabilité de perte dans le cas d’'une capacité finie.

Les processus BMAP continus ont été introduit par Lucantoni [76](1991). La version
discrete de ce type de processus noté D-BMAP était proposé par Blondia et Casals
[17](1992) et ont recu une treés grande attention. Les processus D-BMAP appartiennent a

la classe des processus Markoviens additifs. Ils possedent de bonnes propriétés.

L’application des processus avec arrivées par groupes est tres large dans le domaine
des télécommunications. Prenons par exemple les réseaux IP, ou les fonctions principales
des routeurs consistent a envoyer les paquets aussi vite que possible ainsi que construire
et échanger les informations de routage avec ses voisins. Les routeurs d’acces se chargent

des fonctions de controle d’'intégrité et d’admission des paquets dans le réseau.

Le réseau IP, accepte tout le trafic. Il fonctionne en mode datagramme. Le trafic
consiste en une des entités discretes (les paquets) produites par chaque source. Les pro-
cessus d’arrivées, généralement utilisés dans ce contexte pour modéliser le trafic, sont des

processus d’arrivées par groupes Markoviens : BMAP (Batch Markovian Arrival Processus).

Donnons a présent quelques travaux ou les phénomenes pratiques ont été modélisés
par des systemes d’attente avec arrivées par groupes avec une distribution générale de la

taille des groupes.
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Dans [29] Chakka (2002), a utilisé un systeme avec arrivées par groupes pour modéliser
un routeur et il a donné un calcul efficace des mesures de performances ( ex: taille moyenne
de la file, nombre moyen de clients dans le systéme, ...) pour les noeuds opérationnels

dans les réseaux MPLS.

Dans [18], Bonald et Roberts (2003) ont analysé les performances du systeme de
transmission du trafic internet (les pages Web, MP3, e-mails, . ..) avec la taille des groupes

géométrique.

L’application au réseau ATM a été faite par: He et Sohraby (2001) dans [56] pour la
modélisation du ATM multiplexeur (systeme a temps discret) par un modele avec arrivées
par groupes GX /D /m. Quand & Chaudhry et Gupta (2001) dans [33], ils ont appliqué le
modele GIX/G/1 dans les systémes de télécommunication modernes basés sur ATM et
B-ISDN.

La modélisation des systemes a capacité finie a été élaborée par Tijms et Van
Ommeren dans [36](1989) , pour analyser le comportement d'un buffer d'un systeme de

communication informatique par M /G/1 a capacité finie.

Une application dans les systemes de traitement parallele centralisé a été faite par
Nelson et al, pour analyser ces performances par un modele d’attente M~ /M /c. Quant
a Zhao et Compbell (1996), ils ont modélisé et analysé les performances du systeme de

transmission par satellite par un modele d’attente DX /D™ /1.

Balay et Nilsson dans [12] (1995 ) ont modélisé le trafic d'un noeud ATM par un
processus de Bernoulli avec arrivées par groupes. Ils ont proposé une méthode exact pour

I’obtention des mesures de performances.

Klemm, Lindmann et Lohman dans [69] proposent une approche de modélisation
d’un trafic UMTS (Universal Mobile Telecommunication system). Elle se base sur les
mesures du trafic IP. L’idée cle était d’utiliser les processus des arrivées par groupes
Markoviennes (BMAP) pour les différentes tailles des paquets IP. Dans [70](2003), ils ont
introduit une méthode efficace pour estimer les parametres du BMAP avec 'algorithme
EM (Expansion Maximisation), et pour démontrer ’avantage des BMAPs; il ont fait une

étude comparative avec les processus de Poisson.
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Dans D'application de Van der Mai (2000), le serveur représente le serveur Web,
les clients représentent les fichiers de demandes individuellement, et chaque fichier de

demande est représenté par un groupe de clients.

Bruneel[26] (1993) a considéré un processus avec un seul serveur et de capacité infinie
avec arrivées par groupes. La distribution du nombre de clients a chaque arrivées, ainsi que
le temps de service de chaque client est une loi générale en utilisant la chaine de Markov
induite a deux dimensions. Les résultats de cet analyse inclus la fonction génératrice du
nombre de clients dans le systéme a un instant quelconque, le temps d’attente des clients.
Les résultats de cette analyse ont été appliqués au phénomene d’attente dans les systemes

de communication.

L’article [83] a étudié 'application des processus des arrivées par groupes dans le
serveur Web. Les auteurs ont considéré une file d’attente a infinité de serveurs ou les clients
arrivent en groupes selon un processus de Markov. Les clients commence leurs services
immédiatement apres leurs arrivées. Ils ont donné la fonction génératrice du nombre de
clients dans chaque nceud et le nombre de transitions dans le nceud. En utilisant la loi
de Little, ils ont établi les performances du systeme, illustrés par un exemple numérique

appliqué a un serveur Web.

Dans [107](1998), Nui et Takahashi ont modélisé le trafic IP pour le réseau ATM
ou les paquets IP arrivent en groupes par un systeme de files d’attente a capacité finie
BMAP/G/1/k avec vacances, en utilisant la technique des variables supplémentaires. Ils
ont exprimé la probabilité de perte des paquets, le délai moyen des paquets IP, taux

d’utilisation des serveur, .. ..

L’article [105] (2003) développe un modele d’attente a capacité finie et avec vacances
dont les arrivées sont Markoviennes et en groupes (BMAP/G/1/k) pour modéliser un
schéma ARQ (Automatic Repeat Request). Des résultats analytiques sont obtenus pour le
calcul de la distribution de la longueur de la file, le temps d’attente et le taux d’utilisation
d’'un transmetteur pour toutes les stratégies ARQ. L’exemple numérique montre que la
distribution de la taille des groupes est un facteur critique sur I'influence des performances

du systeme.

Dans [101] (2000), Vomefeld dans traite la programmation des paquets dans les réseaux

cellulaires sans fil SDMA. En se basant sur les processus de Markov avec arrivées par
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groupes (BMAP). Pour dériver les mesures de performance, le multiplexeur est modélisé
par un systeéme de files d’attente BMAP/D/1.

L’article [102] (2004) propose un modele de files d’attente D-BMAP/D/1/k pour
modéliser un routeur avec un schéma de controle de congestion (RED) dont le flot
d’arrivées des paquets est un (D-BMAP). Des formule analytiques sont dérivées pour
explorer la distribution de la période de congestion et la période de non congestion en plus

de la distribution du nombre de paquets perdus pendant la période de congestion.

Slosiar [90](1994) a présenté des résultats en rapport avec les performances exactes
d’un multiplexeur ATM en utilisant 'approche de la matrice analytique ou le trafic
global est modélisé avec (D-BMAP). Les expressions des deux premiers moments ont
été obtenues. Cependant, les mesures de performance pour le délai d’exécution et ses
variations ne sont pas exprimées en fonction directe des parametres de la source. Dans
'article [91],Slosiar a calculé les deux premiers moments de la distribution du nombre de
cellules attendant dans le systeme, qui ont un impact direct sur la cellule bout en bout
et sa variation pour un multiplexeur ATM en fonction des parametres de la source et des

probabilité limites.

Fonseca et Silvester [49](1995) ont modélisé le processus de sortie des commutateurs
dans les nceuds ATM, par un systéme avec arrivées par groupes a temps discret (D-BMAP)
et avec priorité (D-BMAPUL/D/1/K), on les arrivées sont classées selon I'ordre de
priorité en deux classes: Ils ont introduit une procédure pour estimer la probabilité g une
cellule appartienne a une classe de priorité.

Dans larticle [9] (2004), Trinh et Molnar ont utilisé les processus (D-BAMP) pour
modéliser le trafic généré par la connection TCP. Ils ont présenté un nouveau concept, a
savoir la matrice caractéristique pour la connection TCP, qui caractérise les probabilités
de transition entre les états de TCP. Ils ont développé une technique pour le calcul de la
distribution du temps de sejour dans un état quelconque. Le modele a été validé par la

simulation et I’analyse numérique.

Dans [106](2002) Zhao, Kok et Ishfaq , ont présenté la modélisation d’un transmetteur
vidéo 3G. Les arrivées sont modélisées par un D-BMAP avec priorité. Le modele d’attente
avec priorité (D-BMAP/PH/1) est formulé pour la modélisation des transmissions vidéo.
Les résultats de la simulation montrent qu’'une meilleurs qualité de service (QdS) peut étre
atteinte pour une requéte de priorité élevé.
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1.4 Modele mathématique des systemes de files d’at-
tente avec arrivées par groupes

1.4.1 Le modele M*X/M/1

Le modele MX /M /1 a été étudié par plusieurs auteurs, Gross et Haris [54], Bose [21],

Kleinrock [68], Gelenbe et Pujolle [52]. Ce modele peut étre décrit de la maniere suivante:

Les clients arrivent en groupes de taille aléatoire C'; selon un processus de Poisson de
parametre A ol: P{C' = n} = ¢,, et ils sont servis individuellement, les durées des services

étant indépendantes et distribuées suivant une loi exponentielle de moyenne l%

Soit la fonction génératrice de la taille des groupes, C'(z) définit comme suit :

C(z2) =E(z*) =) ¢, 2" (|z2| < 1).

n=1
Soit:  A;: le nombre de clients qui arrivent a I'instant ¢;.

Ona P(Ai+As+ ...+ Ay =n) = G®c®...Qc¢, —c®

~
k—produit de convolution

ol {C’T(Lk)} est le k-produit de convolution de ¢,

1 si n=0,

. W _ pra oy 0)_
tel que: Crn’' =P(A;=n)=c,. et Ch {0 S >0

P.{ n clients arrivent dans (0,t)} = p,(t),
pu(t) = > P(A1+ Ay +...+ Ay =n) P(karrivées (0,1)),
k=0

pa(t) = ie‘“w ck), (n >0).



Chapitre 1. Systemes de files d’attente avec arrivées par groupes 15

Considérons les points de régénération suivants:

— L’instant de départ d'un client.

— Fin d’une période d’inoccupation.

La variable aléatoire X, représentant le nombre de clients dans le systeme immédiatement
apres le n®™¢ point de régénération est une chaine de Markov & temps discret. On
considere le processus B,;; 7 le nombre de clients qui arrivent pendant le temps du
(n + 1)®me service”. Les variables aléatoires B, sont indépendantes entre elles, leur

distribution commune est :

k, = P.{n arrivées durant la période de service}

Alors

> 1,

0.

v _[X-1+Bu s X,
An WG, si X,

Ceci montre que X, 11 ne dépend que de X,, et de B, et non des valeurs prises par
Xn-1, X9, ---. Ceci signifie que la suite {X,,,n = 1,2,...} ainsi définie est une chaine
de Markov induite du processus { X (¢),t > 0}.

Calculons maintenant k,,:

k., = P.{ n arrivées durant la période de service },
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_ o A H 7 (A4 )t thet B
- n \ )kt
— (At )t
_ N o N
Adpe= " (A )t
ko = ot &
" (A )k

Régime transitoire

Les probabilités de transition de la chaine de Markov induite {X,,n = 1,2,...} sont

données par:

P(Xnpn=j/ \ Xo=0)=P(B=j—i+1)=kiin,

¢ si ] >11= 0,
0 ailleurs.

et la matrice des probabilités de transition prend la forme suivante :

o 1 2 3

0|0 ¢ ¢ c3
11 ke ki ke ks
P= 910 ke k k
310 0 ky Kk
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Remarque 1.1. D’apres la matrice de transition, la chaine de Markov X, est irréductible

et apériodique. On peut montrer qu’elle converge vers une distribution limite si p’ < 1.

La quantité p’ est l'intensité du trafic. C’est le nombre moyen d’arrivées par durée

moyenne de service.

i nk,
n=1

Régime stationnaire

Supposons que p' < 1 et soit m = (7,7, ..
de Markov {X,; n=1,2,..

f=EB)= > nk
n=1

i n CW) i

n=1 k=0 SECS YDl
. p Z (k)
D G 2 G
— (A + )k

.} ou

Tn = klirn P{X} =n}.

.) la distribution stationnaire de la chaine

Il ne sera généralement pas possible de trouver la distribution 7 elle-méme, mais

nous pouvons calculer la fonction génératrice correspondante I1(z). Ceci en utilisant la

définition de la distribution de probabilité discrete stationnaire par rapport a une matrice

stochastique P : 7 P =

7. On obtient alors:
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o0
z%pij T = Ty,
1=
x
Z’ﬂ'i = 1.
i=0

D’ou:

(o.9]

T = E bij T,
i=0

J+1

T; = ToCj + Zk’j_i_H T (CO = 0) (11)

i=1
En multipliant I'expression (1.15) par 2’ et en sommant sur j, on trouve:

oo J+1

Z?Tj 27 —ZWOC] Zj—i-ZZkJ i1 T 2 (1.2)

7=0 =1

Si [[(z2) et K(z) sont définit telle que:

et

Alors, de I’équation (1.2), on a:

oo j+1

H(z) Z?TO ¢ ZJ+ZZ/€] i1 T 2,

7=0 =1

= m C(2) + K(z) Zm 2,

i=1

— oy Oz + B NEEEIE

z

D’ou
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Calcul de 7 :
On a:
Yo X, —1+ B, si X, >1,
KR e si X, = 0.
De la relation :
1 si Xp >1,
Xn+1 - Xn + Bn+1 - 5n7 avee 5n - { Bn+1 - C si Xn =0

On tire puisqu’on se trouve en régime stationnaire :

p = E(Byyy) = E(6,) =1 x P(X,, > 1) + E(Bys; — C) x P(X,, = 0),

po=1-PX,=0)+[E(Bw1) - EC)] P(X, =0),
P = 1—mo+[p — EC)]m.

D’ou

Calculons maintenant K(z):

K(z) = ij 2,
=0
- ii o X
== J (A + ,u)kﬂ
= ii o PN
it J O+ )R
_ C k M :
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_ M
A pu—XC(2)

K(2)

Les résultats obtenus pour la chaine de Markov induite ne sont pas directement

applicables au processus stochastique { X (¢),t > 0} a temps général.

Soit :
pn = lim P{X(t) =n}

t—o0

et
o = klirn P{X} =n}.

En faisant appel a quelques résultats des processus stochastiques semi Markovien pour

le calcul de p,, on obtient :

1.4.2 Le modele MX/G/1

Le systéme M*X /G/1 peut étre décrit de la maniere suivante:

Les clients arrivent en groupes de taille aléatoire C, selon un processus de Poisson de
parametre A ot: P{C = j} = ¢;, et ils sont servis individuellement, les durées des services

étant indépendantes et distribuées suivant une loi générale.

Soit la fonction génératrice de la taille des groupes, C'(z) définit comme suit :
C(z) = E(z°) = ch 2,

J=1

Soit:  La probabilité pour que le nombre de clients qui arrivent dans un intervalle de

longueur t soit égal a i est donné par:
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ai(t) = pn(t) = ie_A t<>\ t)n Oi(n)' (Z 2 0)-

n!

ol {C’Z»(")} est le n-produit de convolution de ¢;,

o) 1 s 1=0,
Ci _{0 st 1>0.

Le temps de service t;, du k¢ départ des clients est conditionnée par le nombre de clients
dans la file.

Les temps de service des clients qui débutent leurs services avec le méme nombre n de clients
dans le systeme sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribués

avec:

Br, (t) = Pr(T, < t).

¥, (2): dénote la transformée de Laplace-Stieltjes de la distribution du n®™® temps de

service: -
Un(z) = / e *'dBr, (t).
0
Le processus de départ de ce systeme:
{X,, n =12,--- /X, = nombre de clients dans le systéeme immédiatement apres le

service du n“™®  client} est une chaine de Markov, c’est-a-dire une chaine de Markov

induite. La matrice de probabilité de transition prend la forme suivante:

0 koe k2 ko

=
I
W N O
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tel que pour s > 0

k.. = Pr{r arrivées pendant la période de

services\_ il y a s client dans le systeme quand le service a debuté}

— [ attisn

[o'e) T (7)\t)n
B / S S eMdBy (1) (1.3)
0

n!

n=0

et

r+1

PO?" = kTD = E anr—n—i-l n
n=1

On voit clairement que pour ¢ > 0
o kjfl#li St jzl—l
Pi=Y0 si j<i-1

Cette chaine est ergodique. Elle admet une distribution stationnaire si

li = ki b < 1.
im sup{p} ;Z i}
pour 5 >0
Zikij = Z/ Ze(f/\t) Q[icgn)]dBTj(t)
i=1 i=1 70  n=0 s
[T e " )
_ /O ’ ZO L E[C"]dBr(1)
= AE[C]/ tdBr; (1)
0
— AE[C)E[T), (1.4)
D’ou
Py = Zikm
i=1
oo i+1
= Zzicnki—n—&—l,n
i=1 n=1

= EC)-1+ Zcip; < oo (1.5)
i=1
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Cette condition suffisante est équivalente a

limsup{p} = AE[C]E[T}]} < 1 (1.6)

7>0

Si la distribution stationnaire {m;} de la chaine existe, alors elle est solution du systéme

Zpijﬂ'i:ﬂ'j (j:0,1,2,“'),
et -
Z’ﬂ'i =1.
=0

De la matrice de transition
J+1

szjﬂ-z = Kjomo + Z k] i+1,870%- (17)

En multipliant I'expression par 2/ et sommant sur j, on obtient

[e'e) oo J+1
Z’/szj ZkoWO—FZZkJ i+1, 17Tz . (18)
j=0 7=0 =1

Si les fonctions génératrices sont définit telle que:

H(z) = Z?Tj 2
et

Z) = i kji Zj.
7=0

Alors, on a:

H(z) = moko(2) + (1/2)[m 2K (2) + ma2?) Ky(2) + m32) K3(2) + .. ]

On note pour ¢ > 0

Ki(z) = i/ooo

J=

= [T B emans

— 6 —At+At C(z dB ()

o
3

=)
3

Il
o

= ¢2A )‘O )) . (19)
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1.4.3 Le modele M%°X)/G/1

Le systeme M%°X) /G/1 peut étre décrit de la maniere suivante:

Les clients arrivent en groupes de taille aléatoire C'; selon un processus de Poisson de
parametre A ot: P{C = j} = ¢;, et ils sont servis individuellement, les durées des services

étant indépendantes et distribuées suivant une loi générale.

Soit la fonction génératrice de la taille des groupes, C (z) définit comme suit :

Clz)=E(z*) =) ¢ 4.

Jj=1

Soit :la probabilité pour que le nombre de clients qui arrivent dans un intervalle de

longueur t soit égal a i est donnée par:

ou {51-(”)} est le n-produit de convolution de ¢;,

~0 | 1 si =0,
Ci _{0 st 1> 0.

Le temps de service t; du k"¢ départ des client est conditionnée par le nombre de
clients dans la file.
Les temps de service des clients qui débutent leurs services avec le méme nombre n de clients
dans le systeme sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
avec: By, (t) = Pr(T, < t).
Jn(z) dénote la transformée de Laplace-Stieltjes de la distribution du n"¢ temps de

service:

Gnle) = [ b, o)

Le processus de départ de ce systeme, {)~(n, n=12--- |)~(n = nombre de clients dans

e

le systéme immédiatement apres le service du n®"® client }, est une chaine de Markov,

c’est-a-dire une chaine de Markov induite. La matrice de probabilité de transition prend
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la forme suivante:

0 1 2 3

0 ﬁoo ﬁlo ﬁ20 5{7130
~ 1| kot ,k‘vn [@1 fﬁgo
P=12|0 ko ki ke
3 0 0 kog klg
Koa
tel que pour s > 0
Em = Pr{r arrivées pendant la période de

services \ il y 'a s clients dans le systéme quand le service a debuté}

- / " (t)dBy (1)

00 T o(=a0)n ~
= / > & dBr, (t) (1.10)
0

|
0 n:

et

r+1

Py, = krO = E anr—n—l—l,n

n=1

On voit clairement que pour ¢ > 0

B = EjfiJrl,i si g>i—1
“ 0 si j<i-—l.
Cette chaine est ergodique, le processus admet une distribution stationnaire si bv’ <1

pour 5 >0

o

A > & : n )\t)n
ik, = / el=r 0 (

I VTR o Y T

_ /0 o0 S~ 2 pIEaBy, (1)

n.

[ii™)d B, (t)

— \E[C) / " 1B, (1)

— A\E[C|E[T}), (1.11)
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D’ou
Py = Y ikio
i=1
oo i+1 "
= Z Z ign’%—n—‘—l,n
i=1 n=1
= BE(C)-1+4) &/, < o0 (1.12)
i=1
Cette condition suffisante est équivalente a
limsup{y/; = AE[C]E[T}]} < 1 (1.13)

3>0

Si la distribution stationnaire {7;} de la chaine existe, alors elle est solution du systeme

o0

ﬁl]ﬁ:l :%j (.7 :071727'“)7

i=0
et
o0
E m=1
i=0
De la matrice de transition
00 j+1
T = ) _DijTi = KjoTo + E kj—iv1,imi.
i—0 i=1

En multipliant ’expression par 27 et en sommant sur j, on obtient

[eS) [e%9) oo j+1
E 7'('jZJ = E k‘joﬂ‘o + E E k:j_iﬂ,ﬂrizj.
=0 =0 =0 i=1

Si les fonctions génératrices sont définit telle que:

[l =7 ~
et

7=0

Alors, on a:

[1(2) = FeKo(2) + (1/2)[F12K1(2) + Faz®) Ko (2) + 732" K3 (2) + .. ]

(1.14)

(1.15)

(1.16)
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On note pour ¢ > 0

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous

= A=\ C(2)) . (1.17)

avons présenté une synthese des résultats analytiques sur les

systemes de files d’attente avec arrivées par groupes, ainsi qu'une synthese sur les appli-

cations possibles. Lors de I'étude de ces systemes, on a constaté les difficultés de leurs

analyses. Méme dans le cas ou des solutions analytiques existent, leurs exploitations res-

tent difficile et nécessitent souvent des méthodes numériques laborieuses. C’est pour cette

raison qu’on a recours a une autre approche d’analyse des systemes de files d’attente. Cette

derniere consiste a les approximer par des systemes plus simples et pour lesquels plusieurs

résultats exploitables sont disponibles.

Parmi les principales approches développées dans ce but, on trouve la méthode de sta-

bilité forte, qui conduit a des estimations quantitatives des caractéristiques du systeme

étudié. La présentation de cette approche fera I'objet du prochain chapitre.



Chapitre 2

Approche de stabilité forte

Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons les concepts d’ergodicité uniforme et de stabilité
forte des chaines de Markov, suivant des normes données dans les espaces de mesures et
des noyaux de transition. Ensuite, nous nous intéressons au cas particulier de la stabilité
forte suivant une classe spéciale de normes définies par des fonctions v mesurables et
bornées (pas nécessairement finies), et nous énoncerons certaines conditions nécessaires et

suffisantes pour la v-stabilité forte.

2.1 Théorie de stabilité forte

2.1.1 Critere de stabilité forte

Soit X = (X;,t > 0), une chaine de Markov homogene a valeurs dans un espace me-
surable E; muni d'une o-algebre £ dénomrablement engendrée , donnée par un noyau de
transition régulier P(z,A4), z € E, A € £ et admettant une probabilité invariante unique
.

Notons m &€ (m E1) Pespace des mesures finies (non négatives) sur E, f€ (fET) les-
pace des fonctions mesurables bornées (non négatives) sur E. On munit I'espace m& d’une

norme |||| et I'espace de Banach M = {u € m £ : ||u]| < oo} de norme || - || compatible

28
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avec 'ordre structurel dans m &, c’est a dire:

Il <l +pol  powr g € MY, i=12. (2.1)
[l <l —pall pour g € MF, i =12 et py Ly (2:2)
[Wl(E) <k lpll pour € M. (2.3)

ou || est la variation de la mesure p, k est une constante positive finie et M+t = MN(MET).
Ces trois conditions (2.1), (2.2), (2.3) sont particulierement satisfaites pour des normes

de la forme suivante :
el = / o(e)|al(dz), (2.4)

ou v est une fonction mesurable bornée inférieurement par une constante positive, (pas

nécessairement finie) sur E.

On associe a chaque noyau de transition P(z,A), les applications linéaires Lp : M — M
et Lp: fE€ — fE, dont les valeurs pour p € M et f € f€ sont respectivement :

WP(A) = Lo(u)(4) = / j(dz)P(x,A), VA€ E,

Pf(a) = Lp(f)w) = [ Pladf(). Vo€ E.

On définit le produit pf comme suit:

uf = / u(dz) f(x)

Les normes induites sur f€ et M, sont données par :

[Pl = sup(o / [P(x.dy)lo(y)
zeE

IFl = sup(v(z))™ |f(x)
zeE

On suppose que l'opérateur P : M — M, correspondant au noyau de transition de la

chaine X, est borné, i.e:

MP c M, ||P| < . (2.5)

Notons par II = T o w le projecteur stationnaire du noyau P, ou 1 est la fonction

identiquement égale a 1, et I 'opérateur identité sur M

Remarque 2.1. De la condition (2.3), on a bien:

| = |p(E)| <k |pll,¥V peM
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doun 1< k<o
t—1

Notons enfin Pt = ¢! > P? t > 1 l'opérateur de Césaro.
s=0

Dans notre travail, 'espace des états E est discret (N), alors introduisons les notations

sulvantes :

Soit M = {p;} l'espace des mesures finies sur N et n = {f(i)} l'espace des fonctions

mesurables bornées sur N.

Le noyau de transition P = (p;;); ; donne une application linéaire:

Pz‘jiM—>M>

= (uP)i(j) = > wipir(J)-

1>0

Le symbole Pf, pour f € n désignera la fonction

Pik) = 3 fli)pws (2.6)

i>0

et action de la mesure p sur la fonction f sera notée par pf, qui vaut > p; f(4)
j>0
On introduit sur M une classe spéciale de norme:

lulle = > 00 - (2.7)

320

vérifiant les propriétés (2.1), (2.2) et (2.3) introduites précédemment dans le chapitre 2,
et v est une fonction mesurable, bornée inférieurement par une constante strictement po-
sitive(pas nécessairement finie).
Cette norme induit dans I'espace 1 la norme

(k)

1flle = Sup (2.8)

Considérons enfin ’espace B des opérateurs linéaires bornés, de norme

1 .
1Pl = iglgmzv(J)lpkjl- (2.9)

Jj=0
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Définition 2.1. La chaine de Markov X est uniformément ergodique par rapport a une

norme || - ||, si elle possede une unique mesure invariante II et :
lim ||[P® —1I|| = 0.
t—+o00

Définition 2.2. On dit que la chaine de Markov X est fortement stable par rapport a la
norme || - ||, si chaque noyau stochastique Q dans un certain voisinage {Q : [|Q — P|| < €}

admet une probabilité stationnaire unique v et:
Jv =l — 0 quand [|Q—P| — 0.

Théoréme 2.1 (Kartashov, Aissani). La chaine de Markov X est fortement stable par
rapport a la norme || - ||, si et seulement si elle est uniformément ergodique par rapport
la méme norme.
Remarque 2.2. Une chaine de Markov peut étre fortement stable (uniformément ergo-
dique) par rapport a une norme donnée et ne pas 1’étre pour une autre (si ces normes ne
sont pas équivalentes). Du théoreme 2.1, il apparait clairement que pour vérifier la stabilité
forte d’une chaine de Markov, il serait judicieux d’appliquer les résultats de 'ergodicité
uniforme.

On introduit maintenant la définition d’une chaine récurrente au sens de Harris. Cette
definition joue un role important dans notre contexte.
Définition 2.3. Une chaine de Markov (X,,),>¢ définie sur (F,£) et de noyau de transition
P est récurrente au sens de Harris, s’il existe une mesure invariante p* o-positive, telle que
p*(A) > 0, alors:

+oo
PAd 14(X,) = +oo} =1Vz € E.
n=1

On dit alors que X est de Harris et le noyau de transition de X est de Harris. En d’autres
termes, cela signifie que la chaine passe par chaque ensemble d’états non négligeable par

rapport a la mesure p*, un nombre infini de fois presque stiirement pour tout x dans E.

Propriété 2.1. :

— Une chaine irréductible, discrete et récurrente est une chaine de Harris.
— Une chaine de Harris est une chaine récurrente irréductible.

Pour les chaines de Markov récurrentes au sens de Harris, on a le résultat suivant :
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Théoréme 2.2 (Kartashov, Aissani). Une chaine de Markov récurrente au sens de
Harris, est uniformément ergodique par rapport a la norme || - || et apériodique si et seule-
ment s’il existe un entier n > 1, une mesure positive o € M™ et une fonction mesurable

h e fET telles que les conditions suivantes soient satisfaites:

o th>0,a I=1,ah>0, (2.10)
e Lenoyau T =P"—hoa estnon négatif, (2.11)
o |[|[T™|| <p pour un certain entier m >1, p< 1. (2.12)

De plus, la condition (2.12) s’obtient de l’ergodicité uniforme et de l’apériodicité, pour tout
a, n, h vérifiant les conditions (2.10),(2.11).
Réciproquement, une chaine de Markov arbitraire vérifiant les conditions (2.10), (2.11),

(2.12) est apériodique et uniformément ergodique par rapport & la norme || - ||.

Définition 2.4. La chaine de Markov X sera dite fortement v-stable, si elle est fortement

stable par rapport & une norme || - ||, définie par:

el = / o)\l (de), (2.13)

ou v est une fonction mesurable bornée inférieurement par une constante positive, pas

nécessairement finie sur E, € m M et |u| est la variation de la mesure p .

Remarque 2.3. Pour la classe des normes || - ||,,, définies par la formule (2.13), la condition

(2.12) du théoreme (2.2) sera équivalente a la condition suivante:
T"v(z) < pov(z),Vr € E, pour unentier m>1 et 0 <p<1. (2.14)

En prenant la condition suffisante du théoreme 2.2 (cas ou m = n = 1) et en tenant

compte de I’équivalence des conditions (2.12) et (2.14), on a le corollaire suivant:

Corollaire 2.1. (critére de stabilité) Pour que la chaine de Markov X récurrente au

sens de Harris soit fortement v-stable, il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :
1. Ja e M*T3h € fET telles que: 7h > 0, al =1, ah > 0,
2. Le noyau T =P — h o « est non négatif,
3. A p <1 tel que, Tv(z) < pv(x)Vr € E.

2.2 Inégalités de stabilité forte

La possibilité d’obtenir des inégalités avec un calcul exact des constantes est la parti-

cularité de la méthode de la stabilité forte.
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Théoréme 2.3. [Kartashov] Soit une chaine de Markov X, de noyau de transition P,
et de mesure invariante T, fortement v-stable et vérifiant les conditions du théoreme 2.2.
Alors, pour un noyau stochastique Q, de mesure stationnaire v appartenant a un certain

voisinage de P, on a l’égalité suivante :
v = w[I—ARyI 1),
+o0
= 7+ TIARI -], (2.15)
r=1

Ou: A=Q-P et Ry=(1-T)".

Corollaire 2.2. Sous les mémes conditions du théoreme 2.2, on a:
v=m+7TARy(I-1I) + o (|A|2) pour ||A], — 0. (2.16)

Corollaire 2.3. Toujours sous les conditions du théoréme 2.2 et pour A vérifiant la condi-
tion |All, < C7H1 —p), on a:

lv =7l <Al 7l © (1 =p—C A}, (2.17)
ot C=m [P 1+ 1o [lxll.).
et |7llo < (av)(1 —p)~ (zh) m [P

dans le cas oum =1, ona: C=1+| 1| |7

2.3 Application aux systemes de files d’attente

La méthode de stabilité forte peut étre appliquée pour I’étude de stabilité des systemes

de files d’attente (on parlera alors de stabilité dans les systemes de files d’attente).

Un cycle de recherche a été réalisé, ou la perturbation a concerné plusieurs parametres
tels que: le flot des arrivées, la durée de service, la structure du systeme. La perturbation
de la taille des groupes a été faite dans [23]. En effet, L. Boukir a étudié la stabilité forte
du systeme d’attente ME°X) /M /1 avec arrivées par groupes

en perturbant la loi de la taille des groupes. Précisons alors les résultats obtenus pour
le systeme MY /M /1.
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2.3.1 Stabilité forte dans un systéeme M%°X) /M/1

La stabilité forte dans le systeme M@°(X) /M/1 a été étudiée par L. Boukir [23]. Elle

a montré la v-stabilité forte du systeme en choisissant:

1 A
v(k):@ —k, g>1,
1 si 1=1,
hz_{ 0 sioi#£1
j K
—~ ~ ~(k) u)\
a; =piy =k; = J k1
— (A + p)ht

Théoreme 2.4. Supposons que la condition d’ergodicité ﬁE(é) < 1 est vérifice.
Alors, la chaine de Markov induite 5(\; est fortement v-stable pour la fonction
1 A
v(k) = @4— k, avec [ > f.
Théoréme 2.5. Soient P et P les opérateurs de transition des chaines de Markov induites
des systemes: MEX) /M /1 et MX /M /1. Alors, pour tout 3 tel que 3 > B3,
D 2 1~
|P = Pl|, < T‘FP +p

o

pA /=4 p (1 =p)

S DY )

2.3.2 Inégalités de stabilité

Théoreme 2.6. Supposons que la chaine de Markov induite X, du systeme MEeX) /M /1

soit fortement v-stable. Alors, sous la condition ||All, < %, et pour tout B > [,

[inégalité suivante est vérifiée

[l = # o < (1= p)l[F|lo(1— p— ClIA[)

O
7], = T1(3) + 2 E(X.).

C =1+ [[1flu[[7]o-
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2.4 Conclusion

La recherche de la stabilité forte d’une chaine de Markov donnée se ramene au choix de
la fonction mesurable, bornée, non négative h, de la mesure finie non négative «, et d’'une
norme vérifiant les conditions (2.1), (2.2), (2.3).

Dans le cas de la v-stabilité forte, le choix de la norme appropriée se réduit a la recherche
de la fonction test v. Cette derniere doit étre mesurable, bornée inférieurement par une
constante finie, strictement positive, pas nécessairement finie.

La construction de la fonction test v et « ainsi que le choix de h constituent la difficulté
majeure dans 'étude de la v-stabilité forte. Ils dépendent essentiellement de la forme du

noyau de transition de la chaine de Markov étudiée.



Chapitre 3

Stabilité forte dans un systeme
d’attente MG X) /G /1

Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la v-stabilité forte de la distribution stationnaire de la
chaine de Markov incluse dans un systeme de files d’attente M%°(X) /G /1 aprés perturba-
tion de la loi de la taille des groupes (par rapport a la norme ||.||, ). Ainsi, nous déterminons
les conditions pour lesquelles il sera possible d’approximer les caractéristiques stationnaires
et non stationnaires du systeme de files d’attente M~ /G /1 par les caractéristiques corres-
pondantes du systeme M&°X) /G /1.

3.1 Stabilité forte

L’adaptation du théoreme (2.2) a notre situation nous permet d’énoncer le corollaire
suivant:
Corollaire 3.1. Pour démontrer la v-stabilité forte de la chaine )/{\';, il est suffisant de

trouver une mesure «, et une fonction mesurable h sur N, telles que:
Mh>0 al=1, ah>D0.

a) L'opérateur T;; = f)ij — h; o est non négatif.

36
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b) 3p <1 tel que Tv(k) < puv(k) pour k € N.
c) [[Plly < o0

A présent appliquons ce corollaire a la chaine de Markov X. Pour cela, choisissons:

U(k) = 5k’ pg>1,
hy = 1 si 1=0,
0 si i#0
gt
;= Z% = Kjo = Z Cn k?j—n+1,n-
n=1
ou:
k.s = Pr{r arrivées pendant la période de

services\_ il y a s clients dans le systéeme quand le service a debuté}
(3.1)
¢, = P(la taille du groupe est égale a n) (3.2)

A présent, énoncons le résultat suivant:

Théoreme 3.1. Supposons que la condition d’ergodicité
limsup;.o{p; = A}E(G)E(T])} < 1 est vérifiée. Alors, la chaine de Markov induite
X, du systéeme MEX) /G /1 est fortement v-stable pour la fonction

v(k) =%, avec B> 1.

Preuve.

Vérifions les conditions : Th>0, al=1, «ah>0.
i>0

On a

o= E Dij Ti,
i>0
j+1
T = 7T0%0*’5 kj_iv1 s ™,

=1
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= 7o = To koo + ko1 71,

~ Tk
= g = m 9},
1 — koo
On a
7<?/00 = 51/507 = Q(l - Q)kAo;

ou q: le parametre de la loi géométrique.
Alors, montrons que 7y # 0:
On a:

kop = / e 'dBr (t) = E(e™)
0

e~ est une fonction positive V t= E(e™) > 0

d’autre part:

~ L
) = ——————.
To _ ko

7T171—]€00

On a
kop >0 et (1—k00>>02>@>0
T
D’ou
%0>0
e al=> o;=> py =1,
Jj=0 j=0
e ah=> o hi = ag = Poo = koo-
i>0
On a
%00 = 51 7%01 > 0,

Appliquons le critere de stabilité forte :

a)
- Si ¢ =0 alors,
To; = Poj — poj = 0.
- Si ¢ >1 alors,

Tij = pij = kj-14ii > 0.
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D’ou, T;; est non négatif.
b) D’apres I'équation (2.6), Twv(k) = > v(j) Ty
J=0
— Cas: k=0:
To(0) = 3 0() Ty, =0
Jj=0
—Cas: k>1:
TU(k) = Zv<]) Tkj7
Jj=0
= Zﬁj Dk
J=0
= Zﬁj Kj—k+1k
Jj=0
— Z ﬁj__kﬂk 1
= - j—k+1,
= Bkt
1
= g (K(8))
Alors
To(k) < [B°Y(K(B))]
< [0
B 6
Montrons alors que:
K(B
o) = T oy (53)
g
On a:
f{’(ﬂ) = /OO e(FALAL é(ﬁ))dBT(t)
0
= (A=A C(9)) (3.4)

On a la transformée de Laplace-Stieltjes, (A — A C(3)) < 1.

D’apres 3.3, on a:
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c)

et:

Et

pB) = d/;_(ﬁﬁ)
BE'(B) — K(B)

52

d’autre part:
#(1) = K'(1) = K(1) = B(S) -1

tel que:

E(S)= X E(C) E(T) < 1 d’apres la condition d’ergodicité géométrique.
p'(1) < 1 = la fonction p(B) est décroissante.

alors p(f) <1

Montrons que || P|], < oo :

T=P—hoa :>f’:T+hooz,

1Pllo = IT +hoall, <I[[T[l,+ [kl xlalf.

1
T, = sup——= v(9) |Tkql,
Il = sup e Yo) 15
1
< sup——= p v(k),
< supos P (k)

= p< oo

ladle = D) layl,

Jj=0
j=>0
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D’ou
|| P]], < o0.
[ |

Alors, le systeme d’attente M (X) /G /1 que nous avons considéré est fortement v-stable
pour la fonction test v(k) = .

3.2 Inégalités de Stabilité

La chaine X, étant fortement stable, d’apres le critere de stabilité forte, elle peut
approcher une autre chaine de Markov dont le noyau de transition est au voisinage du
noyau de transition P. En introduisant une petite perturbation au niveau de la loi de la
taille des groupes dont la chaine de Markov correspondante est X,, de noyau de transition
P,. Les caractéristiques de la chaine (X,,) peuvent étre approximées par celles de (X,,) avec

une précision qui dépend de la perturbation.

3.2.1 Déviation de 'opérateur de transition

Pour pouvoir estimer numériquement 1’écart entre les distributions stationnaires des
états des chaines de Markov induites X,, et X,, estimons au préalable la norme de

déviation de 'opérateur de transition P par rapport a l'opérateur P.

Preuve. D’aprés lexpression (2.9) on a:
1

P—P|l, = sup — E v(j C— il
H H kzlg ’U(k) < (]) |p7€] pk]‘
~ 1
P—p|, = Vos — Fos| , sup —— Y 1pks — Pl S -
| | SHP{U(J)!poJ Poj S ]§>0 v(J) |Pr; pm\}

> 0() poy =Bl = D B ko — Kjol,

§>0 j=0
< > F (lkjol + [kjol)
i>0
< > F (kjo + ko)
i>0
< Ko(B) + Ko(6)
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j k+1,k]

D’ou
Z v(j) | poj —Poj | < Ko(B) + Ko(B).
j=0
FEstimons maintenant : )
sup —— v(y P — Drj| =
kzlf (k) o (7) [Pr; — Dyl
1
- ] 0] < J <
up s 203 v0) ey = Pl < sup 3 Z )lpss] + Bish) < sup 7.2 Zﬂ (prj + Prj)
< sup @[Z Bk + Y B Pl
k=1 >0 >0
< supﬁk D Fkjeie+ > kjorra]
k>1 =0 =0
1 53 k+1 ﬁj k+1 _
< sup +
k>1 P [J; B B—k+1 Rjmter ; —k+1

1 K(B) K(B)
_[57k+1 + + [—h+1

- %(K(ﬁ)u’%(ﬁ))

]

IA
)
A=
ie;

1P B, < sup{%mm + R(B)).KolB) + f?ow)}.

D’ou
||P — Pll, < Ko(8) + Ko(B).

3.2.2 Estimation quantitatives

Appliquons a présent le corollaire (2.3)

Estimation de || T ||,: De I'expression (2.8), on a:

1
I|,=-su sup — = 1.
I p p
k>0

1
>0 v(k) B k>0 O

Estimation de ||7||, , On a:
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17l = D> v() 7,

Jj=0
= > 7
Jj=0
= ().
D’ou:
7]} = T1(8).
Théoreme 3.2. Supposons que la chaine de Markov induite )N(n du systéeme ME°X) /M /1
soit fortement v-stable. Alors, sous la condition ||All, < (15,;), l'inégalité suivante est
vérifiée
I = #le < L= p)CI[F]]o(1 = p = ClIAL) "
Ou
17l = TI(B).

C =1+ |[tfol[7]o-

Preuve. On a:

)

C =1+ [/ i

Imposons la condition ||P — P||, < 2, ie [|Al], < 12

et remplacons les constantes par leurs valeurs. On aura alors:

7 = Fly < (1= p)IF|o(1 = p = ClIA[L)

3.3 Conclusion

Apres I'affirmation qualitative de stabilité, les estimations quantitatives nous donnent
une borne supérieure de I'erreur d’approximation commise sur la distribution stationnaire

de la chaine de Markov X fortement v-stable.



Chapitre 4

Algorithme et application numeérique

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons l'algorithme STR-STAB-GRP basé sur les
résultats théoriques présentés dans le chapitre précédent, en s’inspirant de l'algorithme
proposé par M™¢ Bouallouche [22].11 nous permet de trouver 'erreur d’approximation d’un
systeme MX /G/1 par un systeme MEX) /G/1. Nous étudions les conditions de stabilité
de notre systeme tout en discutant les résultats obtenus par application de ’algorithme
STR-STAB-GRP et par application de la simulation.

44
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Remarque A l'aide de 'environnement '"MATLAB 7.0, nous avons réalisé une applica-
tion qui consiste en:
1. le calcul de I'erreur théorique commise lors de approximation d'un systéme M~ /G/1
par un systeme M%°X) /G/1.
2. la simulation d'un systéeme MX/G/1 et M%°X) /G /1. Ensuite, le calcul de I'écart

entre les opérateurs stationnaires de ces deux systemes.

4.1 Algorithme STR-STAB-VAC

Etapes de lalgorithme
ETAPE 1

Définition des parametres d’entrées:
La distribution de la durée moyenne de service;
Le taux moyen des arrivées des groupes A;
Le parametre de la loi de la taille des groupes (loi géométrique): g;
Le parametres de la loi de service.
ETAPE 2

Détermination de l'espérance E(S) de la variable aléatoire S, caractérisant la durée de
service;

Détermination de l'espérance F(C) de la variable aléatoire C, caractérisant la taille des
groupes.

ETAPE 3

Calcul du taux de service u:

1
"= EE)
ETAPE 4
Vérification de 'ergodicité géométrique:
si ﬁ > 1, alors le systeme est instable aller a I'étape 7,
sinon aller a I’étape 5;
ETAPE 5

Détermination de la variation A
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o|All, < K(B) + K(B),

ou:
R(@) = [ eommecap, )
0
= (A=A C(P)) : (4.1)
et
0
= Y(A=X C(P)) : (4.2)
ETAPE 6
— Déterminer un intervalle de 5 € [Brin, Bmae) dans lequel ||A]l, < %
Ou
_ o= K6 _ w(AfAﬁé(z))j
- C=1+7,.
ETAPE 7
— Déterminer Bt € [Bimins Bmaz) qui correspond a une erreur d’approximation mini-
male de [|7 — 7|,
Avec
— ClA oIl
Im =7l < =aTe

4.2 Simulation

4.2.1 Modéele de simulation

Afin de simuler les écarts entre les distributions stationnaires des systemes M%°(X) /G /1
et M /G/1 par rapport a une norme donnée, notre simulateur comportera deux procédures
dont I'une permettra de simuler la distribution stationnaire du systeme M%) /G/1 et
I'autre la distribution stationnaire du systeéme M*X/G/1. Aprés obtention des deux dis-

tributions stationnaires, les valeurs des parametres de la norme donnée seront utilisées
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pour calculer 'erreur simulée due a I'approximation. L’approche de simulation utilisée est
I’approche orientée événements discrets, en suivant les étapes suivantes:

1. Simuler la distribution stationnaire 7 = (m;, i > 0) de la file MX /G/1,

2. Simuler la distribution stationnaire # = (7;, i > 0) de la file M%) /G/1,

3. Calculer erreur 37, f'|m — 7.

Comparaison des résultats

Afin de comparer les résultats algorithmiques de la méthode de stabilité forte aux
résultats simulés, nous implémentons ’algorithme ainsi que le simulateur. Dans un premier
temps, nous implémentons 'algorithme pour obtenir l'erreur (sur la distribution station-
naire) due a l’approximation ainsi que la norme par rapport a laquelle celle-ci est obtenue.
Cette norme sera introduite dans le simulateur afin d’obtenir I'erreur simulée (sur la dis-

tribution stationnaire) par rapport a la méme norme.

4.2.2 Validation de la simulation

Avant d’exécuter la simulation, les deux simulateurs réalisés doivent étre validés. Pour
cela, on effectue un test statistique (test de Student) sur la moyenne, m, du temps moyen
d’attente dans le systeme. Il s’agit de confronter la moyenne obtenue par la simulation a
la valeurs théorique, mg, du temps moyen d’attente dans le systeme.

Etant donné un échantillon X7,X,,...,X,, de taille n, le test de Student consiste a tester

I’hypothese
"Hp: m = mg” contre " Hy : m # mg”

m: Est la moyenne du nombre de clients dans le systeme obtenu par le simulateur a ’aide
de la formule suivante: -
m = Z(z * TT; ) (4.3)
i=0
Donc, pour réaliser ce test, on doit exécuter le simulateur plusieurs fois ("n" doit étre tres
grand dans l'objectif d’appliquer le Théoréme Central Limite) pour générer des variables
aléatoires m;; afin qu'on puisse estimer leur moyenne 77 et leur variance S (estimateur
sans biais de ¢?), et par la suite comparer les moyennes obtenues par le simulateur avec

les moyennes données par Harris dans [55].

Enfin, on aura le domaine de rejet suivant:

n |m-—-m
D= {(mlam27m37"'7mn)/% > t(nfl g)}
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Validation du systeme M~ /G/1
Soit:
Le taux des arrivées des clients A=2.

— La loi de la taille du groupe est une loi géométrique de parametre p= 0.2.

Les durées du service suivent une loi exponentielle de parametre pu=5;

Temps de simulation est: t,,,, = 100.

Apres l'exécution du simulateur 100 fois (n=100), on a obtenu les résultats suivants:
= 2.54;
5% = 35.6995;

D’otu la valeur de la statistique T= W: 0.067.

Au seuil du risque a= 0.05 sur la table de la loi Student (g9 0.025)=1.98 , on constate
que Thy < t(99,0.025), ce qui signifie qu’on ne rejette pas '’hypothese Hy. Autrement dit, le
simulateur est validé.

4.3 Application de ’algorithme ”STR-STAB-GRP”

Comme application numérique, nous avons choisis de perturber la loi de la taille des
groupes par une loi exponentielle.

La loi géométrique est ’analogue discrete de la loi exponentielle:

A — / | —In(1 — a)e - _ o gma 2|,
=0

4.3.1 Application de ’algorithme au systéme M~ /M/1

Dans ce cas, nous choisissons:

— Le flot des arrivées a une loi de Poisson de parametre A=0.1 clients/Unité de temps.

— La durée du service suit une loi exponentielle de parametre p=100 client/Unité de

temps..

— Le temps de simulation t,,,,=1000 unités de temps.
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La fonction densité de la loi exponentielle de parametre p est donnée par:

fOy=per?
Les résultats obtenus pour les différentes valeurs de alpha sont données dans le tableau
4.1.
Pour que la condition d’ergodicité géométrique soit vérifiée, on doit choisir les pa-
A
<1

ko

rametres A, et « tel que la charge du systeme: p =

Les valeurs de o | Boin Bmaz | Boptimar | L’erreur théorique | L’erreur de simulation
0.001 1.0201 | 1.3301 | 1.0601 0.0313 0.0421
0.002 1.0201 | 1.2301 | 1.0501 0.0635 0.0784
0.003 1.0201 | 1.1801 | 1.0501 0.0968 0.142
0.004 1.0201 | 1.1501 | 1.0501 0.15 0.215
0.005 1.0201 | 1.1301 | 1.0501 0.2 0.235
0.006 1.0301 | 1.1101 | 1.0501 0.2033 0.295
0.007 1.0301 | 1.1001 | 1.0501 0.2412 0.309
0.008 1.0301 | 1.0901 | 1.0501 0.2804 0.350
0.009 1.0301 | 1.0801 | 1.0501 0.3210 0.462
0.0.1 1.0301 | 1.0801 | 1.0501 0.3631 0.521
0.015 1.0301 | 1.0501 | 1.0501 0.5983 0.644
0.019 1.0301 | 1.0401 | 1.0401 0.8758 0.934
0.0.02 1.0301 | 1.0401 | 1.0401 1.01 1.66
0.025 1.0301 | 1.0301 | 1.0301 1.9151 3.548
0.03 1.0301 | 1.0301 | 1.0301 2.6405 5.269

TaB. 4.1 — Erreur d’approximation

Pour les valeurs de o €]0.03,0.99[, on ne peut pas approximer. Cela est di au fait que

la condition de suffisance du théoreme sur les inégalités de stabilité ne se vérifie pas.

4.3.2 Discussion des résultats

Nous observons dans le tableau ci-dessus les valeurs des erreurs obtenues par les deux
méthodes que nous avons étudiées (stabilité forte et simulation). Nous constatons ainsi que
les erreurs di a la méthode de stabilité forte sont nettement moins importantes que celles
obtenue par simulation. Ceci confirme l'efficacité de la méthode de stabilité forte.

En faisant varier le parametre de loi de la taille du groupe « on constate que la diminu-

tion de la valeur de ce parameétre implique la diminution des erreurs commises (théorique
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les valeur de "erreur

variation de ["erreur de la stabilité en fonction de beta
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Fic. 4.1 — Variation des erreurs en fonction de (3

1

et simulé). Avec la diminution du parametre «, la quantité (<) qui représente la taille

«

moyenne des groupes augmente et par ailleurs 'augmentation de la charge du systeme p.

Par conséquent, l'approximation est meilleure lorsque la taille moyenne des groupes est

grande (le systéme est plus chargé), dans ce cas, le systéme réel est proche de 'idéal.

4.3.3

Application de I’algorithme au cas M*/E,/1

Dans ce cas, nous choisissons:

— Le flot des arrivées a une loi de Poisson de parametre A=0.1 client/Unité de temps.

— La durée de service suit une loi Erlang a deux étapes de parametre b=100 client /Unité

de temps.

— Le temps de simulation ¢,,,,=100 unités de temps.

La fonction densité de la loi d’Erlang est donnée par:

f(t) — %tnlebt

Dans le cas ou n=2:

ft) =bv*te™



Chapitre 4.Algorithmes et application numérique Application 51

Les résultats obtenus pour les différentes valeurs de a sont classés dans le tableau

suivant:

Les valeurs de « | Biin Bmaz | Boptimar | L’erreur théorique | L’erreur de simulation
0.001 1.0201 | 1.3101 | 1.0601 0.0345 0.069
0.002 1.0201 | 1.2301 | 1.0501 0.0635 0.095
0.003 1.0201 | 1.1801 | 1.0501 0.0968 0.254
0.004 1.0201 | 1.1501 | 1.0501 0.112 0.312
0.005 1.02 | 1.1301 | 1.0501 0.203 0.290
0.007 1.0301 | 1.1001 | 1.05010 0.2412 0.362
0.009 1.0301 | 1.0801 | 1.0501 0.3210 0.412
0.01 1.0301 | 1.0801 | 1.0501 0.3631 0.652
0.015 1.0311 | 1.0501 1.05 0.5983 0.844
0.019 1.0301 | 1.0401 1.04 0.8758 2.450
0.02 1.0301 | 1.0401 1.04 0.9414 4.580
0.03 1.0301 | 1.0301 1.03 2.6405 7.658

TAB. 4.2 — Erreur d’approzimation

Pour les valeurs de o €]0.03,0.99[ on ne peut pas approximer. cela est di au fait que la

condition de suffisance du théoreme sur les inégalités de stabilité ne se vérifie pas.
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variation de ["erreur de la stabilité en fonction de beta
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Fi1G. 4.2 — Variation des erreurs en fonction de (3

4.3.4 Discussion des résultats

Nous observons dans le tableau ci-dessus les valeurs des erreurs obtenues par les deux
méthodes que nous avons étudiées (stabilité forte et simulation). Nous constatons ainsi
que les erreurs du a la méthode de stabilité forte sont nettement moins importantes que
celles obtenue par simulation. Ceci nous confirmons 'efficacité de la méthode de stabilité

forte par rapport a la méthode de simulation.

Dans cet exemple, on a fixé la loi générale de service B(.) par une loi d’Erlang a
deux étapes (la loi d’Erlang est tres utilisée dans la théorie des file d’attente). En faisant
varier le parametre de la loi de la taille du groupe « on constate que la diminution de
la valeur de ce parametre, diminue les erreurs commises (théorique et numérique) et tend
vers zéro. La diminution du parametre o implique 'augmentation de la charge du systeme
p. Par conséquent, plus le systeme est chargé plus le systeme réel est proche de 'idéal

(Papproximation est meilleure ).
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4.4 Conclusion

L étude numérique permet de déterminer l'erreur due a l'approximation des ca-
ractéristiques d’un systeme MX /G/1 par celles correspondantes du systeme M&°X) /G /1.
La comparaison avec les résultats obtenus par simulation permet de confirmer la perfor-

mance de la méthode de stabilité forte.



Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons mis en évidence 'intérét et les applications de la théorie

de stabilité forte pour I’analyse des systemes de files d’attente avec arrivées par groupes.

Dans un premier temps, nous avons effectué une étude bibliographique sur les
systemes d’attente avec arrivées par groupes et leur application pratique et nous avons

présenté les modeles les plus classiques.

Dans un deuxieme temps, nous nous sommes intéressés a 1’étude de la stabilité forte
dans un systéme d’attente avec arrivées par groupes MY°X) /G /1, apres perturbation
de la loi de la taille des groupes. Nous avons clarifié les conditions d’approximation des
caractéristiques du systeme de files d’attente M*X/G/1 par celles correspondantes du
systeme ME°X) /G /1. La méthode de stabilité forte permet également d’obtenir les
estimations quantitatives de stabilité. Apres avoir obtenu les inégalités de stabilité, nous
avons effectué une étude algorithmique afin de mesurer la performance de la méthode
de stabilité forte pour le systeme ME°X) /G/1. Ces résultats ont été comparés a ceux

obtenus par application de la simulation.
Précisons néanmoins que les difficultés principales dans l'application du critere de
stabilité forte demeurent essentiellement: l'identification du parametre a perturber,

I’écriture des noyaux de transition des chaines de Markov et le choix des normes poids.

L’obtention des résultats de ce mémoire ouvre de nombreuses perspectives de recherche.

Parmi les directions les plus significatives:

— Confirmer 'application en estimant la fonction densité de loi générale par la méthode

du noyau et correction des effets de bor.

o4
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— Application aux systemes de files d’attente avec arrivées par groupe plus complexes
souvent rencontrés dans des cas pratiques (avec vacances, avec rappels, avec vacances
et rappels, ...) .

— Appliquer d’autres outils mathématiques pour établir les mesures de performance (le

nombre moyen de clients dans le systéme,le temps moyen d’attente).
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Résumé

L’objectif de cette these est de montrer que sous certaines conditions la chaine de
Markov induite dans le systeme M&°X) /G/1 est fortement v-stable, aprés perturbation
de la distribution de la taille des groupes. Ceci revient a clarifier les conditions pour
lesquelles les caractéristiques stationnaires et non stationnaires du systeme de files
d’attente M /G/1 peuvent étre approximées par celles correspondantes du systeéme

MEeX) /G/1, et nous obtenons également les inégalités de stabilité.

Afin de mesurer les performances de la méthode de stabilité forte et estimer la
précision de I'approximation dans une situation réelle (proche de la réalité), nous avons
proposé un algorithme qui nous donne la performance de la méthode de stabilité forte.

Une étude comparative avec les résultats obtenus par simulation a été réalisée.

Mots clefs: Systeme de files d’attente avec arrivées par groupes, Stabilité forte, Ergo-

dicité uniforme, Perturbation, Taille des groupes.

Abstract

The aim of this purpose is to show that under some conditions, the embedded Markov
chain in the system MY°(X)/G/1 is strongly v-stable, after perturbation of of the
distribution of bulks’size. This tends to clarify the conditions for which the stationary and
no stationary characteristics of queueing system M~ /G /1 can be approximates by those

corresponding of M&°X) /G /1 system. We also obtained the inequality of stability.

In order to measure the performance of the strong stability method and estimate the
precision of the approximation in a real situations, we have proposed an algorithm which
give us the performance of that method. A comparative study with the obtained results

by simulation method have been realized.

Key words: Queueing system with batch arrivals, Strong stability, Uniform ergodicity,

Perturbation, Bulk size.



