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Introduction générale

Souvent, les processus décisionnels possedent une structure hiérarchique ou le
controle des variables de décision est partitionné entre les preneurs de décision.
Dans ces systemes, la décision prise par chaque acteur affecte les décisions
des autres ainsi que leurs fonctions objectifs. Par exemple, dans une société
décentralisée, la direction générale prend une décision concernant le budget. Et
donc, chaque division détermine un plan de production avec une connaissance
parfaite du budget.

Ces processus sont souvent modélisés et résolus par la programmation bi-
niveaux. Cette classe de programmes constitue une branche de la programmation
mathématique dans laquelle les contraintes sont déterminées, en partie, par un
autre probleme d’optimisation.

La programmation bi-niveaux est motivée par la théorie des jeux statiques et
non coopératifs de Stackelberg appliquée aux problemes économiques. Dans ces
problemes, le niveau supérieur est appelé Leader et le niveau inférieur Suiveur.
Le controle des variables de décision est partitionné entre les preneurs de décision
qui cherchent a optimiser leurs fonctions objectifs individuelles. Le Leader prend,
le premier, sa décision dans ’objectif d’optimiser sa fonction de gains. Le Suiveur
observe la décision du Leader et construit sa décision. Comme les ensembles
des décisions sont interdépendants, la décision du Leader affecte ’ensemble des
décisions et les gains du Suiveur et vice versa.

Les problemes qui peuvent étre modélisés sous forme dun programme
bi-niveaux sont nombreux et on rencontre des applications en économie [50], en
transport urbain [31], en controle de pollution [5], en production [(1], ...etc
(voir aussi [0, 15, 43, 30]), sans oublier le domaine de la guerre qui est considéré
parmi les premieres applications de cette classe de problemes. En effet, malgré
que Candler et Norton (1977)(cité dans [30]) furent les premiers a utiliser la
terminologie programmation a deux niveaux ou a plusieurs niveaur dans un
rapport de la Banque Mondiale, les toutes premieres formulations liées au
probleme de programmation bi-niveaux sont apparues dans 1’ccuvre des auteurs
J. Bracken et J. McGill (1973) [27] consacrée a ce dernier domaine, et avec
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I'appellation "programmes mathématiques avec des problemes d’optimisation
dans les contraintes”.

La programmation bi-niveaux linéaire est l'un des modeles de base de
Ioptimisation bi-niveaux, ou les fonctions objectifs et les contraintes du Leader
et du Suiveur sont linéaires. Dans ce cas, il a été prouvé que la solution est
atteinte en un certain point extréme de l’ensemble des contraintes qui est un
polyedre [15]. Malgré sa simplicité apparente, le probleme de programmation
bi-niveaux linéaire est un probleme compliqué et difficile a résoudre. Beaucoup
d’approches ont été proposées dans la littérature pour sa résolution [15, 13]. Les
plus populaires sont basées sur sa reformulation en un programme mathématique
qui est un programme linéaire avec une contrainte de complémentarité non
linéaire. C’est cette contrainte de complémentarité qui constitue la difficulté
majeure dans cette approche.

La programmation DC (Difference of Convex functions), quant a elle, traite,
a l'aide de l'algorithme DCA (DC Algorithm), les problemes d’optimisation non
convexe et non différentiable ou la fonction peut étre représentée sous forme de
différence de deux fonctions convexes.

La programmation DC et I'algorithme DCA ont été introduits par P.D.Tao
en 1986 comme une extension naturelle et logique des travaux de P.D. Tao
depuis 1974 concernant la programmation concave. Ils ont été intensivement
développés par P.D. Tao et L.T. Hoai An depuis 1993 pour devenir maintenant
classiques et de plus en plus populaires. DCA est une méthode de descente sans
recherche linéaire pour la résolution d’un programme DC général, c’est-a-dire la
minimisation de la différence de fonctions convexes. Plus précisément, c’est une
méthode primale-duale de sous-gradient basée sur I'optimalité locale et la dualité
en optimisation DC appliqué non pas a la fonction DC elle méme, mais plutot a
ses composantes DC.

L’algorithme DCA a été appliqué avec succes pour un grand nombre de
problemes d’optimisation non convexe dans différents domaines de la science
appliquée [79, 83]. La globalité des solutions calculées par DCA n’est pas toujours
garantie. Cependant, il a été remarqué, qu’avec un bon choix du point initial, il
converge souvent vers la solution globale.

Notre travail consiste en la résolution d’'un probleme de programmation bi-

niveaux linéaire en utilisant les techniques de programmation DC et ’algorithme
DCA.

Ce mémoire est organisé comme suit :
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Le premier chapitre est consacré a la programmation bi-niveaux. Nous don-
nons la formulation mathématique d’un probleme de programmation bi-niveaux,
et en particulier le cas linéaire pour lequel nous présentons quelques propriétés
de base. Nous abordons également la question d’existence de solutions et nous
citons les principales méthodes de résolution de ce probleme.

Dans le deuxieme chapitre nous rappelons brievement quelques notions
d’analyse convexe. Ensuite, nous introduisons la méthode DC et exposons la
théorie relative a cette méthode. Nous décrivons également 1'algorithme DCA et
sa construction.

Dans le troisieme chapitre nous donnons un bref apercu sur les différentes
méthodes de pénalité.

Le quatrieme et dernier chapitre comporte 1’application de la programmation
DC pour la résolution du probleme de programmation bi-niveaux linéaire, 1’éla-
boration de I'algorithme DCA et les tests numériques. On y trouve également les
résultats numériques d’un autre algorithme de résolution des problemes de pro-
grammation bi-niveaux linéaire ainsi qu’une comparaison. On cloture ce mémoire
par une conclusion.



Programmation a deux niveaux

Introduction

Les problemes de programmation a deux niveaux sont des problemes d’opti-
misation dont les contraintes sont déterminées, en partie, par un autre probleme
d’optimisation. En d’autres termes, ce sont des programmes mathématiques
hiérarchiques avec deux niveaux de décision.

Dans cette partie, nous donnons la formulation mathématique d’un probleme
de programmation bi-niveaux (PB) dans sa forme générale. Ensuite nous foca-
lisons I'attention sur le cas linéaire en donnant la définition d'un (PBL) (pro-
gramme bi-niveaux linéaire). Puis, nous présentons quelques propriétés de base
de la programmation bi-niveaux linéaire que nous illustrons avec des exemples.
Nous abordons également la question d’existence des solutions du (PBL) ainsi
que leurs caractérisations. Finalement, nous rappelons les principales approches
algorithmiques existantes pour la résolution du (PBL).
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1.1 Formulation d’un PB

Dans sa forme générale, un probleme de programmation bi-niveaux est formulé
comme suit :

max F'(x,y)
c Gz,y) <0
on) e S o
sc. g9(z,y) <0,

ou les variables sont divisées en deux classes, les variables z € R™ du niveau
supérieur et les variables y € R™ du niveau inférieur. De méme, les fonctions
F:R" xR™” — Ret f: R" x R — R sont respectivement les fonctions
objectifs du niveau supérieur et niveau inférieur, et les fonctions vectorielles
G:R" xR"™ — R"™ et g : R™ x R™ — R™2 sont les contraintes du niveau
supérieur et niveau inférieur respectivement.

Dans le probleme (1.1), en ajoutant I’hypothese de linéarité des fonctions
F(z,y), f(x,y), G(z,y) et g(z,y), on obtient un programme linéaire qu’on appelle
Programme bi-niveaux linéaire et qu’on notera (PBL) .

1.2 Programmation Bi-niveaux Linéaire

La programmation bi-niveaux linéaire est I'un des modeles de base de I'opti-
misation bi-niveaux, ou les fonctions objectifs et les contraintes du Leader et du
Suiveur sont linéaires. Ce modele a été intensivement étudié dans la littérature
par plusieurs auteurs. Dans cette section, nous allons voir, a travers des exemples,
les propriétés de base des problemes de programmation bi-niveaux linéaire.

1.2.1 Formulation mathématique

Un probléme de programmation bi-niveaux linéaire (PBL) peut étre écrit sous
sa forme générale :

(

max F(z,y) = iz + djy,
S.C. All‘ + Bly S bl,
x> 0;
max f(x,y) = chr + dby,
y
S.C. AQI —+ BQy S bg,
\ y >0,

(PBL) (1.2)

ou F:R" xR"” — R; f:R" x R"” — R sont les fonctions objectifs du
Leader et du Suiveur respectivement ; ¢, co € R™; dy, dy € R"™; by € R™,

9
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by € R™: A;-mq X ni-matrice, Bi-m; X ng-matrice, As-mo X ni-matrice et
By-mo X no-matrice.

1.2.2 Exemple de probleme bi-niveaux linéaire

Probléeme de contrdle de ressources : [20]

Le probléeme bi-niveaux linéaire de controle de ressources est formulé de la
maniere suivante :

max, F(z,y) =tz + clyy
max, f(z,y) =z + djyy
All‘ + Agy S b

Ce modele a été proposé pour analyser la répartition d’un budget fédéral entre
plusieurs états (Cassidy et al. cité dans [20]). Le vecteur = représente la répar-
tition du budget de chaque état. Au deuxieme niveau, chaque état peut choisir
de maniere indépendante le financement de projets en respectant son budget. Le
niveau de financement est représenté par le vecteur y.

1.2.3 Définition du (PBL)

Considérons le probleme (1.2). Nous avons les définitions suivantes.

Définition 1.1. [17]

a) Le domaine S des contraintes du (PBL) est défini par :

S={(z,y) e R" x R™: Ajz + By < by, Apx + Boy < by, v >0, y > 0}.

b) L’ensemble des solutions réalisables du Suiveur pour un z fixé est noté par
S(z) et défini par :

S(LU) = {y - an : Bgy S b2 — AQLL’,y Z 0}
c) La projection de S sur I'ensemble des décisions du Leader :

P(X)={x € R™: Iy € R™, Az + By < by, Agw + Boy < by, >0,y > 0}.

d) L’ensemble des réactions rationnelles du Suiveur pour z € P(X), est donné
par :

R(z) ={y € R™ :y = argmax|[f(z,§) : § € S(z)]},

10
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avec

argmax[f(z,§) : § € S(x)] = {y € S(x) : f(x,y) = f(x,9), V§ € S(x)} .
e) La région induite (ou ensemble induit) :

Rl ={(z,y) €S,y € R(z)}.

Le Leader peut obtenir différentes réactions rationnelles du Suiveur en attribuant
différentes valeurs a x. L’union de toutes les valeurs possibles, x, que le Leader
peut sélectionner ainsi que les réactions rationnelles correspondantes y € R(x)
forment la région induite RI définie précédemment.

1.2.4 Nouvelle définition du (PBL)

La majorité des résultats obtenus dans la littérature concernent la version
particuliere du (PBL) sans contraintes du Leader (i.e. sans les contraintes
Az + Byy < by, x > 0). Il a été remarqué que la présence de ces contraintes,
appelées parfois contraintes couplantes [17], ou contraintes de connexion [14],
pourrait influencer considérablement la structure de l’ensemble réalisable du
(PBL) (région induite). Elle pourrait le rendre déconnecté et parfois méme vide.

Dans la pratique, la position des contraintes n’est pas arbitraire dans un
(PBL) et dépend fortement de I'application considérée. Les problemes avec des
contraintes du niveau supérieur peuvent surgir par exemple si le Leader n’est pas
disposé a accepter certaines décisions optimales du Suiveur. De plus, il faut noter
que le déplacement de telles contraintes vers le niveau inférieur peut changer
completement le modele.

Dans [73], les auteurs traitent le (PBL) avec contraintes du Leader, et
proposent une nouvelle définition alternative a la définition 1.1. La différence
entre les deux définitions est que la nouvelle définition implique que le Suiveur
est tenu de respecter les contraintes du Leader, ce qui n’est pas le cas pour le
(PBL) . Les auteurs motivent leur nouvelle définition en donnant une instance
du (PBL) pour laquelle aucune solution ne peut étre trouvée en utilisant la
définition 1.1, méme si S # (). Ils montrent que cette instance posseéde une
solution et que le fait de ne pas trouver cette solution est une défaillance de la
définition classique du (PBL).

Par la suite, S. Dempe et A.G. Mersha [11] et C. Audet et al [17] ont ana-
lysé cette nouvelle définition et ont démontré qu’elle est simplement équivalente a

11
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transférer les contraintes du niveau supérieur au niveau inférieur ce qui n’est pas
permis comme nous ’avons déja mentionné. Ils ont montré que la solution opti-
male du (PBL) original n’est plus optimale apres déplacement de ces contraintes
(voir les exemples 1.2 et 1.3).

Remarque 1. La définition considérée dans ce document est la définition clas-
sique donnée par définition 1.1. Pour plus de détails sur la nouvelle définition, le
lecteur peut consulter [51, 74, 71, 72 73].

Exemple 1.1. Considérons I’exemple suivant :

(

max F(z,y) = —x+ 4y
s.c. max f(z,y)=—y
y

—r—y < -3
—2x4+y <0
20 +y < 12

L —3x +2y > —4

Fl

61 {1.6)

5E

1

] (4.4)

:1_

2.2 Région induite

'I_

2§ 4 5 .

Fic. 1.1 — Géométrie du (PBL)

Suivant la définition 1.1, nous avons :
o P(X)={x:1<z <4},

12
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e L’ensemble des solutions réalisables S(z) du Suiveur pour un x € P(X) fixé est
représenté par une ligne verticale contenue dans le polyedre S au point particulier
x.

e Ensemble des réactions rationnelles du Suiveur : puisque la fonction objectif du
Suiveur est de minimiser y, donc R(x) est le plus petit point réalisable y sur la
ligne verticale. Il est donné par

R(z) = —r+3, si 1<x<2,
|l Bx—4)/2, si 2<z<A4.

e La région induite RI est la portion en gras du périmetre de S.

1.2.5 Complexité du (PBL)

Le probléeme de programmation bi-niveaux linéaire est un probléeme compli-
qué et difficile a résoudre. Malgré que les fonctions objectifs et les contraintes
du niveau inférieur et du niveau supérieur sont toutes linéaires, le (PBL) est ni
continu partout, ni convexe. Bialas et Karwan (cité dans [90]) ont prouvé la non
convexité du probleme du niveau supérieur avec un exemple pratique. Jeroslow
(cité dans [30]), Bard, Ben-Ayed et Blair [20] ont prouvé que le (PBL) est un pro-
bleme NP-difficile. En outre, Hansen, Jaumard et Savard ont établi que le (PBL)
est fortement NP-difficile (cité dans [36]). Plus tard, Vicente, Savard et Judice
ont montré qu’établir 'optimalité stricte ou locale d’une solution est également
NP-difficile (cité dans [30]).

1.2.6 Propriétés du (PBL)

Dans la définition 1.1 du (PBL), I'ensemble des contraintes représente toutes
les combinaisons de choix que le Leader et le Suiveur peuvent faire. L’objet le plus
important dans cette définition est la région induite. Elle représente ’ensemble
réalisable du (PBL) sur lequel le Leader peut optimiser sa fonction objectif et
est composée de I'union de faces de I'ensemble S [13]. Cet ensemble est polyédral,
souvent non convexe et, en présence des contraintes du niveau supérieur, il peut
étre discontinu et méme vide.

Afin d’illustrer les propriétés citées ci-dessus, nous proposons les exemples sui-
vants :

13
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Exemple 1.2. [11] Considérons le probléeme suivant :
(maxz + 2y
max y
Yy
(P1) sc. —3r+y< -3
32 +y < 30
22 — 3y > —12
L r+y<14

La région des contraintes de ce probleme est représentée dans la figure 1.2. On
remarque que cet ensemble est convexe. La solution de cet exemple est le point

B=(6.8)

104

10 »

FiG. 1.2 — Représentation graphique de 'exemple 2

La région induite est représentée par des traits en gras. On voit bien qu’elle est
non convexe mais continue (connectée). Dans le cas de présence des contraintes
du niveau supérieur (le Leader), cette région est souvent discontinue (voir
exemple 1.3).

Exemple 1.3. [11] Considérons le (PBL) de 'exemple 1.2 ou les deux dernieres

14
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contraintes du Suiveur sont déplacées vers le niveau supérieur ;

(maxz + 2y
s.c. 2x—3y>—12
<14
max ¥y
y
sc. —3r+y< -3
L 3z +y <30

La région des contraintes ainsi que la région induite (en gras) sont représentées
dans la figure 1.3

¥a

104

.

10 i

F1G. 1.3 — Représentation graphique de I'exemple 3

On voit bien d’apres le graphe de 'exemple 1.3 que la région induite est discon-
tinue. Ceci est du a la présence des contraintes du niveau supérieur. La solution
globale de cet exemple est le point C=(8,6) et A est une solution locale.

Comme nous ’avons déja mentionné, la région induite peut étre vide dans le cas
de présence des contraintes du niveau supérieur. Regardons I'exemple suivant [73].

Exemple 1.4.

p

max F(z,y) = —z + 4y
sc. —x—y<—3
—3x+2y > —4
max f(z,y) = -z —y
Y
sc —2v+y<0
\ 22 4y < 12

15
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Le graphe de cet exemple donné dans la figure 1.4 nous montre que la région
induite est vide : nous avons la région des contraintes S, et pour un z fixé ’en-
semble réalisable du Suiveur est représenté par une ligne vertical ; par exemple
pour = 2, S(2) est représenté par la ligne en gras dans la figure 1.4(a). Puisque
I'objectif du Suiveur est de minimiser f(x,y) = x+y, I'ensemble des réactions ra-
tionnelles de ce dernier est 'ensemble R(x) = {0} (voir figure 1.4(b)). En utilisant
la définition 1.1(e), nous avons bien RI = ().

J.E (3,60 }B l (3.6
5 I
4 g-------- q (4,4) 4 (4.4)
El RE 3 baao
e 2|
S(x) 4 1) 1t 21 Rix)
— _r/ -
1 2 3 4 5 X 1 2 3 4 5 X
(a) (b)

F1G. 1.4 — Représentation graphique de I'exemple 4

Solutions optimales et multiplicité des solutions

Considérons le (PBL) et supposons que ’ensemble des réactions rationnelles
du Suiveur est constitué d'un seul point (au plus) pour tout = € P(X), i.e.
|R(z)| <1, Vze P(X).

Définition 1.2. [11]
Un point (z*,y*) € RI est optimal pour le (PBL) si :

da* +dy* > ca+dy, V(r,y) € RI

Cette définition d’une solution optimale du (PBL) est valable uniquement dans
les conditions citées ci-dessus. Par contre, dans le cas ou l’ensemble R(z) est
constitué de plus d’un élément (multiplicité de solutions optimales du Suiveur)
pour un =z € P(X) fixé, le raisonnement est différent. En effet, dans ce cas il
existe dans la littérature deux approches principales pour formuler la solution du
(PBL) : Papproche pessimiste (ou forte) et 'approche optimiste (ou faible).
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1. Approche pessimiste : cette approche est appropriée pour le cas ou la
coopération entre le Leader et le Suiveur n’est pas autorisée et que le Leader
ne peut influencer le choix du Suiveur. Dans ce cas, il est rationnel que le
Leader se protege en limitant le dommage résultant d’une sélection indési-
rable du Suiveur tout en respectant son objectif. Donc, son probleme sera
formulé de la manieére suivante [64] :

max min F(x,y)
z oy

sc. (x,y) €S
y € R(z)

2. Approche optimiste : dans ce cas, le Leader peut supposer la coopération
du Suiveur, dans le sens ou ce dernier va choisir a chaque fois une solution
qui est la meilleure du point de vue du Leader. Ce cas se formule de la
méme maniere que le (PBL), i.e.

max F(x,y)

x7y

s.c. (x,y)e s
y € R(z)

En se mettant dans les conditions de la formulation optimiste du (PBL) , le
Suiveur va choisir
y € argmax{ciz +diy : y € R(x)},

ce qui signifie la meilleure solution dans R(z) du point de vue du Leader. Le
(PBL) peut donc étre écrit d’'une maniere équivalente sous forme d’un programme
mathématique standard :

max{F(x,y) : (v.y) € RI}, (PBLY
et dans ce cas la définition 1.2 pour une solution optimale du (PBL) reste valable.

Cette définition peut étre formulée autrement en utilisant la définition sui-
vante :

Définition 1.3. [17]
Considérons un (PBL) et soit S son ensemble des contraintes. Alors

1. (x,y) est un point réalisable si (z,y) € S
2. (z,y) est un point admissible si (z,y) est un point réalisable et y € S(x)

Une solution optimale du (PBL) sera alors définie comme suit :
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Définition 1.4. [17]
Un point (z*, y*) est une solution optimale du (PBL) si (z*,y*) est admissible et
pour tout point admissible (z,y) on a : F(z*,y*) > F(z,y).

Remarque 2. Il faut noter qu’en ’absence des contraintes du niveau supérieur,
toute solution rationnelle est aussi solution admissible. Dans le cas de présence
de ces contraintes, I'inverse n’est pas toujours vrai.

1.2.7 Existence et caractérisation des solutions du (PBL)

Beaucoup d’auteurs ont cherché a caractériser les solutions optimales d'un
(PBL) ainsi que les conditions de leur existence. Candler et Townsley [30], Bard
et Falk [17] ont établi I'existence d’'une solution optimale en un point extréme
du domaine réalisable S; Bialas et Karwan [25, 26] ont démontré ce résultat
sous I'hypothese que S est borné. G. Savard (1989)(cité dans [12]) a également
montré que dans le cas ou la région induite est non vide, il existe au moins une
solution optimale pour le (PBL) atteinte en un point extréme de l’ensemble S
et que ce résultat est valable méme dans le cas de présence des contraintes du
niveau supérieur.

Pour chercher les conditions d’existence des solutions pour le (PBL) et pouvoir
caractériser ces solutions, nous allons regarder un peu la géométrie de son
ensemble réalisable (région induite RI).

Nous considérons la formulation du (PBL) sous forme d’un programme standard,
(PBL)’, et nous posons les hypotheses suivantes.

H 1. S est un ensemble non vide et compact.
H 2. R(x) est réduit a un singleton.

Dans le théoreme suivant, il est montré que quand le probleme est écrit sous
forme d'un programme mathématique standard, la région induite résultante est
composée de faces connectées de S et qu’une solution se produit en un sommet.

Théoréme 1.1. [15]
La région induite peut étre écrite d’une maniére équivalente comme une contrainte
d’égalité linéaire composée des hyperplans de support de S.
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Preuve : Ecrivons d’abord la région induite sous la forme :
RI = {(z,y) € S : dyy = max[dyj : Bo) < by — Agx, ) > 0]}
Définissons maintenant
Q(z) = max{dby : Bly < by — Asz,y > 0}, (1.3)

Pour chaque z € P(X), I'ensemble réalisable du (PBL)" est non vide et compact.
Ainsi, Q(z) qui est un programme linéaire paramétré en x, posséde toujours une
solution. En utilisant la dualité, on a :

min{u’(by — Agx) : Byu > dy,u > 0}, (1.4)

qui a la méme valeur optimale que (1.3) au point u*.

Soit u!, ..., u® les points extrémes de I'ensemble des contraintes de (1.4) donné par
U = {u: Byu > dy,u > 0}. Sachant qu’'une solution de (1.4) se produit en un
point extréme de U, on a le probleme équivalent :

min{w’ (by — Apz) : u! € {u', ..., u’}},
ce qui montre que Q(x) est une fonction linéaire. Si on écrit RI sous la forme

Rl ={(z,y) € S : dyy — Q(z) = 0}, (1.5)

on aura le résultat du théoréme.

La fonction Q(z), définie par (1.3), est convexe et continue. De plus, on veut
maximiser, sous RI, une fonction linéaire F' = iz + diy, qui est bornée supé-
rieurement sur S par la valeur max{cz + dty : (z,y) € S}. Nous avons donc le
résultat suivant :

Corollaire 1.1. [15]
Une solution du (PBL) est atteinte en un point extréme de RI.

Nous avons constaté dans la section 1.2.6 que malgré la linéarité des contraintes et
des fonctions objectifs des deux niveaux dans les problemes de programmation bi-
niveaux linéaires, I’ensemble réalisable RI peut ne pas étre convexe. Néanmoins,
cet ensemble possede quelques propriétés des ensembles convexes [25]. Nous avons
le théoreme suivant.
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Théoréme 1.2. [27]
Supposons que S est borné. Soient (:1:1 Y1)y (T, Yr)s r points de S et Ay, ..., A\,
des scalaires mon négatifs, avec Z)\ = 1 tels que Z)\ (x;,y;) € RI. Alors,

=1 =1
(i, y;) € RI, pour tout i € {1,2,...,1} tel que \; > 0.

Dans ce théoreme, il est établi que tout point dans S qui contribue strictement
dans une combinaison convexe de points de S pour former un point de RI doit
étre dans RI.

Corollaire 1.2. [2)]
Si (z,y) est un point extréme de RI, alors (x,y) est un point extréme de S.

Preuve (par contradiction)
Soit (z,y) un point extréme de RI et supposons que (x,y) n’est pas un point
extréme de S. Alors, il existe des sommets (X1, 1)s -y (Tryyr) € Set Ay, ..o N >

0 avec Z i = 1 tels que (z,y) = Z (T4, Yi)-
=1

1=
D’ apres le théoreme 1.2, (z1,%1),..., (2, y,) € RI, donc (z,y) ne peut pas étre
un sommet de RI, ce qui contredit notre hypothese et démontre le corollaire.

Corollaire 1.3. [2)]
Une solution optimale (z*,y*) du (PBL) se produit en un sommet de S.

Preuve D’apres le corollaire 1.1, une solution du (PBL), si elle existe, se pro-
duit en un point extréme de RI. En utilisant le corollaire 1.2, ce point est un
sommet de S.

1.3 Résolution de (PBL)

Pour la résolution du (PBL), il serait nécessaire de transformer ce dernier en
un programme mathématique standard pour avoir une représentation explicite
de son ensemble réalisable, RI. L’approche la plus populaire pour cette transfor-
mation est le remplacement du probleme du niveau inférieur par ses conditions
d’optimalité de Karush-Khun-Tucker et I'insertion du systeme résultant dans le
probleme du niveau supérieur.
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1.3.1 Reformulation du (PBL)

Soit le probleme de programmation bi-niveaux linéaire (PBL) et soit u € R™2,
v € R™ les variables duales associées aux contraintes Asxz + Boy < by et a y > 0
respectivement. Nous avons la proposition suivante.

Proposition 1.1. [1)]
Une condition nécessaire pour que (x*,y*) soit solution du (PBL) est qu’il existe
u* et v* tels que (z*,y*, u*,v*) résout le systeme :

([ max F(z,y) =ciz+dly

@y
Az + By <b
Asx + By +w =10
PRBIL 2 2Y 2
( ik Blu —v =dj,
vly +ulw =0
>0, y>0,u=>0,v>0, w=0

Cette formulation du (PBL) va jouer par la suite un role important dans le
développement d’algorithmes de résolution du (PBL) . Le probleme d’optimi-
sation (PBL)gkr est linéaire a 'exception des contraintes de complémentarité
(vly + u'w = 0).

1.3.2 Meéthodes de résolution du (PBL)

Pour la résolution du (PBL), de nombreux algorithmes ont été mis au point
et particulierement pour le cas linéaire (voir [30]). Ces algorithmes peuvent étre
classés en trois principales catégories.

a) Méthodes basées sur la reformulation KKT : les méthodes développées
dans cette catégorie sont nombreuses et requierent la transformation du
probleme en un probleme d’optimisation a un seul niveau en utilisant les
conditions KKT. Donc au lieu de travailler avec le probleme (PBL) on tra-
vaille avec le probleme (PBL)gkr. A cause de la présence des contraintes
de complémentarité dans le systeme KKT, le probleme résultant est non
linéaire. Les approches développées dans cette catégorie peuvent eétre
résumeées en :

— Approche basée sur la programmation entiere mixte : J. Fortuny-Amat et
B. McCarl [50] ont proposé, pour la résolution du probleme (PBL)kkr
de convertir les contraintes de complémentarité en contraintes linéaires
en ajoutant des variables binaires.
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— Approche du pivot de complémentarité : le premier qui a développé un
algorithme de pivot de complémentarité était Bialas et al.(voir [22]).
A chaque itération, 'algorithme du pivot de complémentarité (PCP)
calcule un point réalisable (x,y) pour le probleme original de telle
facon que la fonction objectif du Leader prenne une valeur au plus
égale a un nombre a. Ce parametre est mis a jour a chaque itération
et le processus s’arréte lorsque aucune solution réalisable ne peut étre
trouvée. Judice et Faustino ont introduit un probleme appelé probleme
de complémentarité linéaire séquentielle pour la résolution des problemes
de programmation bi-niveaux linéaires-quadratiques. Leur approche
peut étre vue comme une combinaison entre la technique de Branch and
Bound et la méthode d’énumération de points extrémes (voir [56, 57, 22]).

— Approche basée sur les techniques Branch and Bound : l'idée de cette
approche est de supprimer le terme de complémentarité et résoudre
le programme linéaire résultant. A un noeud donné de 'arbre Branch
and Bound qui ne vérifie pas les contraintes de complémentarité, la
séparation se fait de la maniere suivante : deux noeuds seront créés, I'un
avec (v, u) = Ogny+m, comme une contrainte additionnelle et 'autre avec
(y, w) = Ogng+my. Bard et Falk [17] et Fortuny-Amat et McCarl [50] ont
développé des algorithme basés sur la technique Branch and Bound pour
le cas linéaire. Cette approche a été adaptée par Bard et Moore [1&] pour
le cas linéaire-quadratique et par Bard [14] et Edmunds et Bard pour le
cas quadratique [10].

— Approche basée sur les fonctions de pénalité : apres transformation du
probléme original en un probléeme a un seul niveau, une pénalité exacte

est utilisée. Dans Anandalingam et White [7][%], la fonction pénalité
utilisée est la différence entre les valeurs des fonctions objectifs primale
et duale du Suiveur. Campélo et Scheimberg [29] ont utilisé également

une pénalisation, mais cette fois-ci des contraintes de complémentarité.

b) Méthodes basées sur I’énumération de points extrémes : ces méthodes
sont développées pour le cas linéaire. Une propriété importante des pro-
bléemes de programmation bi-niveaux linéaires est que les points extrémes
de la région réalisable du (PBL) sont les points extrémes de la région des
contraintes S et que la solution optimale du probleme est 1'un de ces points.

En se basant sur cette idée, beaucoup d’auteurs ont développé des

algorithmes pour la résolution du (PBL) . Bialas et Karwan [25] ont
proposé le K™ meilleur algorithme. Sous la condition que la région
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induite Rl est bornée et que l'ensemble des réactions rationnelles R(z)
est réduit a un singleton, cet algorithme trouve la solution globale du
probleme. Les mémes auteurs [26] ont proposé une autre méthode mais qui
aboutit a une solution locale.

Bard [13] a développé un algorithme de recherche grille. Cet algo-
rithme calcule une borne inférieure et une borne supérieure de la valeur
optimale cherchée. Hansen et al.[12] ont présenté un algorithme de type
Branch and Bound qui n’est pas basé sur les conditions KKT du niveau
inférieur, mais qui cherche a déterminer les contraintes satisfaites ainsi que
les variables du suiveur égales a zero au point optimal.

c) Méthodes basées sur les heuristiques : dans cette catégorie on peut
trouver des algorithmes basés sur les algorithmes génétiques [90, 53], des
algorithmes basés sur les réseaux de neurones [53], des algorithmes utilisant
le recuit simulé.

d) Autres méthodes : d’autres méthodes ont été proposées par plusieurs au-
teurs dans le but de résoudre le cas non linéaire sous différentes hypotheses.
On peut citer :

— Méthodes de descente : proposées par Vicente et al.[37] pour le cas
quadratique convexe, i.e., les problemes ou les deux fonctions objectifs
sont quadratiques et ou les contraintes sont linéaires. Falk and Liu [18]
ont également proposé un algorithme de descente appelé algorithme du
Leader prédominant vu le role joué par le Leader dans le processus de
prise de décision.

— Meéthodes de fonctions de pénalité : ces méthodes sont généralement
limitées au calcul des points stationnaires et optimums locaux. Les
premiers auteurs ayant développé ce genre de méthodes sont Aiyoshi
et Shimizu [I, 2]. Leur approche consistait en le remplacement du
probleme du niveau inférieur par un probleme pénalisé en introduisant
un parametre de pénalité. Ishizuka et Aiyoshi [55] ont proposé une
méthode a double pénalité ou cette fois-ci les deux fonctions objectifs
(les fonctions du Leader et du Suiveur) sont pénalisées.

— M¢éthodes de région de confiance : dans ces méthodes itératives, 1'idée est
I’approximation, a chaque itération, du probleme original par un modele
de méme type [35](approximations linéaires de la fonction objectif du
Leader ainsi que ses contraintes, et des approximations quadratiques de
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la fonction objectif du Suiveur). Un algorithme de région de confiance
a été développé pour les problemes sans contraintes du Leader et ou le
programme du Suiveur est convexe avec des contraintes linéaires (voir Liu

et al.[59]).
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Introduction

Ce chapitre est divisé en deux parties. Dans la premiere partie, nous allons
donner brievement quelques notions d’analyse convexe dont nous aurons besoin
dans ce document. La deuxieme partie est consacrée a la méthode DC et la
présentation de I'algorithme DCA.

2.1 Eléments d’analyse convexe

Dans la suite, nous considérons I’ensemble X comme étant 1’espace euclidien
R™ muni du produit scalaire usuel (.,.) et de la norme euclidienne ||z| = /(.,.),
et soit C' un sous ensemble de X. Y désignera 'espace dual de X que I'on pourra
identifier a X.

On notera R = R U {—o00, +00} muni de la structure algébrique déduite de celle
de R, avec la convention +o0o — (+00) = 400.

2.1.1 Ensembles convexes

Définition 2.1. (segment de ligne)
Un segment de ligne entre deux points z,y € R™ est un ensemble défini par :

[il?,y] = {)\.I + (1 - )‘)y§ A€ [07 1]}
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Définition 2.2. (ensemble affine)
Un ensemble C' est dit affine si toute ligne entre deux points x,y € C est incluse
dans C| i.e. si

Ve, ye C,VAER, Az + (1 - Ny e C.

Un ensemble affine est appelé également variété affine ou variété linéaire.
Les ensembles () et R™ sont des ensembles affines.

L’ensemble de toutes les combinaisons affines des points d’un ensemble affine C
est appelé enveloppe affine de C' et est donné par :

k k
af f(C) = {Z)\ixi,)\i ER, z; €CVi=1Fket Z)\izl};
i=1 ;

=1

af f(C) est le plus petit ensemble affine qui contient C'.

Définition 2.3. (ensemble conveze)
Un ensemble C' est dit convexe s’il contient le segment [z, y| liant chaque paire
x, y de ses points (voir figure 2.1), i.e.

Ve, ye C,V A€ 0,1], \x+ (1 - Ny e C.

FiG. 2.1 — 5] : ensemble convexe, S5 : ensemble non convexe

Tous les ensembles affines (y compris () et R™) sont convexes.

L’enveloppe convexe de C' est I’ensemble de toutes les combinaisons convexes des
points dans C'. Elle est donnée par :

k k
ConvC = {inxi,xizo, z, €C, Yi=1k et Z)‘izl}‘

i=1 i=1
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L’intérieur relatif d'un ensemble C' est défini comme son intérieur relatif a

aff(C). Il est donné par :
ir(C)={ze€C:3r>0]| B(z,r)Nnaff(C) cC},
ou B(z,r) est la boule de centre x et de rayon r.

Définition 2.4. (Ensemble polyédral)

Un ensemble C est dit polyédral, s’il peut étre exprimé comme une intersection
d’une famille finie de demi-espaces, i.e. comme un ensemble de solutions d’un
systeme fini d’inégalités :

<CLZ‘,£B> S bi, 1= 1,m.

2.1.2 Fonctions convexes

Définition 2.5. (fonction affine)
Une fonction f : R" — R™ est dite affine si elle est la somme d’une fonction
linéaire et une constante, i.e. elle possede la forme :

f(z) =azx+0b, avec a € R"™™ et b € R™.

Définition 2.6. (fonction convexe)

Une fonction f: C' — R U {400} est dite convexe, si :
— (' est un ensemble convexe.
— Pour tout z, y € C et A€ [0,1], on a :

fAz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =N f(y) (2.1)

Géométriquement, la fonction f: C' — R U {+o0} est convexe si le segment
entre les points (x, f(z)) et (y, f(y)) se trouve au dessus du graphe de f (voir
figure 2.2).

Une fonction f, définie sur un domaine convexe, est dite concave, si (—f) est
convexe.

Remarque 3. Soit f et g deux fonctions convexes, alors les fonctions
* f+y;

e max{f,g};
e \favec A > 0;

sont des fonctions convexes, mais la fonction (f — g) n’est pas nécessairement
convexe.

27



Programmation DC

F1G. 2.2 — Fonction convexe

Le domaine effectif d’une fonction convexe f : C' — R U {+oo} définie sur un
ensemble convexe C' est 'ensemble des x € C' ou f(z) est finie. Il est donné par :

domf ={x e C: f(z) < +oo}.

L’ épigraphe d'une fonction convexe est un sous ensemble de R"™! défini comme
suit :

epif = {(ZB,t) € C xR |zedomf, f(x) St};

I’épigraphe de f est ’ensemble de points qui se situent au dessus de son graphe.
Une fonction est dite convexe, si son épigraphe est convexe.

Définition 2.7. (fonction convezxe propre)

Une fonction convexe est dite propre, si elle ne prend nulle part la valeur —oo et
n’est pas identiquement égale a 4o0.

En utilisant 1’épigraphe, on dit que f est propre, si son épigraphe est non vide.

Définition 2.8. (fonction indicatrice )
La fonction indicatrice d’un ensemble C' est définie par :

0, si zeC,
+00, sinon.

Xe(z) = {

Elle est convexe, si ’ensemble C' est convexe.

Définition 2.9. (fonction semi-continue inférieurement)
Une fonction f : C — R U {400} est dite semi-continue inférieurement (s.c.i)
en x € C, si pour toute suite de points {x)} convergeant vers x, on a :

flz) < klim inf f(xy).
Nous avons le résultat suivant.
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Proposition 2.1. [/0]
Une fonction f: C — R U {+oo} est semi-continue inférieurement si et seule-
ment si son épigraphe est fermé.

Définition 2.10. (conjuguée d’une fonction)
On appelle fonction conjuguée définie sur Y d’une fonction f: X — RU{+o0}
définie sur X, la fonction f*:Y — R U {+o0} Vy €Y. définie par

f*(ly) =sup{{x,y) — f(x),zr € X}, Vy €Y.

La fonction f* = (f*)* : X — R U {400} est appelée la biconjuguée de f, elle
est donnée par

[ (@) = sup{(z,y) — f*(y),y € Y}.
Soit f une fonction convexe et f* sa fonction conjuguée. La relation

(m,y) < f2)+ [(y), V(z,y) e X xY
est appelée inégalité de Fenchel.

Propriété 2.1. [3] On a les propriétés suivantes :
1. f* est toujours convexe.
2. Sl existe x € X tel que f(x) = —o0, alors f*(y) = 400, Vy €Y.
3. Ona f* < f.
Pour la propriété 3, si de plus f € TI'o(X) (ensemble des fonctions convexes,

propres et s.c.i), alors f** = f.
Soit x¢ la fonction indicatrice de ’ensemble C', sa conjuguée est donnée par :

xe(y) = sup(y, x)
xeC

qui est elle méme la fonction d’appui de 'ensemble C'.
Définition 2.11. (fonction conveze polyédrale)
Une fonction f est dite convexe polyédrale, si son épigraphe est un ensemble

polyédral. En d’autres termes, f est convexe polyédrale si et seulement si elle
peut étre exprimée sous la forme :

f(z) = max {{a;,z) — b;, i =1,m} + xc(z) (2.2)

avec a; € R b; € R pour ¢ = 1, m et C' est un sous ensemble non vide et convexe
de R™ et x¢ est la fonction indicatrice de I’ensemble C'.

Remarque 4. Comme exemples de fonctions convexes polyédrales, on a les fonc-
tions affines et la fonction indicatriced’un ensemble convexe.

Théoreme 2.1. [15]
La conjuguée d’une fonction convexe polyédrale est polyédrale.
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2.1.3 Sous-différentiabilité

Définition 2.12. (sous-gradient)
Un vecteur yg € Y est dit sous-gradient de la fonction convexe f au point zo € X
si:

f(x) > f(zo) + (o, v — z0), Ve X (2.3)

La relation (2.3) possede une interprétation géométrique simple : elle signifie que
le graphe de la fonction (affine) p(x) = f(xo) + (yo,x — x) est un hyperplan
de support non vertical & 'ensemble convexe epif au point (xg, f(zo)). Pour une
fonction différentiable, cet hyperplan est vertical au point zy (voir figure 2.3 et
figure 2.4).

\ epi f 7

/ .
‘\ ‘._,.."

L /‘/(i f (Q’ D})

e e

- Y
- b
M,

\" & & "
MV f(xo). —1)

F1G. 2.3 — Fonction différentiable

Vg, T — .]'D
2. r— .]'D
WU, T — .]'D

o

F1G. 2.4 — Fonction non différentiable : y}, y} et yi sous-gradients de f au point
Lo
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Définition 2.13. (sous-différentiel)
Le sous-différentiel de f au point zy, noté df(xg), est 'ensemble de tous les sous-
gradients de f en ce point, et il est donné par :

Of (xo) = {yo €Y, f(z) > f(x0) + (yo,z — wo), Yz € X }.

L’ensemble Of(xy) est un ensemble fermé et convexe et si df(xg) # 0, alors la
fonction f sera dite sous-différentiable au point xg.

Si Of(xg) est réduit a un singleton, i.e. df(zo) = {yo}, alors f est différentiable
en g et yo = V f(xo).

Soit € > 0, alors I’ensemble

Ocf(zo) = {yo € Y|f(2) = f(x0) + (yo,x — z0) — €, Yz € X }.

est appelé e-sous-différentiel de f au point xg.
Nous avons le lemme suivant.

Lemme 2.1. [82]
Soit f une fonction convexe et propre et xg € int domf. Nous avons :

L. yo € 0f (o) <= [*(y0) = (@0, y0) — [ (o).

2. yo € Ocf(w0) <= f(x0) + [*(y0) — (0, y0) < €.

3. Si f est s.c.i, alors Of (zg) # 0.

4. Si f est convexe et s.c.i, alors f**(x) = f(x), Vz € int domf.

Calcul sous-différentiel

Soient f, g: C' — R U {400} deux fonctions et A > 0.

De la définition du sous-différentiel, nous avons les regles suivantes :

OAf(x)) = AOf(x);
Of (x) + 9g(x) < O(f + g)(x).

En général O(f + g)(z) # 0f(x) + 0g(z). La proposition suivante nous donne une
condition suffisante pour ’égalité.

Proposition 2.2. [92]
Soient f, g: C — R U {+o0} deux fonctions convexes. S’il existe xo € f(x) N
dg(x) ou f est continue, alors pour tout x € C' :

f +9)(x) = 0f(x) + dg(x). (2.4)
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Remarque 5.

1. Dans le cas ot les fonctions f et g sont convexes et continues, I’égalité dans
(2.4) reste toujours vraie [32].

2. Si f et g sont deux fonctions différentiables, alors le sous-différentiel de la
fonction min{ f(z), g(x)} est donnée par [13] :

={/"(=)} si f(z) <g
Omin{f(z),g(z)} ¢ S Conv{f'(x),¢'(x)} s f(x)=g(z)
={g'(=)} si f(z) > g

2.2 Méthode DC

Dans cette partie, on considere I'g(X) l'ensemble de toutes les fonctions
convexes, propres et s.c.i sur X.

2.2.1 Fonctions DC

Définition 2.14. (fonction DC')
Une fonction f: X — R U {400} est dite DC si elle peut étre représentée sous
forme de différence de deux fonctions convexes g, h : X — R U {+o0} :

f(x) = g(z) — h(z), (2.5)

ou g et h sont deux fonctions de I'y(X). Elles sont appelées les composantes DC
de f.

La représentation (2.5) est appelée décomposition DC' de f. L’ensemble des fonc-
tions DC sur X est noté DC(X) .

Proposition 2.3. [7//

Soient f et f;, 1 =1, ..., m, des fonctions DC. Les fonctions suivantes sont
aussi DC' :

° i)\zfz(x), NER, =1, ..., m

o max fla)._pin (o)

o [f(@)], fH(z)=max{0, f(x)}, f () =min{0, f(z)};
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2.2.2 Programmation DC

Définition 2.15. (programmation DC')
Les problemes de programmation DC sont des programmes traitant des fonctions
DC. En général, un programme DC a la forme :

a =inf{f(z) =g(z) — h(z) : =€ X}, (2.6)
ou g et h sont des fonctions de I'o(X).

En plus du probleme (2.6), considérons les deux programmes suivants :

sup{f(z) : =z € X}, (2.7)

ou f est une fonction convexe sur ’ensemble convexe X et

inf{g(z) —h(z) : z€X, fi(z) - fo(z) <0}, (2.8)

ou g, h, f1, fo sont des fonctions convexes sur ’ensemble convexe X. Les pro-
grammes (2.6), (2.7) et (2.8) sont équivalents. En effet, (2.7) est un cas particulier
de (2.6) ou g = xx la fonction indicatrice de X et h = —f. Le programme (2.7)
peut étre écrit d’'une maniere équivalente a (2.6) en ajoutant une variable scalaire
et le programme (2.8) peut étre transformé en (2.7) par le biais d’une pénalisation
exacte de la contrainte DC : f(z) — fa(z) < 0.

Propriétés de la programmation DC

e Une fonction DC possede une infinité de décompositions DC. Par exemple, si
f=g—h,alors f = (g+&)— (h+&) pour tout £ € T'y(X) finie sur tout X.

e Tous les résultats obtenus concernant la théorie de la programmation DC (dua-
lité, conditions d’optimalité, . .. ) sont basés uniquement sur les composantes
DC de f ainsi que leurs conjuguées et non pas sur f elle-méme.

e [algorithme DCA qui sera vu dans la section 2.2.5 est également construit a
partir des composantes DC et leurs conjuguées. De plus, il y a autant de
DCA que de décompositions DC pour la fonction f. Il est donc nécessaire
de trouver la bonne décomposition DC pour f puisqu’elle influence
considérablement D'efficacité de DCA ainsi que sa solution.

Remarque 6. La non convexité dans (2.6) vient de la concavité de (—h), a
moins que h soit affine; dans ce cas, le probleme (2.6) est convexe.
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Définition 2.16.
1. * est un minimum local de (¢ — h) si g(x*) — h(z*) est finie (i.e., x* €
domg N domh) et il existe un voisinage U de x* tel que

g(z*) — h(z") < g(x) — h(x), Vxrel. (2.9)

2. z* est un point critique de (g — h), si Oh(z*) N Ag(x*) # 0.

Théoréme 2.2. [7/
Soit f = g—h, ot g et h € To(X). Alors, x* est minimum global du probleme
(2.6), si et seulement si,

Och(x™) C Ocg(z™), Ve>0. (2.10)

2.2.3 Dualité en programmation DC

Soit g, h € I'g(X), donc nous avons h** = h. En utilisant la définition de la
conjuguée, nous aurons :

hz) = sup{(z,y) —h"(y) :y € Y} (2.11)

En remplagant h par son expression (2.11) dans (2.6), on obtient

inf{g(z) —sup{{z,y) —h*(y) :y €Y} :2 € X} = inf inf{g(x)+{h"(y) — (z,y)}

zeX yeY

= inf inf {g(x) +{h"(y) — (x,y)}

yeY zeX

= inf inf {h*(y) — (z,y) + g(x)}

yeY zeX

= () + pE{=(e.y) +o()}])
= inf{h"(y) —sup{(z,y) — g()}}

= nf{h"(y) -5 ()}

Le probleme

a=inf{h*(y) —g"(y) 1y € Y} (2.12)
est le probleme dual du probleme DC (2.6).
On remarque que le probleme (2.6) et son dual (2.12) sont symétriques. Par ce
fait, la résolution de I'un implique la résolution de l'autre. En pratique, ceci est
tres utile quand 'un des deux problemes est plus facile a résoudre que l'autre.
Nous avons les résultats suivants.
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Théoréme 2.3. [/
1. Si le probléeme (2.6) posséde une solution optimale, alors nous avons
inf{g(z) — h(z) :x € X} =inf{h*(y) —g*(y) :y € Y}. (2.13)

2. Le probléme dual de (2.12) est le probleme (2.6).

Pour la preuve de ce théoreme, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2. [7/]

1. Soit zp € R™ et yo € Oh(xg). Alors,
W (o) = (o, yo) — h(o). (2.14)

2. Soient g : X — R U {400} une fonction quelconque et A : X — R est
une fonction convexe. Soit f = g — h. Alors, la fonction conjuguée f* de f
donnée par :

[ (z) =sup{g"(y +2) —h"(y) :y € Y} (2.15)

Preuve du théoréme 2.3 :

1. Par définition de f*, nous avons

f7(0) =sup{—f(z) :x € X}, (2.16)
o inf{f(z): z € X} = —f*(0). (2.17)
De (2.15), il résulte

inf{f(z) :z2 € X} = —f*0)
= —sup{g*(y) —h"(y):y €Y}
= inf{h*(y) —g"(y) :y €Y}

2. En remplagant g par ¢*(y) = sup{(z,y) — g(z) : x € X} dans (2.12), on
obtient le résultat désiré.

Puisque les fonctions h* et g* sont convexes, le probléeme (2.12) est exactement un
probléme de programmation DC du type (2.6). De plus, la propriété de symétrie
apparait également dans la relation entre les solutions optimales de ces problemes.
Nous avons la proposition suivante.
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Proposition 2.4. [7/]

1. Siz* est une solution optimale de (2.6), alors tout y* € Oh(x*) est solution
optimale pour le probléme (2.12).

2. Siy* est une solution optimale de (2.12), alors tout x* € dg*(y*) est solution
optimale pour le probléme (2.06).

Preuve :

1. Soit z* une solution optimale du probleme (2.6) et soit y* € Oh(x*). Alors,
d’apres (2.10), on a y* € dg(z*). De la relation (2.14), on a

h*(y*) = (2", y") — h(z"), ¢"(y") = (z",y") — g(z").
Donc
R (y") — g"(y") = h(z") — g(z").

Ce qui implique, en utilisant (2.13), que y* est une solution optimale du
probleme (2.12).

2. En prenant y* une solution optimale du probleme (2.12) et suivant le méme
raisonnement que dans la premiere partie, on obtient le résultat désiré.

2.2.4 Conditions d’optimalité en programmation DC

Soient Sp et Sp les ensembles de solutions des problemes (2.6) et (2.12) res-
pectivement, et posons

P ={a"€ X :0h(z*) COg(z™)} et D,={y" €Y :09"(y*) C Oh*(z")}.
Nous avons le théoréme suivant.

Théoréeme 2.4. [7]

i) Transport de minima globaux :
U{0h(z) : x € Sp} C Sp C dom(h™)

La premiére inclusion se transforme en égalité si g* est sous-différentiable
sur Sp (en particulier si Sp C ir(dom(g*)) ou si g* est sous-différentiable
sur dom(h*) et dans ce dernier cas Sp C (dom(0g*) N dom(Oh*)).

i1) Si z* est un minimum local de g — h, alors x* € P,. L’implication inverse est
vraie, si h est une fonction convexe polyédrale.
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i11) Soit x* un point critique de g—h et y* € Og(x*)NOh(x*). Soit U un voisinage
de z* tel que (U N dom(g)) C dom(Oh). Si pour tout x € U N dom(g) il
existe un y € Oh(x) tel que h*(y) — g*(y) > h*(y*) — g*(v*), alors x* est un
manimum local de g — h. Plus précisément,

g(x) — h(x) > g(z*) — h(z"), pour tout = € U N dom(g).

iv) Transport de minima locauz : Soit x* € dom(0h) un minimum local de g — h
et soit y* € Oh(x*). Sous I’hypotheése

y* €int(dom(g*)) et 0g*(y*) C U,

par exemple, si g* est différentiable en y*, alors y* est un minimum local de
h* — g*.

2.2.5 Algorithme de programmation DC : DCA

Il existe deux formes de DCA : la forme complete et la forme simplifiée. En
pratique, l'utilisation de la forme complete de DCA est une tache difficile et
couteuse. Elle est donc remplacée par la forme simplifiée que nous allons décrire
dans la suite.

DCA simplifié

L’algorithme DCA est basé sur I'optimalité locale et la dualité en program-
mation DC. Il consiste en la génération de deux suites {2*} et {y*} candidates
a etre solutions optimales locales des problemes primal et dual respectivement.
Ces suites sont améliorées a chaque itération de fagon a vérifier les conditions
suivantes :

1. Les suites {g(z®)—h(2*)} et {h*(y*)—g*(y*)} décroissent & chaque itération.

2. Si (9 — h) (@) = (g — h)(a*)(resp. (B* — g")(y**') = (h* — g")(y")) Val-

gorithme s’arréte a litération k + 1 et le point z* (resp. y*) est un point
critique de g — h (resp. h* — g*).
3. Sinon toute valeur d’adhérence z* de la suite {z*} (resp. y* de la suite {y*})
est un point critique de g — h (resp. h* — g*).
Ces suites sont générées comme suit : ¥+ (resp. y*) est solution du probleme
convexe (Py) (resp. (D)) défini par

(P,)  ap = inf{g(z) — [h(2") + (x — 2%, "] | 2 € X}, (2.18)

(D) inf{h*(y) = [g"(" ) + (", y =y )] [y € YD (2.19)
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Interprétation de DCA simplifié

DCA peut avoir interprétation suivante : A chaque itération, on remplace
dans le programme DC primal (2.6) (resp. dual (2.12)) la fonction h (resp. ¢*) par
sa minorante affine définie par h(z*) + (z — 2%, y*) (resp. g*(v*) + (y — y*, 2% 1)),
ce qui donne le probleme (Py) (resp. (Dy)).

DCA opere donc une double linéarisation en utilisant les sous-gradients de h et
g*, ce qui nous donne le schéma suivant :

y* € Oh(z®) et 2" € ag*(yF). (2.20)

L’algorithme qui découle de ce schéma est le suivant.

Algorithme DCA simplifié

0 : z¥ donné.

itération k

1 : Calculer y* € dh(z*).

2 : Calculer zF1 € dg* (y").

3 : Si test d’arrét vérifié Stop; sinon k <+ k + 1 et aller en 1.

On dira que le probleme (2.6) est bien défini (i.e. a est finie et l'ensemble des
solutions de (2.6) est non vide), si on peut construire les suites {z*} et {y*} a
partir d'un point 2° € X et on a le résultat suivant.

Lemme 2.3. [3(]
Les suites {z*}, {y*} dans l'algorithme DCA sont bien définies, si et seulement si

dom(0g) C dom(0h), et dom(Oh*) C dom(dg*).

Dans le lemme suivant, on trouve les conditions pour que les suites {z*} et {y*}
générées par DCA simplifié soient bornées.

Lemme 2.4. [3]
Si (g — h) est coercive ', alors on a :
1. la suite {2*} est bornée;
2. si {z*} C int(dom(h)), alors la suite {y*} est aussi bornée.

Par dualité, si (h* — g*) est coercive, alors on a :
1. la suite {y*} est bornée;

2. si {y*} Cint(dom(g*)), alors la suite {z*} est aussi bornée.

Lune fonction 1) est coercive si 1im|| )| = 400 () = +00.
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Convergence de DCA simplifié

Soient p;, pp deux nombres réels non négatifs. Posons dz* = z*+1 — 2% et

dy* = y**1 — ¢*. Le théoreme suivant donne les conditions de convergence de
lalgorithme DCA simplifié.

Théoréme 2.5. [7/

1. On suppose les suites {x*} et {y*} bien définies. Alors on a
(g —h)(@") < (h" = g") (") — 01 < (9 = h)(a*) — b, (2.21)

avec
0 = max{%||d$k||2, %dek”Q}?

p1+ p2 P1 _ P2 P1 _ Js
0y = m?JLX{T|IdSE’“Il2, 51||dy’“ 1||2+5||dxkll2, 51||dyk 1||2+52||dy’“||2}-

Légalité (g — h) (") = (g — h)(z*) a lieu si et seulement si
z* € 0g*(y"), y* € Oh(z**!) et (p1 + po)da® = pidy*~" = p3dy* = 0.
Dans ce cas on a

o (g— h)(aFh) = (h* — g*)(y") et a*, 2F*! sont des points critiques de la
fonction (g — h) tels que
y* € (Og(z™) NOh(x*)) et 3 € (Og(x™™) N oh(zM)). (2.22)
o y* est un point critique de (h* — g*) tel que
(2%, ") € (9" (") N O™ (y")).

o 2 = 2% sip(g) + p(h) >0, v* =y sip(g*) > 0 et y* = y** si
p(h*) > 0.

2. Si a est fini alors les suites décroissantes {(g — h)(2*)} et {(h* — g*)(v*)}
sont convergentes et ont la méme limite 3 > «.

Si p(g) + p(h) > 0, alors lim {z**1 — 2%} = 0.

k—4o00

Si p(g*) + p(h*) > 0, alors klirf {yF —y*} = 0.

On a en plus
Jim {g(@h) + 97" = @5,y =0

i () () — (@4} =0

39



Programmation DC

3. Si« est fini et siles suites {x*} et {y*} sont bornées alors pour toute valeur
d’adhérence x* de {z*} (resp. y* de {y*}), il existe une valeur d’adhérence
y* de {y*} (resp. x* de {x*}) telle que

(a) y* € (9g(z*) N Oh(z™)) et g(z*) — h(x*) = B;
(b) x* € (0g*(y*) NOR*(y*)) et h*(y*) — g*(y*) = .

2.2.6 Optimisation DC polyédrale et convergence finie de
DCA

Programmation DC polyédrale

On dit qu’un programme DC est polyhédral, si une au moins des composantes
DC de f = g — h est une fonction convexe polyédrale (voir définition 2.2). Cette
classe de programmes est fréquemment rencontrée en pratique et possede des
propriétés intéressantes, notamment, la convergence finie de l'algorithme DCA

[45, 83].

Dans la suite, nous supposons que la valeur optimale v du probleme DC défini
par (2.6) est finie, ce qui implique que dom(g) C dom(h) = C.

Supposons que h est une fonction convexe polyédrale donnée par définition 2.2.
Alors (2.6) s’écrit sous la forme

o =inf{f(z) =g(z)—h(z):z € X} (P),

ol
h(x) = max {(a;,z) — b;, i =1,m}, Yz € X.

On aura donc

a = inf inf{f(x)=g(x)— {a;,z) — b}

reX ieEM

= inf inf{f(z) = g(x) — (a;,x) — b;},

EMaeX
avec M ={1,...,m}.
Pour chaque i € M, nous avons

a(i) = inf {f(z) = g(z) — (as,x) = b} (P)).

zeX

On remarque que I'ensemble des solutions du probleme (P;) est 9g*(a;).
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Définissons les ensembles
M(a) ={i e M :afi) =a}.
M(z) ={i € M : {a;,z) —b; = h(z)}.
Alors, I'ensemble P des solutions de (P) est donné par
o =min{a(i) : i € M}.

P=U{Pi:i€Ma)} =U{dg" (a;) 1 i € M(a)}.

Ainsi la résolution du probleme DC (P) revient & résoudre les problémes convexes

(P;) pour i € M.

Le probléeme dual (D) de (P) est donné par
a = inf{h*(y) — ¢*(y) : y € Conv{a; :i € M}} (D)
ot Conv{a; : i € M} = dom(h*) et la valeur optimale o vérifie
o = inf{h*(a;) — g*(a;) : i € M}.
Nous avons les résultats suivants.

Théoréme 2.6. [50]
i) x* € P si et seulement si M(z*) C M(a) et * € U{dg*(a;) 1 i € M(z*)}.
i) P=U{P;:ie M(a)}. Si{a;:i e M} C dom(dg*), alors P # 0.

Lemme 2.5. [3(]

i) h*(a;) < b;, Vi € M. L’égalité aura lieu si et seulement si il existe z € X tel
que i € M(x).

i) h(z) = max{(z,y) —h*(y):y € Conv{a; :i € M}} = max{(a;, z) — h*(a;) :
i e M}.
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Convergence finie de DCA

La résolution (d'une manieére globale) du probleme d’optimisation DC
polyédrale (P) revient & résoudre m programmes convexes (P,), avec i € M.
Pour générer P. on peut déterminer, en premier lieu, M(«) et ensuite appliquer
le théoreme 2.6. En pratique, ceci est possible si m est relativement petit. Dans
le cas o m est grand, on utilise la forme simplifiée de I'algorithme DCA pour

résoudre (localement) (P).

D’apres le lemme 2.3, I'algorithme DCA simplifié est bien défini si et seulement
si Conv{a; : i € M} C ddom(Jg*). Puisque « est finie, nous avons dom(g) C
dom(h) = C et Conv{a; : i € M} C ddom(9g*). Dans ce cas, DCA est décrit
comme suit :

Soit ¥ choisi au départ. Posons

y* e Gﬁ(a:k) = Conv{a; :i € M(z)}; 28 € ag*(y").

L est réduit a la résolution du

En posant y* = a;, i € M(2"), le calcul de z**+
programme convexe
min{g(z) — (y*,z) : v € X}.

Si y* = a; avec i € M(), alors, en utilisant le théoréme 2.6, on obtient zF+! € P.

Soient H et G* deux applications définies dans dom(0h) = X et dans dom(dg*)
respectivement et telles que

H(z) € Oh(x), Yoz € X et G*(y) € dg*(y), Yy € dom(dg*(y)).

L’algorithme DCA simplifié, avec un choix fixé des sous-gradients, est donné par
[79, 80] -

yt = H(z¥); =Gy,
Dans le cas ol h et g sont polyédrales convexes, les séquences {z*} et {y*}
sont discretes (i.e., elles possedent uniquement un nombre fini d’éléments). Nous
avons le théoreme de convergence de DCA dans le cas de la programmation DC
polyédrale.

Théoréme 2.7. [50]

i) Les suites discrétes {(g — h)(z™)} et {(h* — ¢*)(y*)} sont décroissantes et
convergentes.

ii) Les suites discretes {a*} et {y*} sont de la méme nature : soit elles sont
convergentes, soit elles sont cycliques de méme période p. Dans ce dernier
cas, les suites {x*} et {y*} contiennent exactement p points limites qui sont
tous des points critiques de g — h. De plus, si p(g) + p(g*) > 0, alors ces
suttes sont convergentes.
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3.1 Introduction

Les méthodes de pénalité sont des procédures utilisées pour approximer des
problemes d’optimisation avec contraintes par des problemes sans contraintes.
Lorsque cette approximation est accomplie en ajoutant a la fonction objectif
un terme qui pénalise toute violation des contraintes, on dit que la pénalité
est extérieure. Dans le cas de la pénalité intérieure ou barriere, on ajoute a la
fonction objectif un terme qui favorise les points intérieurs a I’ensemble réalisable
sur ceux proches de la frontiere ; en d’autres termes il évite de sortir de I’ensemble
réalisable.

Un parametre appelé parameétre de pénalité est associé a ces méthodes. Il
détermine la sévérité de la pénalité ou de la barriere, et par conséquent, le degré
avec lequel le probleme pénalisé (sans contraintes) approxime le probléme original
(avec contraintes). Plus le parameétre de pénalité est grand, plus 'approximation
est bonne (proche de la solution du probleme original).

D’autres part, il existe quelques fonctions de pénalité particulieres pour
lesquelles la résolution du probleme pénalisé donne exactement la solution du
probleme original, pour une certaine valeur finie du parametre de pénalité. Dans

ce cas, on parle de pénalité ezacte.

Dans ce chapitre, nous allons décrire brievement ces méthodes et les illustrer
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avec quelques exemples simples. Plus de détails sur ces méthodes peuvent étre
trouvés dans [60, 19, 75].

Pour I’étude de ces méthodes, considérons le probleme

{ min f(z) (3.1)

res

3.2 Pénalité extérieure

Supposons que dans le probleme (3.1), f est continue sur R” et S est un en-
semble de contraintes dans R"™. L’idée de la méthode de pénalité est de remplacer
le probleme (3.1) par le probléeme sans contraintes de la forme

min (f(z) + cP(z)) (3.2)

ol ¢ est une constante positive appelée paramétre de pénalité et P est une fonction
qui peut étre définie formellement comme suit :

Définition 3.1. Une fonction P : R® — R est appelée fonction de pénalité si
elle satisfait les conditions :

i) P est continue.

ii) P(z) > 0 pour tout x € R™.

iii) P(x) = 0 si et seulement si x € S.

En supposant que S = {z € R", g;(z) <0, i = 1,m}, la fonction P est généra-
lement définie par la relation

2) =3 [max{0,g,(x)}]” (3.3)

=1
ou (3 est une constante non négative.

Exemple 3.1. Soit ’ensemble S défini comme précédemment, en prenant dans
(3.3), B =2, on a la fonction pénalité suivante.

2

E:hmﬂo% )} (3.4)

=1

N)I»—t

Cette fonction est illustrée dans la figure 3.1 avec

{gmm:x—b

g(x)=a—x
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> X
F1G. 3.1 — Représentation de c¢P(x)

3.2.1 Description de la méthode
Soit {cx}, k = 1,2,... une séquence qui tend vers l'infini telle que pour tout

konacg >0, cy1 > . On définit la fonction
q(ck,x) = f(x) + e, P(x) (3.5)

Pour tout k, on résout le probleme

min g(cy, x) (3.6)

et on obtient x.
On suppose que pour tout k, le probleme (3.6) admet une solution.

3.2.2 Convergence de la méthode

Le lemme suivant nous donne quelques inégalités qui découlent de la définition
du point xy.

Lemme 3.1. [00]
Supposant que ¢, est une séquence telle que ci1 > ¢;. Alors pour tout &, on a

q(ck, Tx) < q(Chp1, Thpr) (3.7)
P(xy) > P(xk41) (3.8)
fzr) < f(wpsn) (3.9)
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Preuve Nous avons

q(Crt1, Thy1) f(@rp1) + 1 P(Tpg1)

f(xps1) + cxP(xpy1)  (car cpyq > )

flzg) + cxP(zy) (car zp minimise g(cg,x))
q

(Ckaxk)7

VIV Il

ce qui prouve (3.7).

Nous avons également

f(zr) + cuP(xr) < f(@rt) + el (Thir) (3.10)
f(xpr1) + e Plagyr) < f(zg) + g1 P(xy)  (car xpy; minimise g(cpi1,))
(3.11)

En additionnant (3.10) et (3.11), on aura

(k1 = ) P(@rir) < (crpa — ) P(ay)

Donc P(zj41) < P(xy), ce qui démontre (3.8).

Puisque xj; minimise g(cg, x), on obtient

f(xran) + euP(rpga) > f(an) + e P(ag)

Donc
f(xra) = fan) + ex(Plax) — P(riia)),
ce qui donne f(xpy1) > f(xg) (car P(zg) > P(xge1) et ¢ > 0).

Lemme 3.2. [00]
Soit z* une solution du probleme (3.1). Alors, pour chaque k, on a

f(@™) > q(ew, xr) > far)

Preuve : Le fait que 2, minimise ¢(cy, ) nous donne

f(@) + e P(a*) > f(xr) + e P(xr) = q(ck, )

Puisque z* est solution de (3.1), nous avons P(z*) = 0.
Par conséquent, f(z*) > f(zx) + cxP(x).
Puisque P(zx) >0 et ¢y > 0, on a

(@) > qlex, zr) > ),

ce qui démontre le lemme.
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En se basant sur les lemmes 3.1 et 3.2, le théoreme suivant établit la convergence
de la méthode.

Théoréme 3.1. [0()]
Soit {x} une séquence générée par la méthode de pénalité. Alors, tout point
limite de cette séquence est une solution de (3.1).

Preuve : Supposons qu'une sous-suite {zy}, k& € K de {z;} est convergente.
Soit z la limite de cette sous suite. Donc, par continuité de f, on a

lim /(1) = f(2). (3.12)

Soit f* la valeur optimale du probleme (3.1). D’apres les lemmes précédents, la
séquence de valeurs ¢(ck, zx) est non décroissante et bornée supérieurement par
f*. Donc

limg(cy, ) = ¢ < J* (3.13)

En soustrayant (3.12) de (3.13), on aura

]1€1€r§1C cPlxy)=q" — f (3.14)

Puisque, P(zg) > 0 et ¢y — oo, en utilisant (3.14), on aura

llcler]}nC P(xy) = 0.

En utilisant la continuité de P, ceci implique P(Z) = 0, ce qui démontre que tout
point limite Z est réalisable pour (3.1).
D’apres le lemme 3.2, f(zg) < f* et donc

f(@) = lim f(z) < f,

kek

ce qui preuve que Z est solution de (3.1).

3.3 Pénalité intérieure (barriére)

Soit le probleme (3.1) et supposons que S possede un intérieur non vide (i.e.
int(S) # 0). La méthode de fonction barriere fonctionne en établissant une bar-
riere sur la frontiere de la région réalisable qui évite la sortie de cette région. Nous
pouvons définir une fonction barriere comme suit.
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Définition 3.2. Une fonction barriere B : R" — R est une fonction qui satis-
fait :

i) B est continue.

ii) B(z) > 0.

iii) B(z) — oo, quand x s’approche de la frontiere S.

Supposons que I'ensemble S est défini comme dans I’exemple 3.1, les fonctions
gi,i = 1,m sont continues sur R” et que l'intérieur de S est 'ensemble des points
xou gi(r) < 0,i = I,m, ie. S = {x € R", g;(x) < 0, i = 1,m}. Les deux
fonctions barriere les plus utilisées sont :

m

B(z) = — z; gi(lx), z € int(S). (3.15)

1=

B(z) ==Y In{-gi(x)}, =€ int(S). (3.16)
i=1
Exemple 3.2. Comme exemple, nous allons illustrer la fonction (3.15) (voir figure

(3.2)), avec
{ gi(x) =z —a
glr)=x—0

FiG. 3.2 — Représentation de B(z)
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3.3.1 Description de la méthode

La méthode de barriere est tout a fait analogue a la méthode de pénalité. Soit
{cx} une séquence qui tend vers l'infini telle que pour tout k, k = 1,2,... on a
cp > 0, cgrq1 > cg. On définit la fonction

rle,z) = f(z) + %B@;) (3.17)

Pour chaque k, on résout le probleme

min r(cy, )
{ x € int(S) (3.18)

et on obtient x.

3.3.2 Convergence de la méthode

La méthode de barriere possede pratiquement les mémes propriétés de conver-
gence que la méthode de pénalité. Nous avons le théoreme suivant.

Théoreme 3.2. [(()]
Tout point limite de la séquence {xy} générée par la méthode de barriére est une
solution du probléeme (3.1).

3.4 Pénalité exacte

Il est possible de construire des fonctions de pénalité exacte dans le sens ou,
la solution du probleme pénalisé est exactement la solution du probleme original
pour une certaine valeur finie du parametre de pénalité. L’avantage avec cette
classe de fonctions, est qu’il n’est pas nécessaire de résoudre une suite infinie
de problemes pénalisés pour obtenir la solution. Cependant, la difficulté qui
apparait est la non différentiabilité des fonctions utilisées.

Cette classe de fonctions a été introduite, pour la premiere fois, par Zangwill
[93] ot la fonction pénalité est obtenue en prenant dans (3.3), 5 = 1, ce qui donne

P(z) = Z max{0, g;(x)}

Dans ce cas, il a été montré par le méme auteur qu’il existe un ¢y suffisamment
large tel que pour tout ¢ > ¢, la résolution du probleme (3.2) donne exactement

49



Meéthodes de pénalité

la solution de (3.1). Cette fonction est non différentiable. Elle est illustrée dans
la figure (3.3) avec le probleme

f(x) = ox

AMABAAARAR LR RN

0 x:b

F1a. 3.3 — Représentation de la fonction P(x)

Considérons le probleme d’optimisation avec contraintes :

min f(zx)
hi(x) =0 i€ {l,...,s} (3.19)
9i(x) <0 je{l,...,m}

La fonction de pénalité la plus populaire pour ce probleme est la fonction valeur
absolue (ou l;) définie par

Pr) = Z |hi()| + Z max{0, g;(x)}. (3.20)

Le probleme pénalisé est donc donné par

min f(z) 4+ cP(z) (3.21)
pour une certaine constante positive c.
Comme nous I'avons déja mentionné, la solution du probleme (3.19) est obtenue

en résolvant (3.21), pour une certaine valeur finie de ¢. Nous allons voir cette
propriété a travers I’exemple suivant.
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Exemple 3.3. Considérons le probleme

(3.22)

min 222 + 2zy + % — 2y
z =0.

La solution de ce probleme est obtenue directement en remplacant z = 0 dans la
fonction objectif. Ce qui nous donne (z*,y*) = (0,1).

Si on applique une pénalité quadratique a ce probleme, on obtient le probleme
pénalisé
. 2 2 L s

min 2z° 4 2zxy +y° — 2y + 56T (3.23)
pour ¢ > 0. La solution de (3.23) est z = —2/(2+¢) et y = 1 —2/(2+ ¢). Quand
¢ — 00, cette solution devient proche de la solution du probleme initial (3.22).
C’est ce qui est prévu par la théorie des méthodes de pénalité et qui n’est pas
vrai pour une valeur finie de c.

Utilisons maintenant la fonction [; définie par (3.20). Le probleme pénalisé
devient
min 2z° + 2zy + y° — 2y + c|x|. (3.24)

Ecrivons (3.24) sous la forme

202 + 2xy +y* — 2y +clx] = 227 +2xy +clr|+ (y—1)* -1
= 202+ 2x tclz|+ (y— 1) +22(y —1)—1
= 22+ 2u+tclr))+y—1+2)-1 (3.25)

Si ¢ > 2, tous les termes dans (3.25) sont non négatifs (sauf -1). Donc, la valeur
minimale de cette expression est —1, qui est atteinte pour z = 0,y = 1.

Par conséquent, pour ¢ > 2, la solution du probléme pénalisé (3.24) est exactement
la solution du probleme original (3.22).

Le théoreme suivant démontre que, sous certaines hypotheses de convexité, il
existe une valeur finie de ¢ pour laquelle on obtient la solution du probleme
(3.19) en résolvant (3.21).

Théoréme 3.3. [19]

Considérons le probléme (3.19). Soit z* un point vérifiant le systeme KKT associé
a (3.19) avec des multiplicateurs de Lagrange w;, 1 € I, et v;, i@ = 1,...,m
associés aux contraintes d’inégalité et d’égalité respectivement, et ot I = {i €
{1,...,m} : gi(z*) = 0} est l'ensemble des indices des contraintes actives. De
plus, supposons que f et g;, i € I sont des fonctions convexes et que h;, i =
1,...,s sont affines. Alors, pour ¢ > max{u;,i € I, |v;|,i = 1,...,s}, x* est
solution du probléme pénalisé défini par (3.21).
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Il peut étre montré aussi que si x* vérifie les conditions suffisantes de second
ordre pour un minimum local du probleme (3.19) (voir [19], Théoréme 4.4.2),
alors pour une valeur de ¢ donnée par le théoreme 3.3, z* est aussi un minimum
de (3.21).

3.5 Remarques sur les méthodes de pénalité

Dans les méthodes de pénalité, la solution du probleme pénalisé devient
proche de la solution optimale du probleme original en choisissant une valeur du
parametre de pénalité ¢ suffisamment large. Cependant, il n’est pas connu au
départ quelle grandeur est suffisante. En effet, le choix d’une valeur trop grande
de ¢ peut provoquer des difficultés de calcul liées au mal conditionnement de la
fonction de pénalité. Dans ce cas, la plupart des algorithmes d’optimisation sans
contraintes convergent rapidement vers un point réalisable. Bien que ce point
soit loin de I'optimum, 1’algorithme de recherche peut s’arréter.

En pratique, pour éviter ces difficultés numériques, les algorithmes utilisant
les fonctions de pénalité commencent par un parametre de pénalité de valeur pas
trop élevée et 'augmente a chaque itération, par exemple, en le multipliant par
un scalaire positif. De plus, cette augmentation ne devrait pas étre trop rapide
au point de provoquer le mal conditionnement de la fonction.
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(PBL)

Introduction

Le probléme de programmation bi-niveaux linéaire (PBL) est un probléeme
d’optimisation non convexe difficile. Le but de cette partie est de présenter une
approche pour la résolution du (PBL) . Cette approche est basée sur la trans-
formation de ce dernier en un programme DC en utilisant une pénalité exacte
passant par sa reformulation en un programme a un seul niveau. Les résultats
obtenus dans ce chapitre seront comparés aux résultats d'un autre algorithme de
résolution des problemes de programmetion bi-niveaux linéaires.

4.1 Reformulation du (PBL)

Avant d’aborder la résolution, nous allons d’abord développer la formulation
du (PBL) en un probleme d’optimisation a un seul niveau.
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Soit le probleme de programmation bi-niveaux linéaire :

(

max F(z,y) = ciz + diy,
S.C. All’ + Bly S bl,
x> 0;
max f(z,y) = chr + dby,
y
s.c. Asx + Boy < b,
\ y =0,

(PBL)

(4.1)

ou F: R" xR"” — R; f:R™ x R"” — R sont les fonctions objectifs du
Leader et du Suiveur respectivement; ¢y, co € R™; dy, do € R™; b € R™,
by € R™: A;-mq X ni-matrice, Bi-mq X ng-matrice, As-mo X ni-matrice et

Bo-moy X no-matrice.

Le probleme du Suiveur, pour une décision = du Leader, est donné par

max f(z,y) = cha + dby
y

(P) s.c. Asx + Boy < by,
y = 0.

Considérons la fonction de Lagrange associée au probleme (P) :

L(y,u,v) = _ng - dgy + Ut(Aﬂ + Boy — by) — Ut%

ouu € R™, v € R™ sont les variables duales associées aux contraintes Asx +
Boy < by et y > 0 respectivement. Alors une condition nécessaire et suffisante
pour que (z*, y*) soit solution de (P) est qu’il existe des vecteurs u* > 0 et v* > 0

tels que (x*, y*, u*, v*) soit solution du systeme :

Asx 4+ Boy < by,

oL

Ly, u,v) = —dy+ Blu—v =0,
y

u'(Asx + Boy — by) = 0,

_Uty - 07

x>0, y>0, u>0, v>0.
Soit w > 0 une variable d’écart,

= w:bQ—Agl'—BQy = U}:—<A2$+Bgy—b2)
(44) & —Dw=0&uw=0
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(4.3) <& Blu—v=dy
(45) < ly=0

Donc le systeme (4.2)-(4.6) peut étre écrit :

Asx 4 By + w = by

Biu —v =dy

ulw + vty =0

>0, y>0, u>0, v>0, w>0.

En remplacant (P) par ce systeme dans le (PBL), on obtient un programme
mathématique avec une seule fonction objectif sous des contraintes non linéaires
de la forme suivante :

(max F(z,y) =clx+dly
x7y
All' + Bly < b1

(PBL)KKT Agx—i‘Bzy—i‘w:bg (48)
Blu —v =dj

vly +ulw =0

>0, y>0, u>0 v>0, w>0.

\
En utilisant la proposition 1.1 du chapitre 1, nous aurons la relation entre ce
programme et le (PBL).

Dans la suite, nous allons écrire le (PBL)xgr sous une forme plus expli-
cite.

Commencons par introduire une variable d’écart e > 0. Le (PBL) kgt est alors
équivalent a :

([ max F(z,y) =cdiaz+dly
Y
A1x+Bly+e:b1

! Asx + By +w =10
PBL 2 2 2
( JKKT Blu—v— d
vy +ulw =0
x>0, y>0, u>0,v>0, w>0,e>0.

\

Ensuite, nous allons adopter les notations suivantes.
z:(xy e w v u)teR”, c:(—01 —d; 0 0 OO)tER",
A, By I, O 0 0
A=\ A By, 0 I, 0 0 e R b=
0 0 0 0 -1, B
= 0

b
b E]Rm,
E,=(00000 Iy,), E )
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E,=(000 I, 00), E,=(0 1L, 000 0),

ou I est une k x k matrice identité ;
0 est la matrice nulle avec la dimension appropriée pour chaque cas,
avec n = nji + 2ne +my + 2mq; m = mq + mg + no.

En utilisant ces notations, on aura :
u'w = (Eu2)'(Byz) = 2/ (E!E,)z = 2'D'z avec E!E,, = D*,
v'y = (By2)'(E,2) = 2'(E'E,)z = 2'D*2 avec E'E, = D*.
Donc,

u'w +v'y = 2'D'z + 2'D?*2 = 2/(D' + D?)z = 2'Dz avec D' + D* = D.
Notons que les éléments d;;(i = 1,n, j = 1,n) de la matrice D sont tous non
négatifs, 1.e, o

d; >0 Vi,j=Tn. (4.9)
Le (PBL) k7 peut étre rééerit comme suit

min F(z) = c'z
Az =0,
Dz =0,

z > 0.

P(z)

En posant
Dz =q(z) = D;z = qi(z) avec D; estla i—eme lignede D,

on aura :
2Dz =0 <= 2'q(z) = 0.
Dong, le probleme P(z) s’écrit :

min F(z) = 'z
Az =0,
2'q(2) =0,
z>0.

Comme d;; > 0 Vi,j =1,n, alors Vz > 0, on a q(z) > 0.
Les fonctions ¢;(z),7 = 1,n sont linéaires sur R™.
A présent, définissons la fonction

U(z) = Z Uy(2) = Z min{g;(2), z}.

Proposition 4.1. ¥ est concave sur R™.
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Preuve : Soient z', 22€R", A€ [0, 1],et 2=A2'+(1—-X) 2. On a

Ui(2%) = min{g(2"), 2}
= min{g(A 2" + (1 = X) 2%), Az} + (1 = )) 22}
= min{Ag(z") + (1 = N)g(2%), Az} + (1 —N)z))}
> Amin{g(z"), 2} + (1 — A) min{g(z?), 22}
= AT (2N + (1= N Ty(22).

D’ou

n n n

U(0) =) (%) > )\Z (2 + (1= N) Z Wi(22) = ANU(2h) + (1 = MW (22).

=1

Donc la fonction ¥ est concave sur R™.

Posons
Z={zeR", Az =b,z > 0}.

Puisque ¥ est une fonction concave, finie et non négative sur ’ensemble Z, nous
avons :

{z€ Z, 2q(z) =0} ={2€ Z, ¥(z) <0}.

Notre probleme est donc équivalent a :

min F'(z) = c'z
Az =0,
z >0,
U(z) <0,

qu’on peut écrire
a=min{F(z) : z€ Z, ¥(z) <0}, (4.10)

ou Z est un ensemble convexe supposé non vide. Les fonctions F' et ¥ sont des
fonctions concaves sur Z.

4.2 Reformulation via une pénalité exacte

Le probleme (4.10) n’est pas nécessairement un programme convexe. Pour sa
résolution, on essaie d’utiliser une pénalité exacte qui nous donne le probleme :

a(k) =min{F(z) + k" (2) : 2 € Z}, (4.11)
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ou k est un nombre positif, appelé coefficient de pénalité et U(z) =
max{0, U(z)}.

La pénalité exacte a lieu s’il existe un nombre positif kg tel que pour tout k£ > ko,
les ensembles de solutions de (4.10) et (4.11) sont identiques. Une telle propriété
est généralement vraie en optimisation convexe.

Cependant, pour les problemes d’optimisation non convexe, I'étude devient
beaucoup plus complexe et la technique de pénalité exacte dans ce cas vise a

transformer le probleme (4.10) en un probleme équivalent de programmation
DC.

Pour cela, on commence par donner un théoreme sur |’équivalence des
deux problemes (4.10) et (4.11). Ensuite nous allons prouver que le probleme
(4.11) est un programme DC.

Théoreme 4.1. [77] Soit Z un ensemble polyédral conveze, non vide et borné,
F une fonction finie concave sur Z et W une fonction finie et concave sur Z.
Supposons que le domaine de définition de W est non vide et que W est non
négative sur Z. Alors il existe kg > 0 tel que, ¥V k > ko les deux probléemes
suivants ont les mémes ensembles de solutions :

a=min{F(z) : z€ Z, U(z) <0},
et
alk) =min{F(z) + kV(z) : z € Z}, (4.12)
De plus

(i) Si V(z) < 0 pour chaque z dans 'ensemble des sommets de Z, noté V(Z),
alors kg = 0

(i) Si¥(z) > 0 pour un certain z € V(Z), alors ky < EE a0 poyr tout 2° € Z

vérifiant ¥(2°) <0, ot S = min{¥(z) : z € V(Z), ¥(z) > 0}.

4.3 DCA pour la résolution du probleme péna-
lisé

Le théoréeme 4.1 nous permet de transformer le probleme (4.10) en un pro-
gramme DC. En effet, si toutes les hypotheses de ce théoreme sont vérifiées, alors
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(4.10) et (4.12) sont équivalents et sont des programmes DC :

ak) = min{F(z)+kV(2):2€ Z}
= min{xz(z) — [-F(z) — k¥(2)] : z € R"}
= min{g(z) — h(z) : z € R"},

hz) = —F(2) = k¥(2), g(2) = xz(2) (4.13)

La fonction A est une fonction convexe car F' est linéaire, ¥ est concave sur Z et
k € R, et g est la fonction indicatrice de I’ensemble Z qui est convexe, car Z est
convexe. Elle est définie par

(2) = 0, st z€2Z,
Xz\2) = 400, sinon.
En appliquant le schéma DCA (2.20), nous avons :
t € Oh(z') = a( ~ () — k\p(zi)). (4.14)

et
2t e agt(t') = O(xE(1)). (4.15)

Calcul de #
En développant (4.14), on obtient

te 0( — 2t — kZmin{qj(zi), zé})
j=1
Donc
t'=—c+ kb ond e 8( — Yoy min{g;(2"), zé}), ot ¢;(z") = D;z",

ce qui donne

NS 8<imax{—Djzi, —z§}>

j=1

Calcul explicite de ¢ :

Nous donnons d’abord le résultat suivant (voir proposition 2.2 et remarque 5).

Soit f et g deux fonctions convezes et continues, alors
(f +g)(x) = 0f (x) + dg(x).
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La fonction max{—D,z", —z;} étant convexe et continue, alors, en utilisant le
résultat précédent, nous obtenons :

8<§max{—Djzi, —z]"-}) = g(?(max{—l)jzi, —Z]i‘})

D’ou .
S Z@(max{—Djzi, —z;}>
j=1
Soit . ,
A n D, si 25> Dj2',
0 = — Z e, si 25 < Dj2", (4.16)

i=t | ve; + (1 =)D}, si 2t = D2,
ol D; est la j-eme ligne de D, e; est le j-éme vecteur unitaire de R™ et v € [0, 1].

Donc ¢, calculé avec (4.16), est un élément de Y7, O( max{—D;z", —zi}).

Calcul de 2!
Soit z = (x,y, e, w,v,u)’. D’apres (4.15), 211 = (@t gyt eitl gttt ¢ttt i)
est solution du probleme linéaire

min{—(z, t'): z € Z}. (4.17)

4.3.1 Algorithme DCA

Soit z = (x,y,e,w,v,u)’ et t = (ty, by, te, tuw, ty, t,)" des vecteurs de R". En se
basant sur ce qui précede, nous proposons l'algorithme DCA suivant :
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Algomthme DCA

1 : Soit 2° point initial, poser i =0, ¢ >0, k€ R, v € [0,1] et A > 0.
2 : Calculer ¢ = (t;,t’y,té,t;,tz, t') € Oh(z") e

t' = —c+ k6", ou 0" est calculée en utlhsant (4.16)
3 : Calculer 2! = (21 ytl el 4t ¢l 4 +1) en utilisant (4.17).
: Sy € argmax { f(",y) : Boy < by — Az, y >0}, alors

aller & 5, sinon aller a 7

5 : Calculer (v*,u*) solution du probleme

min{u(by — Aez™) : Biu —v =dy, u >0, v > 0}, donc

2= (g YL e o ).
6 : Si ||z — 2] /(]2 + 1) < e alors

arréter, zi“ est solution optimale de (4.1), sinon aller a 7
7:Poser 2' =2 i=i+1, k=k+ )\ etaller a 2.

N

Commentaires sur DCA

i) Le probleme (4.12), avec la décomposition (4.13), est un programme DC
polyédral, puisque g(z) = xz(z) est polyédrale [63]. Donc DCA appliqué a (4.12)
possede une convergence finie [30, 83].

i1) Le test de l'étape 4 a été rajouté pour tester la faisabilité d’une solution
(x,y) pour le (PBL) . La vérification de ce test implique que y € R(z) (voir
définition 1.1). Et puisque (z,y) € S, on aura alors (z,y) € RI ce qui implique
que (z,y) est une solution réalisable pour (PBL).

i11) L’algorithme DCA calcule la solution optimale z* = (z*, y*, e*, w*, v*, u*) du
probleme (4.12). Si on définit I'ensemble Z, comme

Z, ={z=(z,y,w,e,v,u) e R": z € Z (z,y) € RI},

alors, d’apres ii), z* € Z,. Une telle solution n’est pas forcément une solution du
probléme (4.1) & cause de la présence des composantes duales (v*, u*). Le résultat
suivant est inspiré de [14].

Théoréme 4.2. Soit k € R, et soit l'ensemble Z C Z défini par
Z={2e€R":z2€Z, A C{l,...,n}/z=0VieI;q(z)=0Vi¢I}

Une solution optimale z* du probleme (4.12) est solution de (}.1), si z* € Z.
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Preuve Soit k € Ry et z* solution optimale de (4.12). Alors, on a
9(2") = h(z") < g(z) — h(z), Vz € Z.
Puisque g = xz et z,2z* € Z, nous avons
0—h(z") <0—nh(z), Vz € Z,
ce qui donne
F(z)+kV(z") < F(z)+ kV(2), Vz € Z. (4.18)
Puisque Z C Z, nous avons donc
A+ kU(2Y) <2+ kVU(2), V2 € Z. (4.19)
Si z* € Z, alors on aura B
F(z*) < F(z), Vz € Z,

Donc B
—F(z") > —F(z2), Vz € Z,
ce qui donne
ot +dy* > clx+diy, Y(z,y) € R
De la définition 1.2, (z*,y*) est solution optimale du (PBL).

L’étape 5 de DCA nous permet de calculer un point z € Z. En effet, la fonction
de pénalité W(z) étant nulle en ce point (car il est optimal pour le (PBL) ), ceci
implique que la contrainte de complémentarité du systeme KKT associé au pro-
bleme (P) du Suiveur est vérifiée et les variables duales (v, u) sont donc solutions
du probleme dual de (P).

4.3.2 Calcul du point initial pour DCA

Le choix d'un bon point de départ pour DCA est une tache tres importante.
Pour cela, on utilise DCA pour la résolution du probleme de programmation
concave suivant [$1] :

min ¥(z) =0
Py Az =1, (4.20)
z > 0.

avec
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) 0O 00 0 0 0 ) 0
A= 4 B, 0 I,, 0 0 et b= b
0 0 0 0 —I, B! ds

Le probleme Py est un programme DC polyédral dont la valeur optimale
est connue. Il peut étre résolu comme un probleme de complémentarité linéaire
[3]. DCA, avec un point de départ z tel que ¥(z) = 0, converge, dans la plupart
des cas, vers la solution globale du probleme Py.

4.3.3 Reésultats numériques

L’algorithme DCA présenté dans cette section est codé en MATLAB. Nous
I'avons testé sur un ensemble de problemes (voir ci-dessous) dont la solution
est connue au préalable. Le point initial 2° est calculé en résolvant le probleme
(4.20). Nous avons remarqué que la valeur du parametre o n’a pas d’influence
sur les résultats de I'algorithme donc nous avons pris comme valeur v = 0.5. Le
test d’arrét de Palgorithme sera vérifié s’il est inférieur ou égal & ¢ = 1073, Le
temps est reporté en secondes.

Probléemes test

max F(z,y) = 8r1 + 4xz — 4y1 + 40y + 4y3 x>0

x>0 max f(z,) = @ — 3y

max f(z,y) = —x1 — 222 — y1 — Y2 — 23 —x —2y < —-10
P1[37]:{ Oy +0x0—u1 +y2+ys <1 P2 23] :{ =z —2y<6

221 + 0z —y1 +2y2 — 0.5y3 < 1 20—y <21

0I1+2I2+2y1—y2—0.5y3§1 1‘—|—2y§38

y=>0 —x+2y <18

y=>0

max F(z,y) = 8v1 + 4wy — 4y1 + 40y + 4y3

$1+21‘2—y3§1.3 maXF(x7y):x+y

>0 x>0
2 max f(z,y) = 0z — y
0z1 +0z2 —y1 + 92 +y3 < 1 z+2y <11
4z + 0z9 — 2y; +4y2 —y3 < 2 3m+y213
0xq + 4xe +4y1 — 2y —y3 < 2 )50 =

y=>0
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P5 [64] :

P7 [63] :

P9 [37] :

P11 [28] :

P13 [85] :

max F(z,y) = —x — by
x>0

max f(z,y) =0z +y
—r—y < -8
—3x+2y<6
x4+ 4y <48

r—5y <9

y=0

max F(z,y) = —0.4z1 — y1 — 5y2 + Oys + Oya
x>0

max f(z,y) = 0z1 + Oy1 + 0.5y2 — y3 — 2y4
—0.1z1 —y1 —y2 + Oys + 0ya < —1

0.221 4+ 0y; +1.25y3 +0y3 —yqs < —1

—z+ 6y +y2 —2y3 +0ys <1

y=>0

max F(x,y) = 221 — x2 — 0.5y

1+ 29 <2

x>0

max f(z,y) = 0x1 + Oxo + 4y; — Y2
—21’1 +y1 — Y2 S —2.5

21— 3w +y2 <2

y=>0

max F(z,y) =z + 2y
x>0

max f(x,y) =0z —y
z—y <0
—r—y<2

y<4

y=>0

max F(z,y) = —x1 — 229 — 2y1 + ¥
1+ 22+ 0.5y1 +y2 <6

x>0

e f(z,5) = —31 + 24

-1+ 229+ 0y +y2 < 4
—r1—Ta+y1+y2 <5

y=>0
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P10 |

P12 |

]:

]:

max F(z,y) = z1 + y1 — 4y2

x>0

max f(x,y) = 0z1 + Oy + y2

r+y+y2 <3
—r—y1+y2 < —1
-4y +y2 <1
xr—y1+y2 <1
y=>0

max F(x,y) = —x + 4y
x>0

max f(z,y) =0z —y
—r—y< -3

—2rx+y <0

22 +y <12

=3z +2y > —4

y=>0

max F(z,y) = —x + 4y
x>0

max f(z,y) =0z —y
—2z4+y <0

2z + 5y < 108

20 — 3y < —4

y=>0

max F(z,y) = —x — by
x>0

max f(z,y) =0z +y
—r—y< -8
—3r+2y<6

3z + 4y < 48

20 — 5y <9

y=>0
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max F(z,y) = 2x1 — x2 — x5 + 224 + 25 — 3.526 — y1 — 1.5y2 + 3ys
x>0

max f(z,y) = 0z1 + 229 + 0z3 + Oxg — x5 + Oxe + 3y1 — Y2 — 4ys3
—x1 + 0.229 + 023 + Oxq + x5 + 226 — 4y1 + 2y2 + y3 < 12

1 + 0xg + 3 — 224 + Ox5 4+ Oz + Oy1 — 4y +y3 < 10

P14 [ ] : 51171 +0£L'2 +0$3 —+ x4 +0$5 +32{Z?6 +2y1 + 2y2 +0y3 § 15

0x1 — 322 + O0xs — x4 + x5 + 0 — 2y1 + Oys + Oy < 12

—2x1 — x2 + 023 + 024 + Ox5 + Oxg + Oy1 — 92 +y3 < —2

0x1 + Ox2 4+ 0z3 + Oxq + Ox5 + 026 — y1 — 2y2 —y3 < —2

0x1 — 222 — 3x3 + 0xqy — x5 + Oxg + Oy1 + Oy2 + Oys < —3

y=>0

Les résultats numériques sont donnés dans le tableau 1.1. Nous avons les
notations suivantes :

k : le parametre de pénalité.

A : un pas pour augmenter le parametre de pénalité.

temps : est le temps d’exécution de ’algorithme.

Iter : le nombre d’itérations de I'algorithme.

(x*;y*) : représentent la solution optimale du probleme.

(F™*; f*) : représentent les valeurs optimales du Leader et Suiveur respectivement.
"—" signifie que I’algorithme n’a pas pu résoudre le probleme.
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Probléme (k; M) (z*;y") (F*; f*) temps Iter
(0.1;0.1) - - - -
1:0.1) 20150) (3.25: 6) 212 2
) (20150) (3.25; 6) 1.40 1
P9 ) (20150) (3.25; 6) 142 2
(5:5) (20150) (3.25; 6) 1.39 2
(10:5) 20150) (3.25: 6 1.43 2
(0.1;0.1) - - -
1:0.0) (19 14) (37; -14) 0.64 2
P10 10 (19 14) (37; -14) 0.17 2
50 (19 14) (37, -14) 1.28 G
(5:5) (19 14) (37, -14) 05 2
(0.01;0.01) 44 (12; -4) 3.78 10
(0.1;0.00) @9 (12; 4 3.2 3
0.1;0.0) (44 (12;4) 5.8 3
P11 10 (@4 (12;4) 0.82 2
(551) (00) (00) 0.75 2
(105 00) 00) 0.68 2
(0.1;0.1) - - - -
(05,00 (12 3) (27 3) 6.31 1
1,00 (123) (27, 3) 1.16 2
P12 ) (123) (-27; 3) 114 2
) (123) (27, 3) .01 2
(10;5) (12 3) (-27; 3) 0.96 2
(0.01:0.01) (4,10) (4; 10) 1.21 2
(0.1;0.01) (4,10) (4 10) 115 2
T:0.0) (4,10) (4 10) .01 2
P13 D) (4,10) (4; 10) i3 2
(5;5) (4,10) (45 10) 0.96 2
(105) (4,10 (4; 10) 05 2
(0.1;0.1) - - - -
(0.5;0.1) (04015920002) (41.2;92) | 117 2
(0.5;0.5) (040159.20002) (41.2;-9.2) 2.5 7
(1,05) (020111960200) | (37.6;-13.6) | 07 2
P14 10 (020111960200) | (37.6;-13.6) | 07 2
(5;1) (1006210200) (33; -19) 2.64 6
(5;5) (1006210200) (33; -19) 1.2 2
(10;5) (0.50003.933.92010) | (-8.04;-4.93) 0.6 2

TaB. 1.1 : Résultats numériques pour ’algorithme DCA

Commentaires sur les résultats de DCA

D’apres les résultats numériques du tableau 1.1, on peut voir que :

— L’algorithme DCA possede une convergence finie et rapide; le nombre
moyen d’itérations est de 2.
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— Le temps d’exécution de l'algorithme est petit. Ce résultat est normal
car seuls des programmes linéaires sont résolus a chaque itération de
I’algorithme.

— La procédure de calcul du point initial pour DCA était efficace : dans
la plupart des problemes testés, 'algorithme calcule la solution globale.
Cependant, comme il peut étre remarqué cette convergence vers la solution
globale est également influencée par le choix du parametre de pénalité
k ainsi que le pas d’augmentation de ce parametre, A. Pour le méme
probleme, l'algorithme peut converger vers une solution globale pour
certaines valeurs de k et A et converger vers la solution locale pour d’autres
valeurs. Par exemple, pour le probleme P1, I’algorithme a donné la solution
F*=29.2 pour (k,\) = (5;1) et F’* = 23 pour (k,\) = (10;5).

— Le choix du parametre de pénalité k dépend du probleme testé.

La section qui suit sera consacrée a la présentation d’un autre algorithme (PBLP)
de résolution des problemes de programmation bi-niveaux linéaires développé
dans [03] et congu particulierement pour les (PBL) sans contraintes du Leader.
Dans la derniere partie de ce chapitre, une comparaison sera présentée.

4.4 Résolution du (PBL) par les fonctions péna-
lité
Soit le probleme de programmation bi-niveaux linéaire de la forme
max ¢z + dyy,
max chx + dby, (4.21)
y>0
s.c. Asx + Boy < by,

ol ¢, ¢, dy, dg, by, Aset By sont définis comme pour le probleme (4.1).

Le principe de l'algorithme présenté dans [63] est de transformer le probleme
(4.21) en un probléme avec une seule fonction objectif en utilisant les conditions
d’optimalité de KKT. On obtient le probleme

[ max o +diy,

A2I+Bgy+’w = bQ,

Blu — v = ds, (4.22)
ulw + vty = 0,

x, Yy, u, v, w >0,
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ol w € R™? est une variable d’écart et u € R™2, v € R™ sont des variables duales.

Les contraintes de complémentarité seront ensuite ajoutées a la fonction objectif
du Leader avec une pénalité. Finalement, le probleme sera décomposé en une
série de problemes de programmation linéaire qui seront résolus par la méthode
de programmation linéaire pour obtenir la solution du programme bi-niveaux
linéaire.

4.4.1 Reésultats théoriques

Pour la construction de I’algorithme ’hypothese suivante est requise
H 3. L'ensemble S = {(x,y) : Ayx + Boy < by, z,y > 0}.

En ajoutant les contraintes de complémentarité au niveau supérieur, on obtient
le probleme pénalisé

max dr+diy — k(utw + v'y),

x>

Blu — v = ds,

I, y? u? v? w Z 07
ou k € R est une constante positive.

Les notations suivantes ont été introduites.

A:(AQ By, 0 [mQ)e]RmQX”, B:(O —1p Bé) € Rm2xn,
c:(01 dq O)tGR”, z:(x Yy w)tER”, S:(O v u)tER”,

ol n = nq + Ny + My, I est la matrice identité d’ordre k et 0 est la matrice nulle
avec la dimension appropriée pour chaque cas.

On note aussi les polyedres Z = {z € R} : Az =bo}, S ={s € R} : Bs =d,} et
X (V) I'ensemble des sommets du polyedre X.
Le probleme P(k) peut étre écrit sous la forme

max Fy(z,8) = c'z — ks'z
P(k) 2€Z, se€S8, (4.24)

stz = 0.

Dans la suite, nous reprenons les principaux résultats concernant l’algorithme
PBLP. Les démonstrations des théoremes peuvent étre trouvées dans [63].
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Pour s € S et k € R,, définissons la fonction Q(s) par

Qr(s) = max Fi(z,8) = 'z — ks'z.
zE

Nous avons donc les résultats suivants

Théoréme 4.3. [03]
Soit k € R, et supposons que l’hypothése HS3 est vérifiée. Alors une solution du
probléme

e @)

sera atteinte en un point s* € S(V).

Pour la solution du probleme P(k), nous avons le théoréme suivant

Théoreme 4.4. [07]
Soit k € Ry et supposons que H3 est vérifiée. Alors le probléme P(k) admet une
solution optimale appartenant a Z (V) x S(V).

Théoréeme 4.5. [(7]
Supposons H 3 est vérifiée. Soit {(zx, sk)} une suite de solutions des problémes

P(k), alors il existe ky € R, tel que

Vk > kq, ssz =0.

Le théoreme suivant montre que la pénalité est exacte.

Théoréeme 4.6. (7]

Supposons que H 3 est vérifice. Soit {(zx, sk)} une séquence de solutions du pro-
bleme P(k), k € Ry. Alors il existe k* € Ry, tel que pour tout k > k*, zj. résout
le probléme (4.21).

Théoréeme 4.7. [03]
Supposons que H 3 est vérifiée. Soient k € Ry, s, ' € S et z(s") une solution
du probleme

max Fi(z,8) =cz—k(s) 2.

Alors
Qr(s) > Qr(s') — k(s — )z (s). (4.25)
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Remarque 7. Posons

N RRAY /
ax(s) = Isnelg(s s zr(s),

ou zx(s") est solution de Q(s").
D’apres le théoreme 4.7, si ay(s’) < 0, alors

s ¢ argmax{Qx(s) : s € S}.

4.4.2 Algorithme PBLP

0 : Choisir k£ > 0 (k grand), s% € Set A >0,i=0
1 : Résoudre maZX{ctz — k(si)'z}, obtenir une solution z(st)
ze

2 : Résoudre migl(s — st)2(st), obtenir une solution s} ,
s€ ’
et une valeur optimale aj(si) = miél(s — st )tz (sh).
s€
3:

(1) Si ag(sy) <O, poser s, = st ,, i =i+ 1, aller a Pétape 1.

(2) Si ag(st) >0et (sh)2ze(st) >0, alors k=k+\ i=1i+1,
aller a ’étape 1.

(3) Si ag(st) >0 et (st)'zx(st) = 0 alors la solution optimale
du probleme (4.21) est zj(st).

4.4.3 Reésultats numériques

Nous avons codé l'algorithme PBLP en MATLAB. Pour le tester, nous avons
pris dans l’ensemble des problemes test donné plus haut, les problemes sans
contraintes du Leader. Le point initial s° est pris dans ’ensemble S défini dans
la section 4.4.1. Le test d’arrét de 'algorithme sera vérifié s’il est inférieur ou
égal & € = 1073. Le temps est reporté en secondes. Les résultats numériques sont
donnés dans le tableau 1.2 ou on trouve les notations suivantes :

k : le parametre de pénalité.

A : un pas pour augmenter le parametre de pénalité.

temps : est le temps d’exécution de ’algorithme.

Iter : le nombre d’itérations de I’algorithme.

(z*,y*) : représentent la solution optimale du probleme.

(F™*; f*) : représentent les valeurs optimales du Leader et Suiveur respectivement.
"—7 signifie que ’algorithme n’a pas pu résoudre le probleme.
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Probléme Y (k; M) temps Iter (z*,y*) (F*; %)
0
0
0
2
3 - - - - -
1
0
0
0
0
6 (1;01) | 125 | 24 0
0 (1;1) 1.46 4 0.9

P1 0 (5:1) 1.07 1 0 (29;-3.2)
0 (10;5) 0.58 1 0.6
1 (20;5) 0.03 1 0.4
3
0
0
3 (1;01) | 125 | 95 0
o (1;1) 146 | 11 0.75
s (5;1) 1.07 7 0 (23;-2)
0 (10;5) 0.58 2 0.5
0 (20;5) 0.03 1 0
1
0
0
0
P2 0 - - - - -

3
0
0
0
0 (1;0.1) 0.6 2
1.5 (1;1) 0.57 1 0
0 (5;1) 0.82 1 ( 5 ) (15; -15)
0 (10;5) 0.56 1
0 (20;5) 0.03 1
0
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Probléme Y (k; M) temps Iter (z*,y*) (F*; %)
0
0 (1;0.1) | 054 1
0 (1;1) 0.12 1 L6
P2 0 (5;1) 0.03 1 < I > (49 -17)
3 (10; 5) 0.65 1
0 (20; 5) 0.26 1
0
0
1
P4 0 - - - - -
0
0
0 (1;0.1) | 051 1
0 (1;1) 0.65 1 .
0.33 (5;1) 0.09 1 ( 5 ) (6 -5)
0 (10; 5) 0.64 1
0 (20; 5) 0.76 1
0
0 (aoi%) 00567 356
P5 8 1) | o082 | 1 ( 3405636 > (-52.66 ; 4.33)
0.95 (10;5) | 0.56 1 '
J (20; 5) 0.03 1
X (1;0.1) | 154 | 8
0 (1;1) 0.59 2 )
0 (5:1) 0.8 1 ( , ) (-32; 6)
0 (10; 5) 0.6 1
0 (20;5) 0.75 1
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Probléeme Y (k; A) temps Iter | (z*,y*) | (F*5 f*)
0
1
0
0 - - - - -
0
1
0
0
0 (1;0.1) 1.3 42
0 (1;1) 0.17 6 1
P6 0 (5:1) 0.15 2 1 (-2; 1)
0 (10;5) 0.13 1 1
0.5 (20;5) 0.06 1
0.5
0
0 (1;0.1) | 0.06 1
0 (1;1) 0.08 1 2
0.5 (5;1) 0.17 1 1 (3;0)
0 (10; 5) 0.2 1 0
0 (20; 5) 0.2 1
0.5
0
3
0
0
pP7 9 - - - - -
0
0
0.5
0
0
9 (1;0.1) 0.07 1 10
1 (1;1) 0.05 1 0
0 (5;1) 0.06 1 0 (-4; -6)
0 (10;5) 0.07 1 0
9 (20; 5) 0.09 1 3
0
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Probléeme sY (k; A) temps Iter | (z*,y") (F*; %)
0
0
0 (1;0.1) 0.67 1 0
09 (1;1) 0.05 1 0
P7 0 (5;1) 0.12 1 1 (-5; -4)
94 (10; 5) 0.07 1 0
é (20;5) 0.06 1 2.25
0.4
0
1
0
0 , - - - -
0
0
0
0 (1;0.1) | 067 | 15
1 (1;1) 0.33 3 1
P8 0 (5;1) 0.17 1 ( 5 ) (75 -2)
0 (10;5) 0.08 1
0 (20; 5) 0.09 1
0
0 (1;0.1) 0.75 17
0 (1;1) 0.16 3 4
0 (5;1) 0.09 1 < i > (12; -4)
0 (10;5) 0.15 1
05 (20; 5) 0.17 1
0
1
P10 0 - - - - -
0
0
0 (1;0.1) | 049 | 16
0 (1;1) 0.11 3 "
0.33 (5;1) 0.08 1 ( U ) (37; -14)
0 (10; 5) 0.12 1
0 (20;5) 0.14 1
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Probléme s0 (k; M) temps Iter | (z*,y%) (F*; f*)
0
0
0
8 1.16
0 0
0 (1;0.1) | 0.24 3 0
0 (1;1) 0.07 2 5.16

P14 0 (5;1) 0.05 1 21.6 (31.83; -19.16)

0 (10;5) 0.06 1 0
0 (20;5) 0.13 1 2
3.5 0
1 0
0
4
0
0
0
0
0 ;
0 4
0 (1;0.1) 0.08 1 0
0 (1;1) 0.03 1 15
0 (5;1) 0.19 1 9.2 (41.2;-9.2)
04 (10;5) 0.06 1 0
(') (20;5) 0.04 1 0
3.5 g
0
0
4.4
0
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La méthode DC pour la résolution du (PBL)

Probléme s? (k; A) temps Iter (z*,y*) (F*; f*)
0
0
0
0 0
0
0 2
0 (1;0.1) | 0.04 1 0
0 (1;1) 0.04 1 11
P14 X (5;1) 0.14 1 19.6 (37.6; -13.6)
0 (10;5) 0.04 1 0
0 (20; 5) 0.11 1 2
0
1.5 0
0
0
2
0

TAB. 1.2 : Résultats numériques pour 'algorithme PBLP

Commentaires et comparaison

— Les résultats numériques du tableau 1.2 montrent que 1’algorithme PBLP
converge plus rapidement pour les grandes valeurs du parametre de pénalité
k et le pas d’augmentation A comme cela était le cas pour DCA, mais sa
convergence est plus lente pour les petites valeurs de k et .

— Comme on pouvait s’y attendre, le temps d’exécution de PBLP est petit,
car, comme pour DCA, on n’a que des programmes linéaires a résoudre a
chaque itération.

— L’algorithme PBLP est tres sensible au choix de la solution initiale s°. A
chaque fois qu’on prend une solution de départ, I'algorithme converge vers
une solution différente comme le montrent les résultats du tableau 1.2. On
observe également que 'algorithme n’a pas réussi a résoudre le probleme
pour certaines valeurs de s°.

— Un autre point que I'on observe sur le tableau 1.2 est la constance de la
solution calculée par PBLP en fonction du parametre de pénalité k et le
pas d’augmentation \ (la solution de départ s° étant fixée). Contrairement a
DCA pour lequel la solution calculée est beaucoup influencée par les valeurs
de k et \.
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4.5 Conclusion

Nous avons présenté un algorithme d’optimisation DC pour la résolution du
probleme de programmation bi-niveaux linéaire, ou le probleme du Suiveur est
remplacé par les conditions d’optimalité KK'T associées. Le probléeme est ensuite
reformulé comme un programme DC a 'aide d’une pénalité exacte et une décom-
position DC adéquate. L’algorithme proposé est simple et rapide, puisque seuls
des programmes linéaires sont résolus a chaque itération. Les résultats numériques
montrent, qu’avec un bon choix du parametre de pénalité, qui dépend fortement
du probleme testé, I’algorithme converge souvent vers la solution globale. Afin de
confirmer et comparer nos résultats, nous avons implémenté un autre algorithme
basé sur la reformulation KKT du (PBL) et les fonctions de pénalité. Les résul-
tats obtenus par les deux algorithmes sont comparables. Cependant, on remarque
quelques points de différence concernant essentiellement la sensibilité des deux
algorithmes aux parametres d’entrée.
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Le probléme de programmation bi-niveaux linéaire (PBL) est un probléeme
non convexe, compliqué et difficile a résoudre. Dans ce mémoire, nous avons traité
ce probleme par une technique d’optimisation non convexe et non différentiable
basé sur la programmation DC et ’algorithme DCA.

Dans un premier temps, nous avons reformulé le probleme en un programme
mathématique en exploitant les conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker
associées au probleme du niveau inférieur. Le programme obtenu est linéaire
avec une contrainte de complémentarité non linéaire. C’est cette contrainte qui
donne au probleme sa nature non convexe et rend, par conséquent, I'application
des outils de programmation convexe impossible.

Ensuite, en se basant sur les travaux de T. Pham Dinh et H.A Le Thi, nous
avons utilisé les techniques de pénalité exacte en optimisation DC pour reformulé
le programme résultant comme un programme de minimisation concave sous
contraintes linéaires. A l'aide d’une décomposition DC adéquate, nous avons
écrit ce dernier programme sous forme d'un programme DC pour lequel nous
avons développé un algorithme DCA.

L’algorithme proposé est simple car, uniquement des sous programmes
linéaires sont résolus a chaque étape. Les résultats numériques montrent que
I’algorithme possede une convergence finie et rapide. La procédure de choix du
point de départ semble efficace, mais la recherche de solution globale pour le
probleme par cet algorithme reste sensible au choix du parametre de pénalité qui
varie d’un probleme a ’autre.

Un autre algorithme basé sur les fonctions de pénalité et congu particuliere-
ment pour les problemes de programmation bi-niveaux linéaires sans contraintes
du Leader a été implémenté. Des tests comparatifs sur des problemes sans
contraintes du Leader ont été effectués. Les résultats obtenus ont mis en évidence
les points forts et les faiblesses des deux algorithmes.

Le travail réalisé dans ce mémoire reste dans le cadre de la formulation
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optimiste du (PBL) ou, le Leader peut supposer la coopération du Suiveur, dans
le sens ou ce dernier choisira a chaque fois la solution qui est la meilleure du
point de vue du Leader. La formulation pessimiste du (PBL) est la situation ou
ce genre de coopération ne figure pas.

Comme perspectives de recherche, nous pouvons citer :

— L’extension de cette étude au cas pessimiste.

— L’étude des problemes de programmation bi-niveaux non linéaires.

— L’étude des problemes de programmation bi-niveaux multi-objectifs (li-
néaires et non linéaires).
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Résumé :

La résolution des problemes d’optimisation multi-niveaux est devenue un sujet
d’actualité sur le plan théorique et application.

Etant donnée la difficulté de résolution numérique de cette classe de problemes,
méme pour le cas des programmes bi-niveaux linéaires, on rencontre différentes
approches dans la littérature.

Dans le cadre de cette these, I'intérét est porté a la résolution numérique d’un
programme bi-niveaux linéaire avec des contraintes du Leader. L’approche utili-
sée consiste a remplacer le probléme du Suiveur par ses conditions d’optimalité
de Karush-Kuhn-Tucker. Le probleme obtenu est résolu par une combinaison de
la méthode de pénalité exacte, la méthode DC et I'algorithme DCA. Une étude
comparative avec d’autres méthodes de résolution est donnée.

Mots clés : programmation bi-niveaux linéaire, programmation DC, conditions
d’optimalité KKT, algorithme DCA, pénalité exacte.
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Abstract :

The resolution of multilevel optimization problems became a topical subject
on both theoretical and application framework.

Being given the numerical difficulty to solve this class of problems, even for
the case of linear bilevel programs, one meets various approaches in the literature.

This thesis is devoted to the numerical resolution of a linear bilevel program
with upper level constraints. The approach used consists in replacing the Follo-
wer’s problem by its Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions. The obtained
problem is solved by a combination of exact penalty method, DC method and
the DCA algorithm. A comparative study with other methods of resolution is
given.

Key words : bilevel linear programming, DC programming, KKT optimality
conditions, DCA algorithm, exact penalty.
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