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INTRODUCTION GENERALE.

Le Marché oligopolistique est I’un des champs qui a susciter beaucoup de tra-
vaux de recherches. Parmi ces travaux, on cite les développements concernant la
modélisation de la concurrence oligopolistique.

Les premieres théories de 1’oligopole se sont développées dans un cadre sta-
tique, et I’un des modeles les plus célebre dans ce domaine est celui de Cour-
not (1838)[16] dans lequel il propose une analyse de la concurrence par courbes
de meilleures réponses ce qui donne naissance a la notion d’équilibre de Cournot
plus tard connue sous le nom de 1’équilibre Cournot-Nash. Shapiro [50] rappelle «
qu’on ne peut pas analyser correctement un oligopole dynamique en utilisant des
courbes de réaction a la Cournot, car il est fort improbable qu’elles représentent
des réponses dynamiques optimales » (Friedman [23]). Comme tout équilibre
de Nash, I’équilibre de Cournot correspond a une situation dans laquelle aucune
firme n’a intérét a modifier ses choix ou ses actions. Sur ce point, Léonard [36]
montre combien les travaux de Nash (qui d’ailleurs n’avait jamais lu Cournot) ont
modifié la perception de la solution proposée par Cournot. L’analyse de Cournot,
tres critiquée entre autres par Fellner [21] qui la jugeait dynamique, contradictoire
et non réaliste, a été réinterprétée et reconstruite dans les années 60 comme une so-
lution statique et cohérente pouvant fournir un fondement historique a 1’équilibre
de Nash.

Dans un duopole, cet équilibre peut étre localis€ comme le point d’intersection des
courbes de meilleure réponse, mais en aucun cas il ne peut étre pensé comme un
processus dynamique de coordination. Shapiro constate que les variations conjec-
turales (Bowley [13]) ou la courbe de demande coudée (Sweezy [51]) corres-
pondent aussi a une approche statique de la concurrence oligopolistique. on dis-
cutera briecvement ces modeles dans le chapitre 4.

Les jeux répétés a horizon infini sont a I’origine de la premiere approche dy-
namique de la concurrence oligopolistique. Cette approche s’est essentiellement
intéressée a I’interdépendance stratégique des décisions des firmes et a leur impact
sur les possibilités de collusion. Elle permet de renouveler 1’analyse classique des
structures de marché et des comportements collusifs, menée jusqu’alors dans un
cadre statique et souvent en dehors de la théorie des jeux.

Plusieurs auteurs ont travailler sur la modélisation d’un marché concurrentiel avec



possibilité de collusion. Parmis ces modeles on cite celui de Friedman [23, 22]
dans lequel il propose de jouer pour la premiere fois une action qui donne un
profit Pareto optimal pour les firmes et de rejouer cette derniere jusqu’a ce qu’une
déviation soit enregistrée. Des que cette derniere est identifiée, les firmes devront
opter pour I’action qui infligera au déviant la pire perte et cette action n’est autre
que I’équilibre de Cournot-Nash.

Ce modele est le plus simple des modeles qui existent, mais pose deux problemes

principaux : quel serait 1’objectif des firmes et comment faire la sélection du vec-

teur des actions menant a des profit Pareto optimaux.

Harrington [27] propose de résoudre un probléme d’optimisation dont la fonction

objectif serait de maximiser 1’objectif de négociation de Nash sous contrainte que

les actions doivent étre choisies dans I’ensembles des quantités d’équilibre dans
le cadre ou le choix des firmes sont les quantités a produire.

Dans le chapitre 4, on présentera un modele similaire au modele d’Harrington

pour lequel on injecte une modification a fin de remédier au probleme du choix du

vecteur prix qui arrange au mieux les objectifs des firmes. Dans le chapitre suivant

5, on essayera de discuter la solution du modele construit via la méthode DC.

La programmation dc et DCA (famille des algorithmes dc) sont introduits par

Pham Dinh Tao en 1986. Ces outils théoriques et algorithmiques sont intensive-

ment développés a partir de 1993 par Le Thi Hoai An et Pham Dinh Tao (voir par

exemple [8, 52] et références incluses) pour devenir maintenant classiques et de
plus en plus populaires.

La plus part des problemes d’optimisation peuvent étre formulés comme des pro-

grammes DC.

En effet, en général on trouve les problemes de la vies courante sous 1’'une des

formes suivantes :

— max{f(x): x€X},ou fetX sontconvexes,

— min{f(x) = g(x) —h(x): x€R"} ou g et h sont convexes,

— min{f(x): x€ X} ouX estconvexe et f quelconque.

Le deuxieme type des modeles ci-dessus est dit programme de programmation dc,

et les algorithmes traitant avec ces programmes appartiennent a une famille de

programmes appelée algorithmes DCA.

Il est tres facile de voire la relation qui existe entre ces trois modeles. En fait,

on peut facilement constater qu’on peut réécrire le premier et le dernier modele

ci-dessus comme le deuxieme modele, d’ou I'intérét de la méthode. De plus cette
derniere a montrer son efficacité par ces application nombreuses dans la littérature.

Le mémoire s’organise comme suit :

— Le premier chapitre regroupe les définitions nécessaires pour la suite de notre
mémoire et les résultats principaux de I’optimisation non linéaire et les condi-
tions d’optimalité

— Le deuxieme chapitre donne les fondements théoriques de la méthode des pénalité
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qu’on utilisera par la suite pour résoudre notre probléme ainsi que les princi-
paux résultats de la programmation dc et DCA sur lequel se base la conception
de notre algorithme.

— Dans Le troisieme chapitre, on exposera brievement des notions utiles de la
théorie de jeux nécessaire pour la compréhension du chapitre suivant.

— Le quatrieme chapitre comportera le modele du jeu de collusion a résoudre

— Le cinquieme chapitre comportera la solution du modele et 1’élaboration d’al-
gorithmes de résolution et on termine ce mémoire par une conclusion.



GENERALITES.

Dans ce chapitre, nous rappellerons brievement quelques notions qui nous seront
utiles pour la suite de notre mémoire.

1.1 Définitions

1.1.1 Ensembles convexes

Définition 1.1 On dira qu’une partie C de R" est convexe si, pour tout x,y € C le
segment
eyl ={x'=(1-t)x+1y, 1€0,1]}

est contenu dans C.

Définition 1.2 Soit C C R". L’enveloppe convexe de C, notée conv(C), est I’en-
semble des combinaisons convexes finies des éléments de C, c’est-a-dire

conv(C) = {anixi . MeRT, Xeco,Vi=1,2,....net ani =1}
i=1 i=1

Définition 1.3 Soit C un ensemble convexe de R". On définit la variété linéaire
engendrée par C comme étant |’ensemble

aff(C)={Y."\x, NeR xeCV¥i=1,2,...net } "N=1}.
i=l i=1



Définition 1.4 On appelle intérieur relatif d’un ensemble convexe C, son intérieur
dans af f(C), muni de la topologie induite de celle de R". On le note

ir(C)={xeC, 3Ir>0 tel que B(x,r)Naff(C)CC},
ouB(x,r)={y: ||lx—y|| <r} estla boule de centre x et de rayon r.

Remarque 1.1 ir(C) est vide si et seulement si C [’est.

1.1.2 Fonctions convexes

Soit X un sous ensemble convexe de R” et Y = X™* son dual

Définition 1.5 Soit f: X — R une fonction définie sur I’ensemble convexe X.
On appelle domaine de f I’ensemble

dom(f)={xeX: f(x)<Hoo}.

Définition 1.6 Une fonction f: X — RU{%oo} est dite propre si elle ne prend
Jjamais la valeur —oo et n’est pas identiquement égale a +oo.

Définition 1.7 L’épigraphe d’une fonction f: X — R est I’ensemble
epi(f) = {(x.0) €X xR: f(x) < a}.

Définition 1.8 Une fonction f : X — R est dite convexe si son épigraphe est un
sous-ensemble convexe de X x R. Ceci équivaut a dire que [’on a ’inégalité

F(1=N)x+Ay) <(1=X)f(x)+Af(y) pour tout x,y€X et tour A€ |0,1].

Si ’inégalité est stricte dans I’équation précédente pour tout A €]0, 1] et pour tout
x,y € C avec x # y alors la fonction f est dite strictement convexe.

Remarque 1.2 Une fonction f est dite concave si — f est convexe

Définition 1.9 Etant donnée une fonction convexe propre f sur I’ensemble convexe
X, on dira que Y° € Y est un sous-gradient de f en x° € dom(f) si

00 x =0 + f(x°) < f(x), YxeX.

L’ensemble de tous les sous-gradients de f au point x¥ est le sous-differentiel de
f au point x et on note df(x°). Ainsi

Af () ={y eV : f(x) > f(°) + (x—x%,y), Vx e X}.
Le domaine du sous-differentiel de la fonction f est

dom(df) = {x:9df(x) #0}.



Définition 1.10 Soir € un réel positif. Un élément y° de Y est appelé €-sous-
gradient de f au point x° si

0 =20 + f(6%) —e < fx) VxeX.
On note ¢ f(x°) I’ensemble de tous les e-sous-gradients de f au point x°.

Définition 1.11 Soit X un sous-ensemble convexe de R", ¥ € R" et € > 0. L’en-
semble N¢(X,X) défini par

Ne(X,5)={d €R": (d,x—F) <& VxeR"}, (1.1)

est dit cone e-normal de X en X. Si € =0, cet ensemble définit le cone normal de
X en X

Définition 1.12 Une fonction f: D — R est quasi-convexe sur l’ensemble convexe
D si

Vxi1,x2 € D, f(x1) > f(xp) = f(x1) > f((1 — A)x1 +Axz), VA € [0, 1],
autrement dit, si
f((1—=A)x; +Axp) < max{f(x;),f(x2)}.
Elle est dite quasi-concave si et seulement si
Vxi,x0 € D, f(xy) > f(x2) = (1) < f((1 —A)x1 +Axz), VAe€[0,1],
autrement dit :
f((1 —A)x; +Axz) > min{f(x1),f(x2)}, Vxi,xp €D, VAe[0,1].

conséquence
— Une fonction convexe est quasi-convexe.
— Une fonction concave est quasi-concave.

Définition 1.13 Une fonction f: X — R est dite semi-continue inférieurement(s.c.i)
en un point x € X si

liminf £(3) > f(x).

Notons par I'g(X) I’ensemble de toutes les fonctions semi-continues inférieurement,
propres et convexes sur X.



Définition 1.14 La fonction conjuguée f* de f € T'o(X) est une fonction appar-
tenant a To(X) et définie comme suit :

1) =sup{{x,y) = f(x): xeX}.
Propriété 1.1 /48]
On a les propriétés suivantes :
1. f* est toujours convexe.

2. Si f prend la valeur — alors f* est identiquement égale a +oo.
3. Ona (f*)"(x) < f(x), VxeX.
On a également la proposition suivante
Proposition 1 /48]
Soit f: C— R, alors :
1. df(x) est une partie convexe fermée de Y.
feloX) < f*elo(Y). Danscecasona f = f**.
y€9f(x) = f)+/7() = (x,3).
Si f€To(X) alorsy € df (x) <= x € df*(y).

Si f €To(X) et si of (x) est réduit a un singleton {y}, alors f est différentiable
en x et Vf(x) =y et réciproquement.

6. f(x*) =min{f(x):x € X} <= 0caf(x").

AN S

Fonctions convexes polyédrale

Définition 1.15 Une partie convexe C € X est dite polyédre convexe si
m
C= ﬂ{x| (a,-, x)—biSO, a €Y, b,’GR}.
i=1
Une fonction f : R" — RU {—oo, 400} est dite polyédrale si son épigraphe est un

ensemble polyédral de R"+!.

Remarque 1.3 : On note que toute fonction polyédrale est propre, convexe et
S.C.1.

Proposition 2 [38]
Soit f: X — R une fonction convexe. Alors f est polyédrale si et seulement si
dom(f) est un ensemble convexe polyédral, et

f(x) =sup{{a;,xi—b;): i=1,2,....1}, Vx & dom(f).



Proposition 3 [38]

o Si f est convexe polyédrale alors f* I’est aussi. De plus, si [ est partout finie,

alors
dom(f*) =comv(K) k={a;j: j=1,2,...,1},

o) =min{y=Y "Na;, k>0 e Y'hi=1}
i=1 i=1

o Si f est polyédrale, alors df(x) est une partie convexe polyédrale non vide en

tout point de dom(f).
o Si f1,...,fs sont des fonctions convexes polyédrales sur X telles que les en-
sembles convexes dom(f;), i =1,2,...,s ont un point commun, alors

ofi+...+ fi)(x) =afi(x)+...+9fs(x), Vxe X.

1.1.3 Les Formes Quadratiques

Définition 1.16
Une fonction réelle F : R" — R, est une forme quadratique de n variables x1,x>,- - ,xp
si elle s’écrit sous la forme suivante :

n n
F(X) = ZZaijxixj
i=1j=1

= xTAx (1.2)

o xT = (X1,X2,- -+ ,Xn) un n-vecteur ligne et A = (a;j,1 <1i,j < n) une matrice
carrée d’ordre n.

Pour i # j, le coefficient du terme x;x j est égale a (a; jita j,-). En vertu de cela, la
matrice A est toujours supposée symétrique. En effet, en définissant de nouveaux
coefficients

dij = dj,' = -
On obtient une nouvelle matrice D symétrique telle que
D = (d,'j, 1<i,j<n), avec dij+dji=ajj+aj.

Il est clair qu’apres une redéfinition des coefficients, la valeur de la forme quadra-
tique F (x) reste inchangée pour tout point x dans R" :

F(x) = xTAx=x"Dx.

Pour cela, il est naturel de considérer que la matrice associée a une forme quadra-
tique est toujours symétrique.



Gradient d’une forme quadratique

Définition 1.17 Soit F : R" — R une fonction réelle continiiment différentiable.
Le gradient de cette derniére au point x est défini par :

F
axl

JF
ox)

VF(x) = (1.3)

JoF
ox,

Soit une forme quadratique avec une matrice D symétrique associée :
F(x) =x"Dx (1.4)
En écrivant la matrice D sous forme de vecteurs colonnes
D = (di,dp, - ,dy),
L’expression (1.4) peut se mettre sous la forme suivante :
lex
dzT X

. n
F(X) - (X]7.x2,“‘7Xj,“',xn) de :Z xjdij
J j=1

T
d, x

Calculons alors les dérivées partielles de F' par rapport a chaque variable x; :
oF T
g = x1d1j+x2d2j+---+xj—1d(j_1)(j) +djx+xjdjj+...+xndnj
J
= x1d1j+x2d2j+...+xj_1d(j_1)(j) —i—xjdjj—i—...—i—xndnj—i—dij
_ T
Par conséquent, le gradient de F(x) est :
lex
dsz
g)=VF(x)=2| | =2Dx (1.5)
X
dl'x




Définition 1.18 Soit une fonction réelle de classe C*, F : R" — R. Le Hessien de
la fonction F est défini par :

oF _OoF oF oF
V2F = (V—V— ... V— ... V—
() ( ox;’ oxp’ T ox; axn>
((OF BF . 9F
0%x;  oxixp ox1X,,
9’F  9’F 9*F
= a)szl m o a)CQ)Cn (1 6)
\ °F  9F . OF )
0X, x|  O0XpX 02x,

Définition 1.19 Soit F : R" — R une fonction de classe C'. La dérivée direction-
nelle de F dans la direction d au point x est :

OF  Flxttd)—F()
od 32% t
oF

oF
= — td) li—odi +-- -+ — td) l,—o d
axl(X+ ) li=0 d1 + +axn(X+ ) li=0 dn

= VF(x)'d

Formes quadratique définies et semis définies

Soit la forme quadratique F(x) = x” Dx

Définition 1.20 F(x) est dite définie positive si x! Dx > 0, Vx € R" et x # 0. Elle
est dite semi-définie positive ou définie non négative si x' Dx > 0, Vx € R

Définition 1.21 F(x) est dite définie négative si x” Dx < 0, Vx € R" et x # 0. Elle
est dite semi-définie négative ou définie non positive si xT Dx < 0, Vx € R™.
Matrices définies positives et non négatives et leurs propriétés

Définition 1.22 Une matrice symétrique D est dite matrice définie positive (non
négative) et se note D >0 (D > 0), si elle est associée a une forme quadratique
définie positive (non négative).

10



Définition 1.23 Une forme quadratique F (x) est dite non définie si F(x) est po-
sitive pour certaines valeurs de x et négative pour d’autres.

Les matrices symétriques définies ont des propriétés tres intéressantes. En voici
quelques unes :

Propriété 1.2 Soit une matrice symétrique D = (d;j,1 <1, j <n). Si D est définie
positive (non négative), alors on a :

di; >0 (d,','ZO),V = 1,...,1’1.
Preuve 1 Soit le vecteur unitaire e; = (0,0, .., 11...,0) #0. Puisque D > 0, on

aura alors eiTDei > 0. D’autre part, calculons

De; = ) = el-TDei = dii-

11 s ensuit que
di>0, Vi=1,...,n.
Pour D > 0, on obtient donc d;; >0,V i=1,...,n. W

Théoreme 1.1 Une matrice D symétrique est définie positive si et seulement si
toutes ses valeurs propres sont strictement positives.

Preuve 2

1. Supposons D symétrique définie positive. Soit A; une valeur propre associée
au vecteur propre x;. On a donc Dx; = hix;, et xI Dx; = hx! x; = N; || x: >0

2. Réciproquement, si toutes les valeurs propres sont positives, on a pour tout
vecteur propre Xx; xiTDx,' > 0. Ces derniers formant une base orthonormée,
on écrit pour tout x # 0

n T n n
XTD)C:<Z (X,'X,') D<Z Otixi):ZO(.lei>O. [ |
i=1

i=1 i=1

11



Propriété 1.3 Soit une matrice D partitionnée de maniére suivante
D— ( Dy1(mxm)y  Di2(kxk) )
Doymxk)y  D22(kxm)

avec m+k = n.

Si D>0 (D >0), alors les sous-matrices principales D1y et Dy, sont aussi
définies positives (non négatives). D’une maniére générale, toute sous-matrice
principale d’une matrice définie positive (non négative) est définie positive (non
négative).

Preuve 3
Soity € R™, y # 0. Posons x = (y,0) € R". Puisque D > 0, on aura x’ Dx > 0.
Explicitons cette derniére expression :

D11y T T D11y T
Dx = =x Dx= ,0 =v'D
( Dy1y ) 07,0) Dy1y Yoy

On obtient donc
y'Diy>0, Vy#0, yeR"

par conséquent, D11 > 0, et Dyy > 0. Méme démonstration pour D > 0. R

Propriété 1.4 Un élément diagonal d’une matrice symétrique D définie non négative
ne peut s’annuler que si les autres éléments de la méme ligne et colonne s’an-
nulent aussi.

Critere de Sylvester pour les formes quadratiques définies et semi-définies

Pour caractériser une forme quadratique définie ou semi-définie, on se sert du
critere de Sylvester. Pour 1’établir, considérons une matrice symétrique

di dip - dig
dyy dyp - doy
D= . . (1.7)
dnl an oo dpp
Le mineur de la matrice D, formé des lignes iy, 2, ..,i, etdes colonnes ji, j2,..., jp
sera noté comme suit :
diljl diljz T diljp
b iizeip diyj, diyjy -+ dij,
j1>j27"'7jp : T ‘
dipjy diyj diy j,
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Ce mineur est dit principal si iy = ji, i2 = j2,..., i, = jp, c’est a dire s’il est formé
des lignes et des colonnes portant les mémes numéros. Les mineurs suivants :

diy dia -+ din
dir din doy dy - doy,
Dl:dlla D2: PR Dn: . . . E
dry dxp ' ' o
dnl an dnn

sont appelés mineurs principaux successifs. Nous avons alors le critere de Sylves-
ter qui se formule comme suit :

Théoreme 1.2 (Critere de Sylvester)[35]

1. Pour que la matrice D soit définie positive (D > 0), il est nécessaire et
suffisant que les mineurs principaux successifs de D soit positifs :

D1 >0, Dy>0, ..., Dy>0; (1.8)

2. Pour que la matrice D soit semi-définie positive (D > 0), il est nécessaire et
suffisant que les mineurs principaux de D soient non négatifs :

1,00, ... ,1 . .
D PF P ) >0, 1<ii<ip<...<ip<n, p=12...,n. (1.9)
i1,02,...,ip
Remarque 1.4 La condition
Dl 207 DZZ())’DHZO
n’est pas suffisante pour que la matrice D soit définie non négative.

Remarque 1.5 Pour qu’une matrice D soit définie négative (D < 0) ou non posi-
tive (D < 0), Les conditions (1.8) et (1.9) se reformulent ainsi :

1. D<0& (-1)’D,>0, p=1,2,...,n

2D<0& (—1)”D<§1’§2""’;”)207 1<ij<iy<..<ip<n, p=
1,025--51p
1.2, .n.

Remarque 1.6 Le critere de Sylvester n’est valable que pour les matrices symétriques.

Proposition 4 [35] Soit une forme quadratique F (x) = x” Dx. Alors F est convexe
si et seulement si sa matrice associée D est semi-définie positive.
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Propriétés des formes quadratiques définies positives
Propriété 1.5 /35]
Soit A une matrice symétrique n X n et b € R". Considérons la forme quadratique

flx) = %x’Ax —blx. (1.10)

On considere la famille de surfaces définie par
Ye={xeR", f(x) =c} (1.11)
pour ¢ € R et on définit le vecteur X solution de
AX=b.

Alors Y, est définit comme suit :

— Sic < f(%) alors y. = 0.

— Sic= f() alors y. = {£}.

— Si ¢ > f(X) alors Y. est un ellipsoide centré en X.
On a le théoreme suivant :

Théoreme 1 [38]

Soit A une matrice symétrique définie positive et b € R", et soit f la forme qua-
dratique associée définie comme dans (1.10). Soit X le vecteur unique vérifiant
AX = b, alors X réalise le minimum de f, c’est a dire

fE) < fx), VxeR"

1.1.4 Notions de préférence et optimum de Pareto

Considérons le probléme multicritere :
(X, f(X)) — max, (1.12)

ou X C R” I’ensemble des décisions (actions, scénarios)
f: XCR'—=RV
x€X — f(x)ou
fi(x)
fx) = :
fn(x)
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avec fi: X CR" — R, i=1,...,N sont les fonctions objectifs (fonctions coiits,
criteres).

Notations

Soient Y, Z € RY, avec Y = (y1,...,yn), Z = (z1,...,zy) on a alors les relations
suivantes :

YZZ<:>yizZi; Vi=1,...N;
Y27« (Y2ZeaY#Z)<= (yiZ2z,Vi=1,...Net3je{l,... N}tellequey; > z;

Y>Z<4y >z, Vi=1,...N.

Définition 1.24 Une décision x* € X est dite maximale de Pareto (décision ef-
ficace) du probleme (1.12) s’il n’existe pas une autre décision x qui Vvérifie la
relation :

f(x) = f(x) (1.13)

Notons par X” I’ensemble des décision maximales de Pareto on a ainsi :

filx) 2 fi(xP), Vi=1,...N,
dje N={L,...,N} telle quef;(x) > f;(xP),

P eXP <= VxeX: f(x) 2 f(xP) <= VxeXtelle que f(x) = f(x) ona f(x) = f(x")

X e XP — ﬂxeXtelleque{

Remarque :

F(x) 2 f(xP) <= Ti € N telle que f;(x) < f;(x") ou f(x) = f(xP)
Définition 1.25 Un vecteur x € R" est dit efficace s’il est un optimum de Pareto

1.2 Formulation générale des problemes d’optimi-
sation non linéaire

La forme générale d’un probleme d’optimisation est la suivante :

min f(x),
fl’c{ el (1.14)

ouC={xeR": g(x) <0, h(x) =0}, les fonctions f : R" - R, g: R" — R" et
h: R" — R? sont typiquement non-linéaires. L’équation g(x) < 0 désigne ce que
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nous appellerons des contraintes d’inégalité et ’équation (x) = 0 des contraintes
d’égalité.

Nous noterons ces types de problemes ainsi :

¢ (PC) probleme général, avec contraintes d’inégalité et d’égalité,

¢ (PCE) probleme avec contraintes d’égalité,

¢ (PCI) probleme avec contraintes d’inégalité,

¢ (P) probleme sans contraintes.

Il va de soi que la plupart des problemes réels ou industriels ne sont pas initia-
lement mis sous une des formes proposées. C’est pourquoi un des premiers tra-
vaux consiste en général a mettre le probleme initial sous une forme standard. Par
exemple, un probleme donné sous la forme

maxg(x), (1.15)
xeR”?

se mettra sous la forme standard (P) en posant f(x) = —g(x).

1.2.1 Rappels de calcul différentiel
Définition de la différentiabilité

Dans R” on note x le vecteur colonne

X1
X2

Xn

et la notation || - || désignera, sauf indication du contraire, la norme euclidienne
1
lxll= (2 "x)2.
i=1

Avant de donner la définition de la différentiabilité, il est important de rappeler
celle de la continuité

Définition 1.26 Soit f : R" — R™, on dit que f est continue au point a € R" si
pour tout réel € > 0 il existe 1 > 0 tel que

[x—al<m=Irf(x)-fla)ll<e

Voici maintenant la définition de la différentiabilité :
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Définition 1.27 Soit f : R" — R™ représentée dans la base canonique de R™ par
le vecteur
fi(x)

) = fz'(x) |

Jm(x)

continue en a € R". On dit que f est différentiable en a s’il existe une application
linéaire, notée f'(a), telle que pour tout h € R" on ait

fla+h) = fla)+ [ (@h+ || h] e(h), (1.16)
ou €(.) est une fonction continue en 0 vérifiant %ir%s(h) =0.
On appelle f’(a) dérivée de fau point a. La notation f’(a)h doit étre prise au sens
“f'(a) appliquée a h”.
Calcul de la dérivée premiere

On peut d’ores et déja donner un résultat pratique” permettant de calculer direc-
tement la dérivée a partir du développement (1.16).

Proposition 5 [38] Soit f : R" — R™ différentiable en a, alors

La quantité f’(a)h est appelée communément dérivée directionnelle de f au point
a dans la direction h. La proposition suivante fait le lien entre la matrice de f(a)
et les dérivées partielles de f au point a :

Proposition 6 [38] Soit f: R" — R™ différentiable en a, alors on peut représenter
f'(a) par sa matrice dans les bases de R" et R™ et on a

@)y = 2

On appelle souvent f’(a) la matrice jacobienne de f au point a. Lorsque m = 1 on
adopte une notation et un nom particuliers : le gradient est le vecteur noté V f(a)
et défini par

f'(a)=Vf(a),
eton a
flath)=fla)+Vf@)ht | hllelh).
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Dérivée seconde

On se place maintenant dans le cas m = 1, soit f : R" — R.

Définition 1.28 L’application f : R" — R est dite deux fois différentiable s’il

existe une matrice symétrique V> f(a) telle que
fla+h)=f(a)+Vf(a)h+HVfla)h+ || h||* (h).

On appelle V2 f (a) matrice hessienne de f au point a.

Comme I’énonce le théoréme suivant, cette matrice s’obtient a partir des dérivées
secondes de f :

Théoreme 2 [38] Soit f: R" — R une fonction deux fois différentiable en un
point a. Si on note g(x) =V f(x) alors la matrice hessienne est définie par

V2 f(a) =4¢'(a),

soit
_ *f(a)
 oxioxj

(V2f(a))ij

1.2.2 Notions sur la convexité

En plus des définitions données dans la section 1.1.2 sur la convexité, on €énonce
ci-apres les résultats concernant cette derniere dans le cas d’une fonction différentiable.

Caractérisation de la convexité en terme du hessien

Dans le cas ou f: K C R — R on a le résultat suivant :

Propriété 1.6 [38] Si f: K C R — R est 2 fois continiiment dérivable sur K
convexe alors f est convexe si et seulement si f"(x) >0, Vx €K et strictement
convexe si et seulement si f"(x) >0, VxeK.

Ce résultat se généralise pour n > 1 : le résultat suivant fait le lien entre le hessien
et la propriété de convexité :

Théoreme 3 [38] Soit f : K C R" — R une fonction deux fois différentiable, alors
[ est convexe si et seulement si V2 f(x) >0, VxE€K, et strictement convexe si et
seulement si V> f(x) >0, VxcKk.

Propriété 1.7 [38] Soit [ une forme quadratique définie comme dans (1.10),
alors f est convexe si et seulement si A > 0, et strictement convexe si et seule-
ment si A > 0.

Cela provient du fait que V2 f(x) =A .
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Caractérisation de la convexité en terme du gradient

Dans le cas ou la fonction f n’est supposée qu’une fois différentiable, on a le
résultat suivant :

Théoreme 4 [38] Soit f: K C R" — R une fonction une fois différentiable, alors
f est convexe si et seulement si

fO) = fO)+VfR)' (y—x), V(xy)€Kk?

. La fonction f est strictement convexe si et seulement si

fO) > fE)+ V) (y—x), Y(xy) €K x#y

1.2.3 Reésultats d’existence et d’unicité
Théoremes généraux d’existence

Considérons notre probleme d’optimisation (1.14), que 1’on écrira pour I’occasion
un peu différemment, en mettant les contraintes sous la forme x € K C R" :

minf(x). (1.17)

xeK

Nous allons donner deux résultats tres généraux d’existence d’une solution au
probléme (1.17). Auparavant nous avons besoin de la définition d’un ensemble
compact :

Définition 1.29 Un ensemble K C R" est dit compact si, de toute suite {x;}, on
xp € K, Vk, on peut extraire une sous-suite convergente.

On a le théoreme suivant :

Théoreme 5 [38] Un ensemble K C R" est compact si et seulement si il est fermé
et borné.

Dans R, les intervalles fermés du type [a,b] (ou des reunions de tels intervalles)
sont compacts.

La notion de fermeture signifie que toute suite convergente {x;}, ot x; € K, Vk,
doit converger vers une limite x € K.

Voici maintenant deux résultats d’existence :

Théoreme 6 [38] Si f: K C R" — R est continue et si de plus K est un ensemble
compact, alors le probleme (1.17) admet une solution optimale x* € K, qui vérifie
donc

f(x*) < f(x), VxeK.
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Le second résultat est moins général car il considere le cas particulier K = R" :
Théoreme 7 [38] Soit f : R" — R une fonction continue sur R". Si

lim f(x) = oo,

[lx]| oo

alors (1.17) admet une solution optimale x*.

Unicité
L’unicité résulte en général de propriétés de convexité (de f et de K).

Théoreme 8 [38] Soit f : K C R" — R strictement convexe sur K convexe. Le
minimum de f sur K, s’il existe, est unique.

1.2.4 Conditions nécessaires d’optimalité en absence de contraintes
Conditions nécessaires
On va maintenant regarder de plus pres le cas ou K = R”, c’est a dire le probleme

sans contraintes (P). Dans le cas ou f est différentiable, on a le résultat suivant :

Théoreme 9 [38] Soit f: R" — R différentiable et x* vérifiant f(x*) < f(x), Vxe
R" | alors on a nécessairement

Vf(x*)=0.

Conditions nécessaires et suffisantes

La condition de gradient nul devient suffisante dans le cas ou f est convexe :

Théoreme 10 [38] Soit f : R" — R convexe et différentiable. Si x* vérifie V f (x*) =
0, alorsona f(x*) < f(x), VxeR"

Lorsque la fonction n’est pas convexe, on ne peut donner qu’une condition suf-
fisante d’optimalité locale. On désignera par minimum local (que 1’on oppose au
minimum global) un vecteur vérifiant les conditions suivantes :

Définition 1.30 On appellera x* minimum local de f, s’il existe & > 0O tel que
fO) < fx), xflx—x" <8

Dans le cas ou f est deux fois différentiable on peut alors donner le résultat sui-
vant :

Théoreme 11 [38] Soit f : R" — R deux fois différentiable. Si

{ Vf(x") =0,
V2f(x) >0,

alors x* est un minimum local de f.
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1.2.5 Conditions d’optimalité en optimisation avec contraintes
Probleme avec contraintes d’égalité

On va tout d’abord s’intéresser au probleme suivant, dit probleme d’optimisation
avec contraintes d’égalité seulement :

min f(x),
xeR”

(PCE){ sous contraintes, (1.18)
h(x) =0,

Contraintes d’égalité linéaires

Un probleme d’optimisation avec contraintes d’égalité linéaires prend la forme

min £ (x),

xeR?
(PCEL)q sous contraintes, (1.19)

Ax—b =0,

ou A est une matrice p xnavec p<netb€RP.OnnoteraS={xeR", Ax—b=

0}.

Nous allons maintenant définir le concept de direction admissible dans S.

Définition 1.31 On dit que d € R" est une direction admissible en x € S s’il existe
o > 0 tel que
x+tdeS, Vte|[-o,q

Dans notre cas, on a A(x+td) — b = tAd puisque x € S, et donc les directions
admissibles d sont caractérisées par

Ad =0. (1.20)

On peut donc énoncer les conditions nécessaires d’optimalité pour le probleme
(1.19)

Théoreme 12 [38] Soit x* € S solution du probléme (1.19), vérifiant donc f(x*) <
f(x), Vx€&S. Alors il existe nécessairement un vecteur h € R vérifiant

VF(x*)+AL=0. (1.21)

Si de plus A est de rang p alors A est unique.
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Méthode de projection

Un point stationnaire est un point vérifie la condition V f(x) = 0, c’est a dire que
tout point stationnaire est un point fixe de la fonction Proj/S(x — Vf(x)).

Si on a sous la main un point x # Proj/S(x — V f(x)) alors on peut construire une
direction de descente d = Proj/S(x — Vf(x)) — x.

L’inconvénient de cette méthode réside dans la difficuté du calcul de la projection.
Néanmoins, dans le cas de contraintes de bornes, sur les variables, alors il est
possible de calculer la projection efficacement, et I’algorithme présente un certain
intéreét.

Contraintes d’égalité non-linéaires

Nous étudions maintenant le probleme

min /().
xeR?

(PCE)§ sous contraintes, (1.22)
h(x) =0,

ou i : R" — R? est différentiable.
On note comme précédemment

S={xeR", h(x)=0}.

Le concept de direction admissible dans S ne peut pas se définir comme pour les
contraintes linéaires, car pour x* € S il peut ne pas exister & > 0 et d € R” tels que
x*+td € 8.

On doit donc définir le concept de courbe admissible. Considérons une courbe x(t)
définie par

{x(t) S, Vie[-o,0], a>0;
x(

0) =x*
Puisque x(z) € S on a h;(x(t)) = 0 pour 1 <i < p et on peut écrire que
oh;(x(t
% — V(O () =0, 1<i<p.

Si on note y = x’(0) le vecteur tangent a la courbe x(7) en ¢ = 0, on a donc
[Vhi(x*)]'y=0, 1<i<p. (1.23)

Cela conduit a la définition suivante
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Définition 1.32 On dit que y € R" est une direction admissible en x* € S s’il existe
o > 0 et une courbe x(t) vérifiant

x(t)esS, Vie[-a,0], a>0;
x(0) =x*
X' (0) =y.

On notera alors y € T (x*).

L’ensemble 7' (x*) définit le plan tangent a S en x*. L analyse faite précédemment
montre que 1’on a I'implication

yeT(x") = [Vh(x")]'y=0, 1<i<p

qui sera insuffisante pour montrer la condition nécessaire d’optimalité. Nous al-
lons donc maintenant nous attacher a montrer sous quelles conditions la relation
(1.23) est une condition suffisante d’appartenance a 7' (x*).

Définition 1.33 On dit que x* est un point régulier pour la contrainte h(x) = 0 si
- h(x*)=0

— Les vecteurs Vhi(x*) sont linéairement indépendants.

Si on note Vh(x*) la matrice n X p

Vh(x*) = [Vh(x¥),...,Vhy(x")],
la condition d’indépendance linéaire des Vh;(x*) peut s’écrire
rangVh(x") = p,
et on a donc [Vhi(x*)]'x'(0) = 0 pour toute courbe admissible x(t).
On a la proposition suivante :
Proposition 7 [38] Si x* est un point régulier pour la contrainte h(x) = 0, alors
[Vhi(x)]'y=0=yeT(x")

Le théoreme de Lagrange

Théoréeme 13 [38] Soitx* € S={x € R", h(x) =0} un point régulier solution
du probleme (1.22), vérifiant donc

fX) < flx), Vxes.
Alors il existe nécessairement un vecteur A € R” unique vérifiant
Vi(x*)+ Vh(x")A =0,
soit encore
V) + Y "AVhi(x*) = 0.
i=1

Les composantes du vecteur A sont appelées multiplicateurs de Lagrange.
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1.2.6 Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker
Probleme avec contraintes d’inégalité

On s’intéresse maintenant au probleme suivant, dit probleme d’optimisation avec
contraintes d’inégalité seulement :

min
xeR”f(X) ’

(PCI){ sous contraintes, (1.24)
g(x) <0,

ou g : R" — R™ est différentiable (il n’y a ici aucune condition sur m). On notera
K I’ensemble des points admissibles, c’est a dire

K={xeR" g(x) <0}

. Au point solution de (PCI) il va de soi que les contraintes actives vérifieront
gi(x*) = 0. Cependant, puisque 1’on ne sait pas a priori quelles sont ces contraintes,
le passage de (PCI) a un probleme du type (PCE) n’est pas direct.

Définition 1.34 On appelle contraintes saturées en x* ’ensemble des indices i tel
que gi(x*) =0, et on note

I(x") = {i: gi(x") = 0}
. On note alors S(x*) I’ensemble

Sx*)={xeR", gi(x)=0, iel(x")}

Le concept de direction admissible se définit comme suit :

Définition 1.35 On dit que y € R" est une direction admissible en x* € K s’il
existe 0. > 0 et une courbe x(t) vérifiant

x(t) €K, Vie[-a,q];
x(0) = x*
X (0)=y.

On notera alors y € C(x*).

Lemme 1 [38] Soit y € R" une direction admissible en x* € K, alors on a nécessairement

Vgi(x)]'y <0, iel(x).
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Comme dans le cas des contraintes d’égalité, on doit définir la notion de point
régulier, qui est nécessaire pour que la condition précédente soit suffisante :

Définition 1.36 On dit que x* est un point régulier pour la contrainte g(x) < 0 si
- 8(x") <0
— Les vecteurs {Vg;i(x*)}'<'™) sont linéairement indépendants.

Sous I’hypothese de régularité de x* on aura, comme dans le cas des contraintes
d’égalité

[Vei(x")'y <0, i€l(x")=yeC(x").
La proposition suivante permet d’effectuer le premier pas vers les conditions de
Kuhn et Tucker.

Proposition 8 [38] Soit x* la solution du probleme (PCI). Alors il existe 1 > 0
tel que

Vx € B(x",e), gi(x) <0, iel(x"),
ou on a noté B(x*,€) la boule de centre x* et de rayon €. Alors x* est la solution

du probléeme

xegl(g}’s)f (%),

(PCE) sous contraintes,
gx)=0, iel(x").

Ce résultat est uniquement di a la continuité de g, et montre que 1’on est locale-
ment ramené a un probleme avec contraintes d’égalité. On peut donc maintenant
énoncer le résultat principal :

Théoreme 14 [38] Soit x* € K un point régulier solution du probléme (PCI).
Alors il existe un unique vecteur u € R? tel que

V) + Y "uivei(x*) = 0 (1.25)
i=1

wi > 0, i=1,....p (1.26)

uigi(x*) = 0, i=1,....p (1.27)

1.2.7 Conditions suffisantes d’optimalité
Définition du lagrangien
Considérons le probleme (PCE) avec contraintes d’égalité.

Définition 1.37 On appelle lagrangien associé au probléme (PCE) la fonction
L:R" x R? — R définie par

LxA) = £(x)+ Y Nihi(x) (1.28)
i=1
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Les conditions de Lagrange peuvent se reformuler a 1’aide du lagrangien : soit x*
solution de (PCE). Alors il existe A* tel que

V.L(x",A") =0,
ou on a noté V, le gradient partiel par rapport a la variable x. Dans la suite nous
ferons I’hypothese que h et f sont deux fois continiment différentiables.
Condition nécéssaire du second ordre pour les problemes (PCE)

Théoreme 15 [38] Soit x* un point régulier solution de (PCE). Alors il existe \*
tel que
V,L(x*,A*) =0,

et de plus pour touty € T(x*), y#0, ona
y'V2 L(x*, 1)y > 0.

Condition suffisante du second ordre pour les problemes (PCE)
Théoreme 16 [38] Soit x* € R" et A* € RP vérifiant les conditions
h(x*) = 0,
V) + Y "M vhi(x*) = 0,
i=1
YVoLLE M)y > 0, VyeT(x"), y#0.

alors x* est un minimum local du probléeme (PCE).

Condition nécéssaire du second ordre pour les problemes (PCI)

Théoreme 17 [38] Soit x* € R”" et u € R™ vérifiant les conditions

gx*) < 0, (1.29)
* m *
V) + Y "uiVei(x*) = 0, (1.30)
i=1
Hi Z 0; = y e M, (131)
,uig,-(x*) = 0, i= yeey M, (132)
YV2L(* Ay > 0, WyeTt(x), y#£0.  (1.33)

oit on a noté Tt (x*) le plan tangent en x* a la surface
St={xeR", g@")=0, icl(x") et u >0}

Alors x* est un minimum local du probleme (PCI).
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M¢éthodes Numériques.

2.1 Méthode des pénalités

Considérons le probleme de programmation non linéaire
(PAC) min{f(z) : zeCCR"},

ou f: R" — R est une fonction continiment différentiable et C un sous-ensemble
fermé de R".

L’idée principale des méthodes des pénalités est la résolution du probleme (PAC),
en construisant une suite de points z; € R” qui sont solutions optimales pour une
série de problémes de minimisation sans contraintes de la forme :

(PSC);  min{f(z)+Pi(z) : zeR"}, i=0,1,2, ...

Les problemes (PSC); sont construits de facon que la suite {z;} des solutions
optimales des problémes (PSC); converge vers la solution optimale Z du probléme
(PAC).

Il y a deux différentes approches majeures pour construire les problemes (PSC);,
ou plus précisemment les fonctions de pénalités P;(.).

La premiere approche, connue sous le nom de "méthode des pénalités extérieures”,
a été proposée par Courant en 1943 [43], au moment ou la plupart des algorithmes
de programmation non linéaire connus a ce jour n’ont pas été encore découverts.
Dans la méthode des pénalités extérieures, les fonctions P;(.) sont choisies de
sorte que leurs valeurs augmentent si le point sélectionné n’appartient pas a C et
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P;(z) = 0 pour tout z € C ou P,(z) — 0 quand i — o pour tout z € C.

Dans la deuxieme approche, appelée "méthodes des pénalités intérieures”, les
fonctions de pénalités P;(.) sont choisies de sorte que les solutions optimales z;
des problemes (PSC); appartiennent toutes a ’intérieur int(C) de 1’ensemble C et
f(z) +Pi(z) — f(z) quand i — oo pour tout z appartenant a int(C). f(z) + P;(z) —
oo quand le point z s’approche, de I’intérieur vers la fronticre de C. C’est pour
cette derniere propriété de la fonction de pénalité que les méthodes des pénalités
intérieures sont aussi connues sous le nom de “méthodes des barriéres”. Par
conséquent, le point initial z° utilisé pour la résolution des problémes (PSC); doit
étre choisi a I’intérieur de I’ensemble C.

Il y a plusieurs situations dans lesquelles les méthodes des pénalités intérieures et
extérieures peuvent €tre combinées.

2.1.1 Meéthodes de pénalité extérieure

La raison pour laquelle on parle de “méthodes” au pluriel au lieu de "méthode”,
est que pour chaque choix d’une famille de fonctions de pénalité P;(.), on aura
un algorithme différent. Ainsi il existe une large classe de méthodes de pénalité
extérieure.

Définition 2.1 Soit C un sous ensemble fermé de R". Une suite de fonctions conti-
nues P/ : R" — R,i =0, 1, 2, ... est dite une suite de fonctions de pénalité
extérieure pour l’ensemble C, si :

Plz)=0, YzeC, i=0,1,2, .. 2.1)
Plz2)>0, Yz¢C, i=0,1,2, .. 2.2)
Pl () >P(z), Vz¢C, i=0,1,2, .. (2.3)
Pl(z) — o quand i— o, Vz¢C. (2.4)

Considérons le probleme (PAC) et soit P/(z), i =0, 1, 2, ... une suite de fonc-
tions de pénalité extérieure pour I’ensemble C. Nous introduisons une suite de
problémes de minimisation sans contraintes (PSC)¢ I, définis comme suit :

(PSC)¢ min{f(z)+P(z):z€eR"} i=0,1,2, ... (2.5)

'indice “e” dans (PSC)¢ signifie extérieur
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Pour assurer I’existence d’une solution pour les deux problemes (PAC) et (PSC)$,
il suffit de faire ’hypothese suivante :
Hypothesel Nous allons supposer qu’il existe un point 7 € C tel que 1’ensemble
Z'={z : f(z) < f(Z)} soit compact.

Proposition 9 Supposons [’hypothese 2.1.1 vérifiée. Alors
1. Le probléeme (PAC) admet une solution optimale. De plus, toute solution
optimale 7* du probléme (PAC) appartient a I’ensemble Z'.
2. L'ensemble {z : f(z)+P/(z) < f(2')} est compact et inclus dans Z'.

3. Vi=0, 1, 2, .., le probleme (PSC)¢ admet une solution optimale apparte-
nant a I’ensemble Z'.

Lemme 2.1 Considérons les problemes (PAC) et (PSC)$, soient m et m;, i =
0, 1, 2, ... définis comme suit

m=min{f(z) :z€ C}, (2.6)
m; = min{f(z) + P/(z) : z € R"}. (2.7)
Alors, on a :
mo <my <mp < .. <m.
Preuve

Pour i =0, 1, 2, ... Soit zi € R" une solution optimale du probléme (PSC)5,
c’est-a-dire
mi=f(zZ)+P(zf) i=0,1,2, ...

Remarquons que ces solutions optimales existent d’apres la proposition 9.

Alors, d’apres (2.1) et (2.3), il en résulte pouri =0, 1, 2, ...
i < f(zi1) FP(zh) < fzi) + P () = i
Par suite, de (2.1) et (2.7), on déduit
m; < f(z) +P(z) = f(2), Vz€C,

etd’ou
m; <min{f(z) :z€ C} =m.
O

Lemme 2.2 Soit C un sous ensemble fermé de R" et soit P/(.), i=0, 1, 2, ...
une suite de fonctions de pénalité extérieure de I’ensemble C. On suppose que les
zi, 1=0, 1, 2, ... forment une suite dans R" convergente vers un point Z.

Sizi¢ C, Vi=0, 1, 2, ... et il existe une borne M < o telle que P!(z;) <M pour
touti=0, 1, 2, ..., alors Z € C.
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Preuve

Supposons que % ¢ C. Par hypotheése, il existe un M < oo telle que P!(z;) € ]0,M]
pouri=0,1, 2, ...
Comme % ¢ C, il résulte d’aprés (2.4), que P}(Z) — oo quand i — oo,
Donc, il existe un entier Ny tel que Py, (2) > 2M. Et comme Py, (.) est continue, il
existe une boule ouverte B de centre Z telle que

3M
Pll\fl (Z) > 7, Vz € B. (2.8)

Notons que BN C est un ensemble vide, du fait que P1/\11 (z) =0, Vze€C. Comme
Zi — Z quand i — oo, il existe un entier N; tel que z; € B pour tout i > N».
Soit N = max{N, N>} ; pour touti > N, z; € B et de plus, d’apres (2.3) et (2.8),

M
Pi(zi) > Py(z) > >

ce qui contredit notre hypothése que P}(z;) < M. Par conséquent, ona % € C.
]
Théoreme 18 [43] Considérons la suite de problemes (PSC)$ définis en (2.5) et
supposons que I’hypothese 2.1.1 est satisfaite. Si les z; sont des solutions opti-
males pour (PSC)¢, i=0, 1, 2, ..., alors tout point limite de la suite {Z} }icn est

une solution optimale pour le probléeme (PAC).

Preuve
D’apres la proposition 9, les problémes (PSC)¢ admettent des solutions optimales
z} qui appartiennent toutes a I’ensemble compact Z', ¥i =0, 1, 2, .... Donc, de

la suite {2} }icN, on peut extraire une sous-suite convergente vers un point Z.
Sans perte de généralité, on peut considérer que la suite {z} }icN converge vers le
point Z. A présent, il y a deux possibilités :

a). il existe un entier N > 0 tel que z; € C, Vi > N.

b). il n’existe pas un tel entier N, dans ce cas la suite {z }icN contient une
sous-suite infinie de points 7, i € K C {0, 1, 2, ...}, tels que z} ¢ C.

Supposons que c’est l’alternative a) qui est vraie. Comme [’ensemble C est
fermé, alors Z € C.

Comme pour tout i > N, zi € C, alors, d’apres (2.1), P/(z7) = 0. De plus, comme
Vi >N, zj sont les solutions optimales respectives des problémes (PSC)$ et comme

f(@)+P(z)=f(z), VzeC,
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alors d’apres le lemme 2.1, on devrait avoir
mi=m=f(z}), Vi>N,

c’est-a-dire, Vi > N, Z; est aussi solution optimale de (PAC).
Comme f(.) est continue, z; — Z et f(z}) =m, i > N, alors

lim f(z;) = f(2) = m,

[—oo
d’ou Z est une solution optimale du probléme (PAC).

Maintenant, supposons que c’est I’alternative b) qui a lieu. Comme 1im; .. Zj = 2
et la fonction f(.) est continue, alors

lim f(z;) = f(2).

|—00
Donc, il existe un nombre M’ €]0, o[ tel que
|f()| <M Viek.

Par conséquent, comme m; = f(z})+ Pl(z}) <m, Vi€ K, alors, d’aprés le lemme
2.1, 0ona
P/(zj) <m+M', Viek,

ce qui signifie que la suite {P/(z}) }ick est bornée par le nombre M =m—+ M.

Donc, d’apres le lemme 2.2, on a Z € C et, par suite,
£2) >m. (2.9)

Mais, pour i € K, on a f(z}) <m— P/(z) et P/(z}) > 0, alors quand i — o, on
obtient
£2) <. 2.10)

De (2.9) et (2.10), on conclut que f(Z) =m, c’est-a-dire ? est solution optimale du
probleme (PAC).

Remarque 2.1

Les fonctions de pénalité extérieure peuvent non seulement étre utilisées pour
transformer un probleme de minimisation avec contraintes en une suite de problemes
de minimisation sans contraintes, mais aussi pour éliminer des contraintes que
certains algorithmes n’acceptent pas.
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Supposons que I’on veut résoudre un probleme non linéaire de la forme suivante :
min{f(z): h(z) =0, g(z) = 0} er que la fonction h(.) est non affine. Suppo-
sons que { P!} icn est une série de fonctions de pénalité extérieure pour I’ensemble
{z: h(z) = 0}, alors sous certaines hypothéses, nous pouvons utiliser plusieurs
méthodes pour résoudre la série de probléemes min{f(z) +P/(z) : g(z) =0}, i=
0, 1, 2, ... pour obtenir une solution du probléme original.

En enlevant uniquement quelques contraintes avec les fonctions de pénalité, nous
espérons obtenir de meilleurs résultats dans nos calculs.

Exemples [38]

a). Soitgj: R" =R, j=1, 2, ..., mdes fonctions continues et C = {z €
R" : gi(z) <0, j=1,2,..., m}.
Fiacco et McCormack (1968) ont proposé de prendre comme fonctions de
pénalité extérieure pour I’ensemble C

Pl(z) = q, f [max{g;(z), 0}]P, i=0,1,2, ...
j=1

ou B > 1 un réel arbitraire et la suite {Q; };cN est strictement croissante de
nombres positifs et qui tend vers o lorsque i — oo.

b). On suppose hj: R" — R, j=1, 2, ..., mdes fonctions continues et C =
{zeR" : hj(z) =0, j=1,2,..., m}.
Les mémes auteurs proposent de prendre
B
2 )

P2) = () P :oci[ile(z))z] i=0,1,2, ...

ou B > 1 un réel arbitraire et la suite {Q; };cn est strictement croissante de
nombres positifs et qui tend vers oo lorsque i — oo.

2.1.2 Méthodes de pénalité intérieure

A présent, on procéde a la résolution du probléeme (PAC) par la méthode des
fonctions de pénalité intérieure.
Hypothese Supposons que :

a). L’ensemble C est fermé, int(C) # 0 et la fermeture de 'intérieur de C est
égale a C. C’est-a-dire int(C) = C # 0.

b). L’hypothese 2.1.1 est satisfaite.
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Définition 2.2 Soit C un sous ensemble de R", qui satisfasse I’hypothése 2.1.2.
Une série de fonctions continues P! : int(C) — R, i=0, 1, 2, ... est dite une
série de fonctions de pénalité intérieure pour I’ensemble C, si :

0< P () <P(), Veeim(C), i=0,1,2 .. @ID
P!'(z) — 0, quand i— oo et Vz € int(C) (2.12)
P/'(z/) — oo, pour toute série {7/} € int(C) (2.13)

telle que 7/ — z* € C,
quand j — o, i =0, 1, 2, ...

oC désigne la frontiére de C.

Considérons la série de problemes (PSC); 2
(PSC);  min{f(z)+P(z):z€int(C)}, j=0,1,2, ..,

ou Pj'-' (.) sont les fonctions de pénalité intérieure pour I’ensemble C.

Lemme 2.3 Conszderons les problemes (PSC) définis ci-dessus et supposons

qu’il existe un 7" € int(C) tel que I’ensemble {z: f(z) < f(")+ P} (")} est com-
pact. Alors pour j =0, 1, 2, ... il existe z; € int(C) qui minimise f(z) + P} (z)
sur [’ensemble C.

Preuve
Soit 7" € int(C) tel que I’ensemble

Z'={z: f(2) < f") + Py (")}

est compact.
Posons

Ci={zeimt(C): f(z) +P/(2) < f")+P/(Z")}, j=0,1,2, ..
OnaVzeCj, z€int(C) et f(z) +P/(z) < f(") + P/ (Z").

= f2) < f(&") +P{ (") - P} (z)
= f(2) < f(&")+ P/ (") (carP](z) = 0).

2Iindice "i” dans (PSC) signifie intérieur.
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Hors, d’apres la relation (2.11), Py (") > P} (Z"), V.
Donc, f(z) < f(Z")+P{(Z"), d’oi z € Z'. On déduit alors, que C; est contenu
dans Z'.

Soit {z} }ien C Cj telle que lim; . z; = z*. Comme f(.) et P} (.) sont des fonctions
continues, alors

lim[f(z}) + P} (z})] = f(z") + P}(z"), j=0,1,2... (2.14)

[—o0
On a {z}}ien C Cj, c’est-a-dire : Vj, i € C;. Alors, z} € int(C) et
@)+ P/ () < f(@")+P/(Z"), j=0,1,2..
D’apres (2.14), on aura

lim[f(z])+ P} (z})] = f(z") + P (") < f(")+ P} (Z"),

[—oo

d’on 7" € Cj (c’est-a-dire que C; est un ensemble fermé).
Donc C; est compact et il existe un z; € C;j qui minimise f(z) + P} (z) sur I’en-
semble C;. Mais pour tout z € int(C) et z¢ Cjona

f(@)+Pj(2) > f(Z") + P} ("),
donc 7} est solution optimale pour (PSC) ;
O

Théoreme 19 [43] Soit z; une solution optimale pour le probleme sans contraintes
(PSC )’], Jj=0, 1,2, ..., et supposons que I’hypothése 2.1.2 est vérifiée. Tout point

limite 7* de la suite {zj} jeN est solution optimale du probléme avec contraintes

(PAC).

Preuve
Pour j=0, 1, 2, ..., soient b; = min{f(z) + P} (z) : z € int(C)},
b=min{f(z): z€ C}.

De la relation (2.11), on a
bo>by>by>--->bj>bj 1 >--->b.

Vu que les b; forment une suite monotone, décroissante et bornée, elle converge
vers b’ > b. Supposons que b’ > b, soit % une solution optimale du probléme (PAC),
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comme f(.) est continue et I’hypotheése 2.1.2.a), il existe une boule ouverte B, de
centre ? telle que BN int(C) # 0 et pour tout 7' € B, on a

_b/—b

f(Z//) < bl 2

Prenons 7" € BNint(C). Alors de la relation (2.12), on a P} (") — 0 quand j — oo.
1l existe un entier N tel que pour tout j > N,
b'—b

4

P]'/(z”) <
donc pour tout j > N,

b'—b
4

bj < f(&")+Pj(") <b' -

ce qui contredit le fait que limj_..b; =b'. Donc on a : b’ = b.

A présent, soit Z* un point limite de la suite {z;} jen, ¢’est-a-dire lim;_o z’; = 7%,
jeKcC{0, 1,2 ...}. Supposons que 7* n’est pas une solution optimale du
probleme (PAC), alors on a f(z*) > b, et donc la suite {[f(z;) —b| + P/ (zj)} jek
ne peut pas converger vers 0. Ce qui contredit le fait que (bj —b) — 0 quand
J— 0. Doncona f(Z*) = b et z* est solution optimale du probléeme (PAC).

Exemples [38]
a). Si on suppose g;: R" — R, j=1, 2, ..., m des fonctions continues et
C={zeR" : gj(z) <0, j=1,2, ..., m}. Supposons que I’hypotheése

2.1.2 est satisfaite. Pour z € int(C), gj(z) <0, j=1,2, ..., m
Une fonction de pénalité intérieure pour I’ensemble C peut s’écrire

L |
Pl(z)=—0; ).

j:lé’j(z)7

z€int(C),i=0,1,2, ...

ou {a; }ien, une suite strictement décroissante de nombres positifs qui converge
vers 0 lorsque i — oo.

b). Ou bien on peut prendre

m
P/(z) = —0; Y log[—g;(z)] zeint(C),i=0,1,2, ...
=1

ou {a; }icn, une suite strictement décroissante de nombres positifs qui converge
vers 0 lorsque i — oo,
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Remarque 2.2
Les o; > 0 sont appelés coefficients de pénalité. Pour o; > 0 quelconque, notons
Z(o;) un minimum de (PSC);>.

Le choix d’une valeur appropriée du coefficient de pénalité ; résulte d’un com-
promis ; d’une part, o; doit étre choisi suffisamment grand pour que le point 7(0.;)
obtenu soit proche de I’ensemble des solutions C (autrement dit, que P;(Z(0;)) soit
suffisamment faible) ; d’autre part, si o; est choisi trop grand, la fonction P;(.)
peut étre mal conditionnée, d’ou des difficultés numériques dans la recherche de
[’optimum du probleme sans contraintes. Ceci explique pourquoi les méthodes de
pénalités sont généralement mises en oeuvre de la facon suivante :

On commence par choisir un coefficient de pénalité oy de valeur pas trop élevée
(pour éviter les difficultés numériques), puis on résout le probleme sans contraintes

min(PSC);.
Z

Soit Z(oty) la solution obtenue. Si la quantité P(Z(o1)) est suffisament faible,
Z(o ) est une bonne approximation de ’optimum, et les calculs sont terminés.
Dans le cas contraire, la pénalité associée a la violation des contraintes n’est pas
assez élevée. On choisira donc un coefficient de pénalité 0, > 01 (par exemple :
oy = 10 x oy ) et on résout le nouveau probleme sans contrainte :

min(PSC);
Z

On réitere le processus jusqu’a avoir une meilleure approximation de 1’optimum
recherché.

Remarquons qu’a chaque étape i du processus précédent, il est avantageux
d’utiliser le point Z(0.i—1 ) obtenu, a I’étape précédente, comme solution de départ
de l’algorithme d’optimisation sans contrainte choisi (gradient conjugué, méthode
de quasi Newton, ...).

2.2 Méthode DC

Dans le domaine de la programmation non convexe, la programmation DC joue
un role trés important, grace a son aspect théorique qu’encore ses applications
pratiques assez larges. une fonction est dite DC si elle peut étre représentée
comme la difference de deux fonctions convexes. Les problemes de programmation

3Valable pour les deux cas, pénalité extérieure et intérieure
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Mathématique traitant avec des fonctions DC sont dites problemes de program-
mation DC.

On présentera dans ce qui suit les principaux résultats de cette théorie, ses appli-
cations, et la méthode de résolution dans le sens de I’optimisation globale. On se
restreint aux approches deterministes et a la classe des programmes DC traitants
avec les fonctions DC.

2.2.1 Les fonctions DC

Afin d’étendre la programmation convexe a la résolution de la plupart des problemes
d’optimisation non convexes de la vie courante tout en continuant a utiliser son
arsenal théorique et numérique, une nouvelle classe de fonctions fut introduite :
la classe des fonctions D.C :

Soit C un ensemble convexe de X.

Définition 2.3 Une fonction f: C C X — RU {+oo} est dite DC sur C si elle
s’écrit
f(x) = g(x) —h(x), pourtoutxeC, (2.15)

ou g et h sont des fonctions convexes sur C.

On note DC(C) I’ensemble des fonctions DC sur C, c’est également I’espace vec-
toriel engendré par Conv(C). Mise a part sa structure d’espace vectoriel, DC(C)
est également stable par rapport aux opérations usuelles utilisées en optimisation.

Si C=1R", alors f est simplement dite une fonction DC.
Une représentation de la forme (2.15) est dite une décomposition DC de f.

Définition 2.4 Soit C un ouvert convexe, f est dite localement DC sur C si tout
point x° de C admet un voisinage V(xo) noté V, tel que pour tout x dans V

f(x)=gv(x)—hy(x) pour tout gy,hy € Conv(V).
Cette définition peut étre réecrite comme suit :

Définition 2.5 On dit qu’une fonction f est localement DC, si, pour chaque xy €
R" e > 0 tel que f est DC sur la boule : B(xp,€) = {x € R": ||x —xo|| <€}

Un résultat important concernant la reconnaissance des fonctions DC vient de
Hartman :

Proposition 10 /28]
Chagque fonction localement DC est DC.

37



Ce résultat clé nous meéne au conséquences importantes suivantes :

Proposition 11 [26]

a). Chaque fonction f : R" — R dont les drivées partielles sont continues est
DC.

b). Soit C un sous ensemble compact convexe de R". Alors chaque fonction
continue sur C est la limite d’une séquence de foncions DC qui convergent
uniformément sur C; c’est a dire, Vc : C — R continue et Ve > 0, il existe
une fonction DC f: C — R telle que |c(x) — f(x)| <€, VxeC

c). Soit f:R" - R DCetg:R— R convexe. Alors, la fonction composé : go f
est DC.

Une sous-classe importante de fonctions de Conv(C) est la classe de fonctions C?
sur R". Cette classe est particulierement importante car les fonctions objectif de
la plupart des problemes d’optimisation de la vie courante appartiennent a cette
sous-classe.

Proposition 12 [44]

Les deux propositions suivantes sont équivalentes

— festdans L2 (C) (le cone convexe des fonctions localement enveloppe supérieure
d’une famille de fonctions de C*(C).)

— f est localement DC sur C avec hy une forme quadratique convexe.
On a le théoreme suivant,

Théoreme 20 [44]
Soit C un ouvert convexe de X.

o Toute fonction localement DC sur C est DC sur C. En particulier toute fonction
de classe C* sur C est DC sur C.

e On a la chaine d’inclusions
Conv(C) C L2(C) C DC(C).

e Si C est en plus compact, alors DC(C) est un sous-espace vectoriel dense dans
I’ensemble des fonctions continues sur C muni de la norme de la conver-
gence uniforme sur C.
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2.2.2 Les problemes de Programmation DC

Les problemes traitant avec les fonctions DC sont dis problémes de Program-
mation DC. La forme générale d’un probleme de programmation DC est donné
comme suit :

min{fo(x): x€X, fi(x) <0, i=1,...,m}, (2.16)

ou fi=gi—h; i=1,...,m sont des fonctions DC (g;, hj i = 1,...,m sont des
fonctions convexes) et X est un sous ensemble convexe fermé de R".
Les problemes

min{c(x): x€X, y(x) <0}, (2.17)

out ¢ est une fonction linéaire, X est un sous ensemble convexe fermé de R" et y
est une fonction concave est dit programme DC canonique.

Chaque programme de type (2.16) peut étre transformer en un programme cano-
nique (2.17) comme suit :

En utilisant une variable additionnelle x,, 1, le programme (2.16) est réécrit comme
suit :

min{x,+1: fo(x) —x,11 <0, x€X, fi(x) <0, i=1,...,m}, (2.18)

Définissons, a présent la fonction DC f(x,x,+1) = max{(fo(x) —xu+1), f1(x), ..., fm(x)}
et soit f = g — h une décomposition DC de f. En utilisant maintenant une autre
variable additionnelle x,_; et en posant :

z = (%Xpp1,%042) ERMT (2.19)
= {zeR"™, xeX, gx,xp41) —Xnp2 <0} (2.20)
W(Z) = Xn42 — h(xaxn-H) (2.21)

on obtient le programme DC canonique suivant :
min{c(z) =x,+1: z€Z, ¥(z) <0},

Pour I’établissement des conditions d’optimalité et le développement des méthodes
de résolution du probleme(2.17), la fonction linéaire c est remplacer par une fonc-
tion convexe. Ainsi, aprés un tel changement, le programme (2.17) est dit pro-
gramme DC canonique généralisé.

2.2.3 Conditions d’optimalité en optimisation DC

On commencera cette section par le rappel du concept de reciprocité de Tikhonov,
initialement introduit pour I’optimisation non convexeet les problémes variation-
nels mal posésConsidérons la paire de programme donnés par :
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wi=inf{w(z): z€Z, y(z) <8} (2.22)

vy =inf{y(z): z€Z, w(z) <n} (2.23)

ouZ CR", w et \y sont des fonctions finies dans R'. Soit Q5 et ‘P:‘] les ensembles
des solutions optimales des problemes (2.22) et (2.23) respectivement.

Définition 2.6 On dit que les problemes (2.22) et (2.23) sont réciproques si Q% =
Wy, ; dans ce cas, on dit aussi que le principe de réciprocité est vérifié.

Proposition 13 [54]
Si Z =RP, w(z) = ||z|| et N = wg alors le pricipe de réciprocité est vérifié pour
n’importe quelle fonction y(z) vérifiant {z € Z: y(z) < Q5} # 0.

On va énoncer a présent un résultat clé a partir duquel on dérive les conditions
d’optimalité

Proposition 14 [57]

Supposons que dans les problemes (2.22) et (2.23) la condition suivante est vérifiée :0 =
Wfl et N = wy. Alors, le principe de réciprocité est vérifié pour n’importe quelle
ensemble Z et des fonctions w et \J quelconques.

On donne, par la suite quelques conditions d’optimalité des problémes d’optimi-
sation traitant avec les fonctions DC, dérivant immédiatement de la proposition
(14).

On commence par introduire les ensembles robustes :

Définition 2.7 Soit Z € R?, f: R” — R et 8 € R. L’ensemble S(Z,f,8) = {z €
Z: f(z) <8} estditrobuste si S(Z,f,8) =cl({z€Z: f(z) <8}), oucl(S) est

la fermeture de I’ensemble S.

Lemme 2.4 [57]
Si dans les probléemes (2.22) et (2.23) la fonction ¥ est convexe, et si la condition
suivante est remplie :

320 € Z telle que w(2®) < w* (2.24)
alors I'ensemble S(Z,w,M) est robuste pour n’importe quel n > w*.

La condition d’optimalité suivante concernant I’optimisation DC canonique généralisée
est un corollaire de la proposition 14. Notons que le programme DC canonique
défini précédemment est un cas particulier du probléme (2.22), on 8 = 0, et les
fonctions w et y sont convexes.

40



Proposition 15 [54]
Supposons que dans le programme DC canonique généralisé

w' =inf{w(z): z€Z, y(z) <0}, (2.25)

I’ensemble S(Z,w,0) ={z € Z: w(z) <0} est robuste et la condition (2.24) est
remplie. Alors un point réalisable 7* est solution optimale de (2.25) si et seulement
si

0=inf{y(z): z€Z, w(z) <w()}. (2.26)

Une classe importante des programmes d’optimisaion DC est la suivante :
w* =inf{g(x) —h(x): x€ X}, (2.27)

ou g et h sont des fonctions convexes de R", X est un sous-ensemble convexe
et fermé de R". La proposition suivante donne une condition d’optimalité du
probleme (2.27) :

Proposition 16 [44]
Supposons que le probleme (2.27) admet une solution. Alors un point x* € X est
solution optimale du probleme (2.27) si et seulement si

3" € R telle que: 0=inf{—h(x)+r: x€X, ,tcRg(x)—1t<gx™)—r")}.
(2.28)

En se basant sur la condition d’optimalité ci-dessus, on peut développer un al-
gorithme de résolution des problemes de type (2.27). En utilisant les notation du
chapitre précédent on obtient la condition d’optimalité géométrique suivante pour
le programme (2.27) :

Proposition 17 [44]
Un point x* € X est une solution optimale du probleme (2.27) si et seulement si

epi(g)x) C epi(hx) (2.29)

o g(x) = g(x) — (g(x™) — h(x"))
La condition (2.29) peut étre réécrite comme suit :

Proposition 18 [44]
Un point x* € X est une solution optimale du probleme (2.27) si et seulement si

deh(x™) C deg(x™), Ve >0. (2.30)
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Remarque 2.3 a). Pour le cas ou X = R", la condition (2.30)devient
deh(x™) C deg(x™) Ve > 0. (2.31)

C’est un des résultats les plus utilisés dans [’optimisation DC et il a été
démontré par Hiriart Urrity [9, 10, 11]

b). Sig=0, le probleme (2.27) est dit probleme de Programmation concave. En
utilisant la fonction indicatrice de X, ce probléeme peut étre réecrit comme
suit :

inf{Ix(x) —h(x): xeR"}, (2.32)
et la condition (2.30) devient
deh(x*) C Ne(X,x™) Ve >0, (2.33)

ou Ng(X,x*) est le cone e-normal de X en x* défini dans (1.1). Il a été
démontré [37] que la condition (2.33) est équivalente aux conditions sui-
vantes :

h(x") = sup{ly(y) —=h"(y) : y € R"}, (2.34)
oh(z) C Ng(X,z) Vze{xeX: h(x)=h(x")} (2.35)

L’équation (2.34) est établie en se basant sur le dual du probleme (2.32).

2.2.4 Dualité en optimisation DC

Considérons le probleme d’optimisation
(Pge) a=inf{f(x) =g(x)—h(x) :x e R"}, (2.36)

ou g :R" — RU{+oo} et h: R" — R sont deux fonctions convexes. Notons que le
probléme de la forme inf{ f(x) = g(x) — h(x) : x € X} peut étre réecrit de la forme
(2.36) en posant g = g+ Ix ou Ix est la fonction indicatrice de X.

Soient g* et h* les fonctions conjuguées de g et h respectivement, et soit

Y ={yeR": h'(y) < +oo}, (2.37)
alors, le probléme de programmation suivant
(Dac) o=inf{k"(y)—g"(y): yeI}, (2.38)

est dit programme dual du programme (2.36) selon Fentchel-Rockafellar.
Avant d’établir la relation entre les problemes (2.36) et (2.38), on donnera quelques
formules pour le calcul des fonctions conjuguées.
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Lemme 2.5 [44]

a). Soitx € R" ety € oh(X). Alors,
h*(y) = (v,X) —h(%). (2.39)

b). Soit g : R" — RU {+eo} une fonction quelconque, et soit h : R" — R une
fonction convexe et soit f = g — h. Alors, la fonction conjuguée f* de f est
donnée par

[ (z) =sup{g"(y+2)—h"(y): yeI}. (2.40)

En utilisant le lemme 2.5, on obtient le résultat suivant qui établit la relation entre
les problémes (Py.) (2.36) et (Dg.) (2.38).

Théoreme 21 [44]

(i) Sile probleme (2.36) admet une solution optimale alors il s’ensuit que
inf{f(x) = g(x) —h(x): xeR"} =inf{h*(y)—g"(v): y€I}. (241
(ii) Le dual du programmme (2.38) s’identifie par le programme (2.36)

En examinant le programme (2.38), et du fait que h* et g* sont convexes, on
constate que ce programme est lui méme un programme DC de type (2.36). On
peut remarquer aussi une parfaite symétrie entre le programe DC et son dual
qu’on résume dans la proposition suivante :

Proposition 19 [44]

(i) Six* est une solution optimale du probléme (2.36) alors chaque y* € oh(x™*)
est une solution optimale du probleme (2.38).

(if) Siy* est une solution optimale du probleme (2.38) alors chaque x* € dg*(y*)
est une solution optimale du probleme (2.36).

On observe la parfaite symétrie entre le probléme primal (Py.) et le probléeme dual
(Dyc) s il va de soi que les résultats établis pour ’un se transposent a I’autre.

On a alors les résultats suivants :

Soient Sp et Sp les ensembles de solutions des problemes (Py.) et (Dy.) respecti-
vement, et posons

Pi={xeS, [oh(x") Cogx')} et D;={y€eSp [dg"(x") C " (x")}

Le théoréme suivant est celui a partir duquel DCA est bati.
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Théoreme 22 [44, 26]

i) Transport de minima globaux :
U{0h(x)| x € Sp} C Sp C dom(h™).

La premiere inclusion se transforme en égalité si g* est sous-différentiable
sur Sp (en particulier si Sp C ri(dom(g*)) ou si g* est sous-différentiable
sur dom(h*) et dans ce dernier cas Sp C (dom(dg*) Ndom(0h*)).

ii) Si x* est un minimum local de g — h, alors x* € P,. L’implication inverse est
vraie si h est une fonction convexe polyédrale.

iii) Soit x* un point critique (x* est un point critique de g — h si oh(x*) Ndg(x*)
est non vide.) de g — h et y* € dg(x*) Noh(x*). Soit U un voisinage de x*
tel que U Ndom(g) C dom(dh). Si pour tout x € U Ndom(g) il existe un
y € 0h(x) tel que h*(y) — g*(y) > h*(y*) — g*(y*), alors x* est un minimum
local de g — h. Plus précisément,

g(x) —h(x) > g(x*) —h(x"), pour tour xe&U\dom(g). (2.42)

iv) Transport de minima locaux : Soit x* € dom(dh) un minimum local de g — h
et soit y* € oh(x*). Sous I’hypothese

y* €int(dom(g")) et dg*(y*) C U, (2.43)

par exemple si g* est différentiable en y*, alors y* est un minimum local de
h* —g*.

Notons que ce théoreme admet sa forme duale grdce a la symétrie observée
dans la section précédente entre le probleme (Py.) et le probleme (D;.). Notons
également que tous ces résultats concernent les composantes DC g et h et non la
fonction f elle-méme.

Proposition 20 Soit f = g —h avec g,h € To(X) vérifiant dom(g) C dom(h) et
ir(dom(g)) Nir(dom(h)) # 0. Soit x° € dom(g)(resp. dom(h)) un point oil g (resp.
h) est continue. Si f est convexe, alors

(i) h est continue en x°

(i) oh(x") = 9g(x°)x0n(x") (AxB={x€ X: x+B CA})
(iii) 0 € df(x0) «= 9hn(x") C Ig(x")
0 # oh(x*) C dg(x™) (resp. 0 #£9g™(y") C Ih* (")), (2.44)
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oh(x*)Nadg(x*) #0 (resp. dg™(y*)Noh™(y*) # 0) (2.45)

La condition (2.44) est dite conditions de Kuhn-Tucker généralisées pour (P, ).
Elle coincide avec (2.45) si h est différentiable en x*. Un point x* vérifiant (2.45)
est dit point critique de g — h.

Pour les programmes DC polyédraux, une condition nécessaire et suffisante pour
qu’un point x* soit un minimum local de g — h est

oh(x*) C dg(x™).

Algorithme d’optimisation DC : DCA

La construction des DCA repose sur la génération de deux suites {x*}; et {y*};
qui sont améliorées a chaque itération de sorte que leur limite respective x* et y*
soient candidates pour étre les optima locaux du probléme primal et du probléeme
dual respectivement. Ces deux suites sont liées par la dualité et vérifient les pro-
priétés suivantes :

a). Les suites {g(x*) —h(x*)} et {g* (y*) — h*(y*)} décroissent a chaque itération.

b). Si(g—h)(xX**1) = (g —h)(x*) lalgorithme s arréte a Uitération k+ 1, et le
point X (resp. Y*) est un point critique de g — h (resp. h* — g*),

c). sinon toute valeur d’adhérence x* de la suite {x*}; (resp. y* de la suite
{yKYx) est un point critique de g — h (resp. h* — g*).

Ces suites sont générées de la maniére suivante : x**t1 (resp. y*) est solution du
probléme convexe (Py) (resp. (Dy)) défini par

(Po) o = inf{g(x) — [A(x") + (x—x*,y")][x € X}, (2.46)

(D) inf{h*(y) = [ O* ) + oy = Dy e vy (2.47)
Comme on peut le voir (Py) (resp. (Dy)) est obtenu de (Py.) (resp. (Dg.)) en
remplacant h (resp. g*) par sa minorante affine définie par y* € oh(x*) (resp.
xk € dg*(y*~1)), DCA conduit au schéma
X+ — yrean(k)
/
P c ag*(yk) N yk+1 € ah(xk+1)

Ce schéma correspond a la forme simplifiée de DCA, et se traduit par I’algorithme
ci-dessous.
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Algorithme DCA simplifié

0. x° donné.

1. Pour chaque k, x* étant connu, déterminer y* € oh(x*).
2. Trouver X*+1 € 9g* (y¥).

3. Si test d’arrét vérifié Stop ; sinon k «— k+1 et aller en 1.

Dans la forme complete de DCA on impose le choix suivant :

X1 e argmin{g(x) —h(x): xe€dg*(*)} (2.48)
Y* € argmin{n*(y) —g*(y): y € oh*(x")} (2.49)
Les problemes (2.48) et (2.49) sont équivalents aux problemes respectifs
X e argmin{ (x,y*) —h(x) : x € dg*(y")} (2.50)
Y € argmin{(*",y) —g*(y) : v € on*(x*)} (2.51)

Les problemes (2.50) et (2.51) sont des problemes de minimisation concave. Ainsi
DCA assure I’appartenance (x*,y*) € Py X D.

Malgré leur apparente simplicité par rapport aux problémes d’origine (Py.) et
(Dyge), ces problemes restent difficiles a résoudre. En effet il s’agit de problémes
de minimisation concave comme nous l’avons déja signalé plus haut, de plus le
travail se fait sur g*(y*) (resp. oh(x¥)). Ces difficultés rendent en pratique I’uti-
lisation de ce schéma presque impossible, excepté pour des cas bien particuliers
pour lesquels la résolution de (2.50) et (2.51) est une tdache facile.

2.2.5 Ecxistence et bornitude des suites générées par DCA

On dira que DCA est bien défini si on peut construire les suites {x*} et {y*} a
partir d’un point arbitraire x° € X.

Lemme 2.6 [2] Les propositions suivantes sont équivalentes
a). Les suites {x*}; et {y*}; sont bien définies
b). dom(dg) C dom(dh) et dom(0h*) C dom(dg”*)

Le lemme suivant établit les conditions pour lesquelles les suites générées par
DCA sont bornées.
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Lemme 2.7 [2] Si (g — h) est coercive *. Alors on a
a). La suite {x*}; est bornée,

b). Si {x*Y C int(dom(h)) alors la suite {y*}; est aussi bornée.

Par dualité, si (h* — g*) est coercive alors on a
a). La suite {y*}; est bornée,
b). Si {y*}x C int(dom(g*)) alors la suite {x*}; est aussi bornée.

Le théoréme suivant établit la convergence de DCA simplifié.

1. On suppose les suites {x*} et {y*} bien définies. Alors on a
(g =M < (0 =g )" =81 < (g—M)(*) =8,  (2.52)
avec
P2 P2
5 = max(%2)ja 2, %2 ).

p1+p2 i _ P2 i _ P>
& = max{Tde"llz, 71||dy" ‘||2+7|Idx"||2, 71||dy" ‘||2+32|Idy’“||2}-

L’égalité (g —h)(xX* 1) = (g — h) (x*) a lieu si et seulement si
Xk € 9g (vF), y¥ € On(x 1) et (py + po)dxk = pidyF ! = pydyk = 0.
Dans ce cas on a

o (g—h)(x**1) = (h* — g*) (YK et x*, X1 sont des points critiques de la
fonction (g — h) tels que

Y e (9g(xX) Nor(xk)) er yF € (9g(x* 1) non(xF1y). (2.53)
o y* est un point critique de (h* — g*) tel que
WA € (9g* (0F) nam* (34)).

o X =k si p(g) +p(h) >0, y*=y15ip(g") >0 et yk =y i
p(h*) > 0.

2. Si o est fini alors les suites décroissantes {(g —h)(xX*) }x et {(h* — g*) (") }«
sont convergentes et ont la méme limite 3 > a.

“une fonction \ est coercive si 1y foo Y(x) = oo
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Si p(g) +p(h) > 0, alors limy_, . {x*"1 —x¥} = 0.
Si p(g*) +p(h*) > 0, alors limy_, | {y**! —y¥} = 0.

On a en plus

Jim {e() +70%) = (¢} =0

Jim (A ) — (@09} = 0

. Si o est fini et si les suites {x*}; et {y*}x sont bornées alors pour toutes
valeur d’adhérence x* de {x*}; (resp. y* de {y*}) il existe une valeur
d’adhérence y* de {y*} (resp. x* de {x};) telle que

(a) y* € (dg(x*)Noh(x*)) et g(x*) —h(x*) =B
(b) x* € (dg*(y*) Noh*(y*)) et h*(y*) —g* (y*) = o
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Rappels sur les jeux.

Introduction

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions relatives a la théorie des jeux
nécessaires pour la suite de notre mémoire.

3.1 Définitions

Définition 3.1 Un “jeu” est une situation ou des joueurs sont conduits a faire
des choix stratégiques parmi un certain nombre d’actions possibles, et dans un
cadre défini a ’avance qui seront les "régles du jeu”, le résultat de ces choix
constituant une "issue du jeu”, a laquelle est associé un "gain” (ou payement),
positif ou négatif, pour chacun des participants.

Remarque 3.1 Un joueur peut étre une personne, un groupe de personnes, une
société, une région, un parti politique, un pays ou la Nature.

Définition 3.2 ”jeux coopératifs et non coopératifs” : un jeu est dit coopératif
lorsque les joueurs peuvent communiquer librement entre eux et passer des ac-
cords (par ex. sous forme d’un contrat). Ils forment alors une coalition et re-
cherchent [’intérét général suivi d’un partage des gains entre tous les joueurs.
Dans un jeu non coopératif, les joueurs (qui ne communiquent pas ou ne peuvent
pas communiquer entre eux) agissent selon le principe de rationalité économique :
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chacun cherche a prendre les meilleurs décisions pour lui-méme (c’est a dire
cherche a maximiser ses gains individuels).

Définition 3.3 ”jeux a somme nulle et non nulle” : un jeu est dit a "somme nulle”
lorsque la somme des gains des joueurs est constante ou autrement dit : ce que
I’un gagne est nécessairement perdu par un autre (échecs, poker...). Les jeux de
société sont souvent des jeux a somme nulle mais les situations réelles sont sou-
vent mieux décrites par les jeux non coopératifs a somme non nulle car certaines
issues sont profitables pour tous, ou dommageables pour tous (vie politique, si-
tuations d’affaires. . .).

Les jeux a somme nulle sont parfois appelés “jeux antagonistes”.

Définition 3.4 “jeux compétitifs et non compétitifs” : un jeu non compétitif est
a l'opposé d’un jeu compétitif tel que par définition, lorsque toute couple de
stratégie (dans le cas d’un jeu a deux joueurs) est tel qu’il fait perdre ou gagner
simultanément a tous les joueurs un gain donné (quand je perds quelque chose
tu perds quelque chose, quand je gagne quelque chose tu gagnes aussi quelque
chose).

3.2 Représentations

1l existe différentes manieres de formaliser la théorie des jeux et de la décision
et ce d’autant plus suivant le type de situations dont il s’agit. Ainsi, nous distin-
guons :

— 1. Les “formes extensives” qui sont des formes synoptiques (arbre, branche,
feuille) utiles a une compréhension simple des stratégies possibles et ou l’issue
d’un jeu est assimilée a une feuille dans laquelle nous retrouvons le vecteur
des gains (ou "payements”) respectif des joueurs. Ce genre de représentation
devient compliquée (longue a dessiner) lors de jeux répétitifs.

— 2. Les "formes normales” qui permettent de réduire considérablement la taille
et le temps de représentation graphique d’un jeu sous forme d’un tableau (ma-
trice) de gains (ou payements” ).

Nous allons par la suite nous restreindre a la représentation d’un jeu sous forme

normale.

3.2.1 Jeux sous forme normale (stratégique)

Définition 3.5 Une stratégie pure du joueur i est un plan d’action qui prescrit
une action de ce joueur pour chaque fois qu’il est susceptible de jouer. On note
par X; I'ensemble des stratégies pures du joueur i et par x; une stratégie pure de
ce joueur.

50



Ainsi, On appelle jeu sous forme normale a N joueurs le triplet

(F, {Xi}ier, {&iticr) 3.1

ou
F =A{1, 2, ..., N} est 'ensemble des joueurs,
N > 2 est le nombre de joueurs.

X; est I’ensemble des actions (stratégies) du joueur ’i”, (i € F).

g X = HNX — R : fonction utilité ou de gain du Jjoueur "i”. L’utilité du
Jjoueur i depend a la fois de son action et des actions des autres joueurs. Soit
x=(x1,...,x,) € X. L'utilité du joueur i sera noté g;(x) = gi(xj;x_;) avec x_; =
(XL5 ey Xim 15 X 1y -+ Xn)-

Exemple : Dilemme du prisonnier

Deux individus (Bonnie et Clyde) sont arrétés par la police pour la complicité

dans un vol a main armée et ils sont enfermés dans deux cellules séparées sans
possibilité de communication.

Chagque individu est interrogé séparément et il a le choix entre nier d’avoir com-

mis le vol ou avouer I’avoir commis avec son complice.

Nous avons donc un jeu non-coopératif avec N = 2 joueurs, F = {1,2} = {Bonnie,Clyde} .
L’ensemble de stratégies de chaque joueur est X; = Xy = {nier,avouer}. Il y a

donc 4 résultats possibles du jeu

X = { x = (nier,nier) ,y = (nier,avouer) ,z = (avouer, nier)t = (avouer,avouer) } .

Les gains des individus représentent leur situation qui résulte des années de pri-

sons auxquelles ils sont condamnés en fonction de leurs aveux et ils sont négativement

liés avec ces années.

— Si Bonnie et Clyde avouent tous les deux leur crime, ils sont condamnés a 8 ans
de prison.

— S’ils le nient tous les deux, ils auront 1 année de prison du fait d’absence de
preuves accablantes.

— Si l'un seul avoue, il est reldché en récompense de sa coopération et I’ autre est
condamné a 10 ans de prison.

Nous avons donc les gains (symétriques) suivants :

- g1(x) = g2(x) = 1
- g1(y) = g2(y) = —10,
- 21(z) = g2(2) = 0,

- g1(t) =g(t) =8
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Avouer i-1,-1) {-10,0)

Bonnie Ner | (0-10) | (6.9

Nous pouvons alors représenter ce jeu sous forme normale, sous la forme d’un
tableau :

Les stratégies de Bonnie sont représentées en lignes et celles de Clyde en co-
lonnes. Les gains donnent d’abord celui du joueur qui est en ligne (Bonnie) et
ensuite, celui du joueur en colonne (Clyde) en fonction des choix possibles de
chaque joueur.

A quel type de solution ce type de situation peut-il déboucher ? La situation que
nous pouvons prédire doit étre une situation a partir de laquelle aucun des joueurs
n’a intérét a dévier. Cela traduit bien une idée d’équilibre. Mais on peut parfois
prévoir le résultat d’un jeu sans se préoccuper directement de 1’équilibre. C’est
aussi le cas de ce jeu. Pour observer cela, regardons les choix possibles de Bonnie
en fonction des stratégies de Clyde :

o Si Clyde choisit de nier, Bonnie obtient —1 en niant et 0 en avouant ;
o Si Clyde choisit d’avouer, Bonnie obtient —10 en niant et —8 en avouant.

Donc quelque soit le choix de Clyde, Bonnie a intérét a avouer. Ce type de stratégie
optimale indépendamment des choix de I’autre joueur s’appelle une stratégie do-
minante. On a alors les définitions suivantes :

Définition 3.6 Une stratégie x; € X; est (strictement) dominée pour le joueur i s’il
. ’ . /
existe une stratégie x; telle que pour tous les profils x_;

gi<xi7x—i) > gi(xiax—i)

Définition 3.7 Une stratégie x; est faiblement dominée pour le joueur i s’il existe
. !
une stratégie x; telle que pour tous les profils x_;

gi(x;,x—i) > gi(xi,x_;)
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Donc, Bonnie a une stratégie dominante qui est avouer. On peut donc imaginer
qu’elle va la choisir et dénoncer son complice par la méme occasion.

Si I’on raisonne de la méme maniére pour Clyde, on observe aussi que avouer est
une stratégie dominante pour lui. Donc on peut raisonnablement prévoir qu’il va
avouer aussi.

Le résultat de ce jeu sera donc (avouer,avouer) qui conduit en fin de compte a la
situation la pire pour les deux joueurs.

L’existence des stratégies dominantes nous simplifie beaucoup [’analyse des inter-
actions. Mais peu de situations correspondent a ce type de stratégies fortes. Pour
ces cas plus généraux, nous devons utiliser un concept d’équilibre plus riche.

3.3 Equilibre de Nash et fonction de meilleure réponse

Définition 3.8 La fonction de meilleure réponse du joueur i est la fonction R; qui
associe a chaque combinaison de stratégies des autres joueurs x_; les stratégies
du joueur i qui maximise son utilité :

Ri(x_i)={x;i€X; t.q. gi(xi;x_;)>gi(x;,x_;) pour tout x; € X;}.

En d’autre terme

Ri(x—i) ={xi€Xi t.q. gi(x;x—;)=maxgi(x;x_;)}.
xiEX,-

Définition 3.9 Un équilibre de Nash dans le jeu non coopératif est une situation
pour laquelle aucun joueur n’a intérét a dévier de sa stratégie d’équilibre étant
donné que les autres joueurs ont adopté leurs stratégie d’équilibre

Définition 3.10 Considérons le jeu noncoopératif(3.1). x* = (x},x* ;) est dite équilibre
de Nash si et seulement si

gi(x*) > gi(xi,x";), VxeX, VieNlN. (3.2)

Définition 3.11 Un équilibre de Nash est un profil x* = (x};x* ;) tel que la stratégie
du joueur i est une meilleure réponse ; c’est a dire

x; € Ri(x*;) pour tout i €N

Remarque 3.2 Un jeu (en stratégies pures) peut avoir plusieurs équilibres de
Nash, mais il peut aussi n’en avoir aucun

Théoreme 23 Théoréme de Nash[47]
supposons que dans le jeu (3.1) :
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— (a)Vie N, X; est un compact convexe de R",

— (b)Vie N, gi:X — R est continue,

— (c)VieN, Vx_;€X_;lapplication x_; — gi(x;;x_;) est concave,
alors :(3.1) admet une situation d’équilibre de Nash, c’est a dire :

W eX tel que g(x*)>gi(xi,x";), Vxi€X;,, ViEN.
Définition 3.12 — Une regle de décision du joueur i est une correspondance
ci: X_;—X;

x_i—ci(x—) CX;

— Supposons que chaque joueur ait choisi sa stratégie du jeu suivant la regle de
décision c; : X_; — X;. Une situation du jeu x € X est dite cohérente par rapport
aux (¢;)ien Si x; € ci(x—;), VieN

Posons
ci: X—X
x—c(x) = Hci(x,,-),
ieN

alors x cohérente <= x € c(x).

— c est dite semi continue supérieurement si¥e >0, Jv(x*) tel que c(x)C
c(x*)+eB,ouB={yecY: |yl|=1}

— ¢ est dite semi continue inférieurement si V{x,} C ¢ convergeant vers x*, et
Vy € c¢(x*), Hyn} € c(xn) telle que nlglgoyn =y*

— c est continue en x si elle est semi continue inférieurement et supérieurement en
X.

Théoreme 24 Théoréme de Kakutani[47]
Soit K C R" convexe et compact, et D une correspondance semi continue supérieurement
tel que : Yx € K D(x) convexe et fermée, alors Ix* € K: x* € D(x*).

Si maintenant on définit la fonction R(x) = (Ryj(x_1),...,Rn(x_p)) des fonc-
tions de meilleure réponse définies ci-haut qui est bien une correspondance, alors
d’apres la définition (3.11) et le théoreme de Kakutani ci-dessus, si X est convexe
et compact et si R semi continue supérieurement tel que Vx € X  R(x) convexe et
fermée, alors Ix* € X tel que x* est un équilibre de Nash.
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3.4 Jeux répétés (superjeux)

Définition 3.13 Un jeu répété est un jeu ordinaire réitéré plusieurs fois de suite.
Par jeu ordinaire on entend un jeu statique (qui se joue une seule fois), appelé jeu
constituant, dans lequel les joueurs choisissent simultanément leurs stratégies.

Définition 3.14 Un jeu répété est la donnée de :

— un jeu constituant (F , {Xi}ticy, {8i}ier) . défini comme dans (3.1),

— nombre de périodes T,

— Unvecteur A= (81, ...,0y) des coéfficients d’actualisation des joueurs. Chaque
d; reflete a combien un joueur valorise son gain de la période courante dans la
période suivante, 0 < 8; < 1 pour tout i € F. Dans les jeux de marchandage,
ce coéfficient est généralement identique pour tous les joueurs (les entreprises)
et est proche de 1.

3.4.1 Les stratégies dans un jeu répété

Nous considérons le jeu répété dans lequel les joueurs font face a chaque période
au jeu constituant défini comme précédemment. La répétition de ce jeu permet aux
Joueurs de conditionner leurs choix présents et futurs sur les choix passés. Cette
interdépendance temporelle peut conduire a des solutions plus coopératives ou
plus agressives que celles observées dans le jeu constituant. La répétition élargit
donc I’ensemble des solutions.

Nous définissons x;(t) comme étant I’action du joueur i ala datet. x(t) = (x1(t),...,x,(t)) €
X est alors le profils d’actions sélectionnés par les n joueurs a la date t et hy =
(x(0),x(1),...,x(t — 1)) Uhistoire du jeu a cette méme date. L’histoire du jeu cor-
respond a I’ensemble des actions que les joueurs ont choisi entre la période ini-
tiale 0 et la période t — 1. Nous avons alors hy € X" ot X" = [s0is X.

dans un jeu répété, le profil d’action sélectionne par les joueurs a chaque période
crée un nouveau sous-jeu qui est entierement défini par I’ histoire a cette date.

Définition 3.15 Dans un jeu répété, une stratégie pour le joueur i consiste en
séquence de regles de décision, une par période. Cette stratégie est notée G; =
(Gi(0)5Gi(1)Oi2)» - - - Oi(r) - - -) Ol Oyyy est la regle de décision du joueur i a la
date t.

La regle de décisions o) est une application de X " vers X; qui spécifie pour
chaque histoire possible du jeu h; une action ou une conduite a tenir a la date t.
Si Xy est 'ensemble des régles de décisions du joueur i a la date t, I’ensemble
des stratégies du joueur i dans le jeu répété est alors ¥; = X; X Y1) X Ejp) X
.... Nous notons ¢ = (G1,...,06,) le profil de stratégies du jeu répété et 6, =

55



((51(,), . 7Gn(t)) le profil des régles de décisions a la période t. On a 6 € X out
Y =T1%.

A ce stade, nous pouvons distinguer plusieurs classes de stratégies selon la place
que [’histoire occupe dans les regles de décisions des joueurs.

les stratégies en boucle ouverte

le joueur ne tient pas compte de I’histoire du jeu. En fait cela revient a dire que
le joueur choisit initialement une séquence d’action (une par période ) et qu’il
applique ce programme quel que soit le comportement de ses rivaux. Le compor-
tement d’un tel joueur peut étre qualifié de myope. Toute la dimension dynamique
du jeu répété est éliminée Une stratégie en boucle ouverte s’écrit 6; = {(x;(;))i =
0,1,...} ou encore 6; = (Gj(),Oi(1),- -+ Oi(s) - --) avec Oy [hi] = Gi(,)[h;-] pour
toutes les histoires h; # h; dans X.

La stratégie en boucle fermée

Les joueurs tiennent compte de [’ histoire du jeu. Initialement, chaque joueur adopte
une séquence de regles de décision, une regle par période. A la période t, il ob-
serve I’histoire du jeu h; et joue I'action prescrite par sa régle de décision o).

Nous pouvons alors avoir 6;)[h] # ;) [h;] pour toutes les histoires hy, h, € X.
Les stratégies en boucle fermée sont une représentation générale de I’ensemble
des stratégies d’un jeu répété et notamment celles en boucle ouverte.

Dans un jeu répété, les regles de décision peuvent prendre des formes extrémement
complexes, puisqu’elles sont supposées spécifier la conduite a tenir dans n’im-
porte quel sous-jeu et face a n’importe quelle histoire. Abreu [17, 18] a proposé
une représentation des stratégies sous une forme plus simple. L’ensembles des
stratégies d’un jeu répété comportant N joueurs sera réduit a seulement (N + 1)
régles d’actions qui sont elles mémes définies par (N + 1) sentiers d’actions. La
détermination des équilibres est ainsi plus facile.

Définition 3.16 Un sentier est une séquence infinie de profils d’actions {x(t)}7
ou x(t) est le profil d’actions sélectionné par les joueurs a la date t.

Dans un jeu répété, les joueurs choisissent a chaque période leurs actions selon
des regles de décisions définies préalablement. La séquence des profils d’actions
sélectionnés au cours du jeu détermine un sentier unique dans le jeu complet. Ce
sentier est une succession de déplacement des joueurs d’un point de décision a un
autre et d’un sous-jeu a un autre.
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exemple de sentier

Soit x* = (x},...,x;) I'équilibre de Nash du jeu constituant. La séquence {x*,x*,...}
({x(t) = x* Vt}) est un sentier stationnaire dans lequel les n joueurs répétent a
chaque période ’équilibre de Nash du jeu constituant.

Un jeu infiniment répété admet une infinité de sentiers. Méme dans un jeu répété
fini, le nombre de sentiers fini devient rapidement élevé. Par exemple, dans le jeu
du dilemme du prisonnier répété dix fois, il existe plus d’un million de sentiers
possibles (410 sentiers possibles).

Définition 3.17 Soit 6 = (5(0),6(1),...,6(t),...) € X un profil de stratégies ou
6(t) = (o1(t),...,0,(t)) sont les régles de décision des n joueurs a la date t.
Le profil de stratégies G génére un sentier noté Q[c| € X* définit par Q[c] =
{qlo](t)};2, telle que :

q0](0) = x(0) = (x1(0),...,%,(0))
glol(r) = o(1)(¢[o](0),4[c](1),...,ql0](t = 1))  pourtout t > 1.

Un profil de stratégies spécifie un profil d’actions initial x(0) € X que les joueurs
choisissent a la période t = 0. Puis, a la date t = 1, ils choisissent un profil d’ac-
tions q[c](1) conformément a leurs régles de décisions 6(1) et en se basant sur
I’histoire du jeu ( c¢’est a dire sur les choix observés a la date t = 0). A la période
t, Uhistoire du jeu est hy = (q[6](0),q[c](1),...,q[c](t — 1)) et q[c](z) est le profil
d’actions spécifiées par les regles o(t).

La valeur présente des gains que génére le sentier Q|G| est égale pour le joueur i

| Gi(1) = Y. "8/5i(q[o](1)). (33)
t=0

ou d est le facteur d’actualisation commun a tous les joueurs.
Nous pouvons aussi noter cette valeur G;(Q[0]). G; est la fonction gain du jeu
répété avec actualisation.

3.4.2 Notion d’équilibre dans le jeu répété

On considere les restrictions suivantes pour le jeu constituant :

Hypothesel : le nombre de joueurs est fini et égal a N.

Hypothese2 : ’ensemble des stratégies X; est compact et convexe.

Les deux hypotheses suivantes concernent les fonctions gains des joueurs
Hypothese3 : la fonction de gain du joueur i, g;(x) € R, est définie, continue et
bornée pour tout x € X et pour tout i € N. Notons que g; est une application de X
vers R
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Hypothesed : gi(t;,x_;) est quasi concave en t; pour tout x_; € X et pour tout
ieN.

Le vecteur des fonctions individuelles de gains s’écrit g = (g1,...,8,) € RV. Le
Jeu constituant caractérisé par [’ensemble des joueurs N, [’ensemble des stratégies
X et le vecteur de gains g et qui satisfait les hypotheses 1 a 4 sera alors noté
L= (%,X,g)

Nous supposons que le jeu T = (F,X,g) est en information compléte. Chaque
Jjoueur connait I’ensemble des stratégies et les fonctions de gains des autres joueurs.
De plus, cette information complete sur ‘F, X et g est une connaissance commune :
chaque joueur sait que les autres joueurs connaissent F, X et g, de méme chaque
Joueur sait que les autres joueurs savent qu’il connait F, X et g et ainsi de suite.
Sous les hypothéses 1 a 4 citées précédemment (continuité et quasi-concavité des
fonctions gains d’une part, convexité et compacité des ensemble de stratégies
d’autre part), I’existence d’un équilibre de Nash dans le jeu constituant est as-
surée. Le théoreme de [’existence d’un équilibre de Nash est le résultat central
dans la théorie des jeux statiques; dans la théorie des jeux répétés, I’équivalent
de ce théoreme est le théoreme du Folk qui sous les mémes hypotheses garantit
I’existence d’un équilibre de Nash.

Si on note le jeu infiniment répété avec actualisation par T = (£,G, F,9) o
G = (Gy,...,Gy) est le vecteurs des gains des joueurs dans le jeu répété.

Définition 3.18 Dans le jeu I = (X,G,N,d), le profil de stratégies G est un
équilibre de Nash si et seulement si pour tout i € N et tout G; € X; on :

G,‘(G) > Gi((fi,(ii). (3.4)

Dans un jeu répété, I’équilibre de Nash est un concept insatisfaisant car il n’est
pas assez exigeant sur les profils d’actions prescrits dans les sous-jeux hors équilibre.
C’est pourquoi les équilibres de Nash d’un jeu dynamique sont toujours soumis
au critere de sous-jeu parfait.

3.4.3 Crédibilité et sous-jeu parfait

La notion d’équilibre de sous-jeu parfait a été définie par Selten [46]. Elle per-
met d’éliminer les équilibres de Nash qui spécifient sur certains sous-jeux hors
équilibre des actions non crédibles.

Un profil d’actions est crédible si chaque joueur a intérét a individuellement a s’y
conformer étant donné que les autre joueurs font de méme. La crédibilité dans un
jeu répété est étroitement liée aux punitions que les joueurs sont censés mettre en
oeuvre lorsque ’'un deux dévie du sentier d’équilibre. Ces punitions sont crédibles
s’il est bien dans ’intérét des joueurs de les appliquer lorsqu’une déviation est
observée.
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De maniere formelle, un profil de stratégies G est un équilibre parfait si c’est un
équilibre de Nash sur le sentier d’équilibre, mais aussi sur tous les sentiers hors
équilibre ou sur tous les sous-jeux possibles. Un sous-jeu étant entierement défini
(ou localisé) par une date t et une histoire hy, nous appelons 6" = (6?’;0'}31.) le

profil de stratégies induit par G sur le sous-jeu qui commence ent aprés [’ histoire
h; et Z?’ I’ensemble des stratégies du joueur i dans ce méme sous-jeu.

Définition 3.19 Le profil de stratégies sigma est un équilibre parfait pour le jeu
répété I = (X,G,N, ) si et seulement si :

1. G est un équilibre de Nash sur ’ensemble du jeu I'"™ :
Gi(0) > Gi(G;,0;) pour tout i € N et tout G; € ¥;.
2. o’ est un équilibre de Nash pour tout t et toute histoire h; :
Gi(o') > G,-((fi,cf.") pourtout i€ N , toutt =1,... h et tout G; € Z?’.

Un profil de stratégies d’équilibre parfait du jeu I'™ peut étre pensé en terme
de sentiers et de régles spécifiant un sentier initial Q°, un sentier Q' en cas de
déviation du sentier QO, un sentier Q2 en cas de déviation du sentier Ql, R 7/ 7}
sentier Q' en cas de déviation du sentier en cours Q' ~'. On mesure la complexité
que peut prendre un tel profil si le sentier prescrit apres la t*"¢ déviation dépend
de I’histoire entiere du jeu, de la date de cette déviation, de son ampleur ou de
I’identité du coupable. La recherche d’un équilibre parfait nécessite de prendre
en compte toutes les histoires possibles et toutes les séquences de déviations finies
ou infinies. Cette tdche dépasse de loin les capacité de calcul du théoricien des
Jeux et encore plus celles des joueurs en présence du jeu.

Le mérite d’Abreu [17, 18] était de proposer des profils de stratégies simples qui
facilitent la détermination des équilibres parfaits et qui fournissent une représentation
assez juste des comportements stratégiques des joueurs dans le jeu répété.

3.4.4 Profils de stratégies simples

L’idée d’Abreu est de restreindre le nombre de sentiers possible du jeu a seulement
N+ 1 sentiers. Les joueurs se déplacent sur ces sentiers selon les regles explicitées
dans la définition suivante :

Définition 3.20 Un profil de stratégies simples (PSS) est un ensemble de regles
de décision entierement définies par N + 1 sentiers (QO, ..., ON) et qui vérifient
les conditions suivantes :

1. De commencer sur le sentier Q° a la date t = 0.
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2. De suivre Q° aux dates suivantes si aucun joueur n’a dévié unilatéralement
de ce sentier.

3. De passer sur le sentier Q' dés que le joueur j dévie unilatéralement de
sentier en cours Q' (i=0,1,...,N).

4. de rester sur le sentier Q' si Q' est le sentier en cours et si aucune déviation
n’est observée ou si deux joueurs ou plus ont dévié simultanément de Q'.

QO est le sentier d’équilibre que les joueurs veulent soutenir initialement et Q' est
le sentier de punition qui s’impose a tous les joueurs lorsque le joueur i dévie.
Les régles de décision d’un PSS sont indépendantes de I’histoire passée, mis a
part Uidentité du dernier déviant. Elles sont fondées simplement sur la comparai-
son entre les actions prescrites sur le sentier en cours et les actions réellement
sélectionnées. Si a la période précédente tous les joueurs se sont conformés aux
actions prescrites, les joueurs restent sur le sentier en cours. Si un des joueurs
a dévié du sentier en cours, la regle suggere de démarrer (ou de redémarrer) la
punition a [’encontre de ce joueur.

Les regles de décision proposées par Abreu sont symétriques (6;(t) = 6 (t) pour tout i #

J) et stationnaire a partir de la date t =1 ((6;(t) = 6;(1) pour tout t). L’ensemble

d’information pertinent pour mettre en oeuvre ces regles se limite au sentier en

cour et au profil d’actions observé a la date ou période précédente.

De manieére formelle, Si le sentier Q' est défini par Q' = {q'(t)}>_, pour tout

i=0,...,n, alors un PSS 6 = (0y,...,0,...) caractérisé par les N + 1 sentiers

(Q°,...,0N) satisfait :

(i) Ent =0, 5(0) =¢"(0).

(ii) Ent>1,sic(t—1D)[h_1]=q'(t—1)etsix(t—1)=q'(t—1) pouri=0,...,n
et 1<t, alors 6(t)[h_1,4'(t — 1)] = ¢'(z) (regle de décision en I’absence
de déviation a la période précédente).

(iii) Ent > 1, sio(t—1)[h_1]=q' (t—1) et si 3j,k € F, j+# k tels que x;(t —
1) # q;(’c —1) et x(t — 1) # gi(t— 1) alors o(t)[h—1,x(t — 1)] = ¢'(7)
(regle de décision en cas de déviations multiple a la période précédente)

(iv) SiJitel que xi(t — 1) #o(t — 1)[h—1] et x;(t — 1) = &(¢t — 1) [ly—1] pour tout
j #ialors o(t)[h—1,x(t)] = ¢'(0) (régle de décision en cas de déviation
unilatérale a la période précédente)

Enii), il est dit que si a la date t — 1, les joueurs sont depuis (T— 1) périodes sur le

sentier Q' (ils ont donc déja joué q(0),q(1),...,q(t—1)) et que chaque joueur se

conforme a la téme qetion de ce sentier en cours, I’ensemble des histoires a la date

t se réduit a (N + 1) histoires caractéristiques. La premiére histoire correspond

a la situation dans laquelle personne n’a dévié ou plus de deux joueurs ont dévié

du sentier en cours a la date précédente. La deuxieme histoire correspond a une
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déviation du joueur 1 dans la période précédente,. . ., la (N + 1) histoire a une
déviation du joueur N a la période précédente.

Le PSSc(Q°,...,QN) défini par (N +1) sentiers et (N + 1) histoires caractéristiques
permet de dériver N autres profils de stratégies simples. Pour tout i € F, soit
c'(Q',...,0Y) =0o(Q,0',...,0V) le profil de stratégies simples induit par une
déviation du joueur i a la période précédente. Il est identique au PSS 5(Q°, ..., Q")
sauf dans le sentier qu’il prescrit initialement (Q' au lieu de 0°). Un PSS G(QO, ey QN)
est alors parfait si ce profil et les N profils induits sont des équilibres de Nash.
Nous devons donc vérifier que pour tout i et tout 6'(Q',...,0V), aucun joueur
ne peut obtenir un meilleur gain en déviant de sa stratégie. Cette tdche est faci-
litée par un résultat central de la théorie des jeux répétés selon lequel si aucune
déviation d’une période n’est profitable alors aucune séquence finie ou infinie de
déviations n’est profitable.

3.4.5 Le principe de déviation unique

Considérons le gain et le colit d’une déviation d’une période. Une telle déviation
consiste pour un joueur a ne pas respecter le sentier en cours puis a se conformer

a sa punition. Si le sentier en cours est Q/(j=0,...,N) et ce depuis T périodes, le

joueur i obtient un gain actualisé a G;(Q’;t) = Y. 8"gi(¢’(T+x)) en ne déviant
x=0

pas.

En revanche, s’il dévie pendant une période du profil d’actions ¢’ (%), puis se
conforme dés la période suivante a sa stratégie d’équilibre son gain actualisé est
au plus égal a maxg;(t;i;q’ (7)) + 8G;(Q").
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En effet apres la déviation, le jeu s’engage sur le sentier Q', destine & punir le
joueur i. Cette punition a une valeur présente de G;(Q') = Y. “8"gi(¢'(x)) pour

X=
le joueur i.

Posons g (q) = mt?ngi(li; q-i) le gain maximum que peut obtenir le joueur i lorsque

les autres joueurs choisissent q_;. Etant donné le sentier Q) en cours depuis T
périodes, aucune déviation d’une période n’est profitable si pour tout i on a :

Gi(0';7) > g%(¢' (v)) +8G;(Q). (3.5)

Apres réorganisation, cette inégalité peut s’écrire sous la forme suivante :

gl (¢’ (1)) — &i(¢’ (1)) <B[Gi(Q)s1+1) - Gi(Q)), (3.6)
avec Gi(Q/;1+1) = gomﬁxgi(qi(’t+x+ 1)).

Le terme de gauche dans 1’inégalité (3.6) est le gain net d’une déviation d’une
période et le terme de droite le coiit d’opportunité de cette déviation. Si ce coiit
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est supérieur au gain attendu de la déviation pour tous les joueurs et pour tous
les sentiers, alors aucune déviation d’une période n’est profitable.

Proposition 21 [/8]
Le profil de stratégies simples 6(Q°,...,QN) est un équilibre de sous-jeu parfait
si et seulement si pour touti € F ett=0,1,...:

g/ (q' () — gi(q’ (1)) < 8[Gi(Q';1+1) — Gi(Q)], (3.7)

Une condition nécessaire et suffisante pour avoir un équilibre parfait en stratégies
simples est que les déviations d’une période soient non profitables pour les N
Joueurs le long des N + 1 sentiers possibles.

Cette proposition est fondamentale en théorie des jeux répétés. Sans ce résultat,
toute caractérisation des équilibres parfaits serait quasi impossible.

Nous définissons X¥ C ¥ comme I’ensemble des profils de stratégies d’équilibres
parfaits du jeu infiniment répété 1I'"™.

MP = {Q[o]/c € I} est alors I’ensemble des sentiers générés par des profils
de stratégies d’équilibre parfaits (MY C X*). Si Q € M?, Q est alors appelé un
sentier d’équilibre parfait.

Lemme 3.1 [/8]
Si ™™ satisfait les hypothéses 1 a 4 alors ¥ est non vide.

Suivant un facteur d’actualisation donné, la caractérisation de I’ensemble des
équilibres parfaits ¥ ou de I’ensemble des sentiers d’équilibres parfaits MY passe
par la recherche des punitions les plus séveres possibles. En effet, une fois connues
les pires punitions pour chacun des joueurs, on peut déterminer I’ensemble des
sentiers d’équilibres Q° que les joueurs peuvent suivre sans étre incités a dévier.

Définition 3.21 Un code pénal simple (Q',...,Q") est un n-vecteur de profils
de stratégies simples {c'(Q',...,0"),...,6"(Q',...,0")} ou le profil simple '
décrit la conduite a tenir pour punir le joueur i.

Définition 3.22 Un code pénal optimal est un n-vecteur de profils de stratégies
{c!,...,0"} tel que :

Gi[6'] = min{Gi[o]/ 6 € ¥} pourtouri=1,...,n. (3.8)

Le profil G est le pire équilibre parfait en terme de gains pour le joueur i. Il
prescrit la punition la plus sévere que peut se voir infliger le joueur i de maniére
crédible. Notons G; = G; [6']. A la suite d’une déviation, aucun joueur ne peut étre
tenu a un gain actualisé inférieur a G;.

1l est claire que I’équilibre Nash est un code optimale. ainsi la pire punition a
infliger a un déviant consiste a sélectionnant la stratégie de Nash.
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Concurrence oligopolistique et
modélisation.

Introduction

Dans ce chapitre, on discutera des principaux modeéles de la concurrence oligopo-
listique dans un marché d’un bien homogene. On donnera une bréve synthese des
modeles basés sur la concurrence en quantité, pour ensuite passer a la concur-
rence en prix et on terminera le chapitre par I’élaboration d’un modele pour la
sélection du vecteur prix réalisant I’optimum pour les entreprises dans le cas de
possibilité de collusion (sorte de coopération pour réduire la concurrence et faire
plus de gains).

4.1 Eléments de microéconomie

La micro-économie étudie le comportement des agents économiques individuels et

I’agrégation de leurs actions dans différents cadres institutionnels. Cette définition

sommaire introduit quatre catégories de base :

— L’agent individuel qui est traditionnellement un consommateur ou une entre-
prise.

— Le comportement de I’agent, qui est guidé par un objectif consistant en la maxi-
misation de [’utilité pour le consommateur et la maximisation du profit pour
[’entreprise.
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— Le cadpre institutionnel qui décrit les options dont disposent chaque agent.
— La méthode d’analyse de I’agrégation des comportements des différents acteurs
dans un cadre donné par le biais de la notion d’équilibre.

4.1.1 Propriétés d’un marché concurrentiel (Concurrence par-
faite)

On distingue plusieurs propriétés :

o L’homogénéité du produit : Les biens sont parfaitement identiques, ce qui fait
comme conséquence :
— Chaque consommateur est prét a acheter le bien chez n’importe quel
producteur.
— Aucun agent ne peut imposer son prix (de vente ou d’achat) sur le marché.

o La libre entrée : ce qui a comme conséquence le fait que des profits positifs
attirent de nouvelles firmes (nouveaux concurrents).

o La transparence : tous les agents sont parfaitement informés sur les prix aux-
quels s’effectuent les transactions. Comme conséquence, les transactions
s’effectuent a un prix unique : le prix du marché.

Comme conséquence a ces propriétés, la détermination du prix du marché est
relatif au comportements des agents.

4.1.2 Notions d’offre et demande globale et équilibre de marché

Considérons un marché concurrentiel de n consommateurs et N firmes.

Demande globale[33]

La demande individuelle du consommateur i est notée : x' (p), i=1...n.
A un prix donné p, la quantité totale demandée sur le marché est égale a la somme
des quantités demandées par chaque consommateur :

La supposition que D'(p) < 0 est diie au fait que si le prix augmente, la demande
du consommateur diminue, ce qui fait que D (p) est une fonction décroissante en

p-
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Offre globale[33]

Pour un prix p et une offre de chaque firme notée q; = F (p) ,j=1...N., les
quantités totales offertes sur le marché sont alors données par l’offre globale :

N
o(p)=Y q;, O(p)>0.
=1

De méme, la supposition O' (p) > 0 revient au fait que I’ offre augmentera stirement
avec [’augmentation du prix, ce qui fait d’elle une fonction croissante en p.

4.1.3 Notion de I’équilibre du marché

L’équilibre d’un marché concurrentiel résulte de la confrontation de I’ offre et de
la demande (figure 4.1). Cet équilibre se définit par :
— un prix p* pour le bien,
— une liste des firmes actives choisies a partir de la liste de toutes les firmes
potentiellement actives ; pour chaque firme, un plan de production tel que
— chaque firme maximise son profit en prenant le prix p* comme une donnée,
— pour chaque firme active, ce profit maximal est non-négatif,
— chaque firme inactive ferait au mieux des profits non-positifs si elle décidait
de devenir active,
— Doffre totale des firmes actives, qui est la somme de leur plan de production
au prix p*, est exactement égale a la demande de marché a ce prix. c’est-a-
dire que D(p*) = O(p*) = O*.
A Uéquilibre, il n’y aura aucun demandeur dans I'impossibilité de se procurer la
quantité qu’il veut, et aucun offreur ne se trouvera dans l’'impossibilité de vendre
ce qu’il entend vendre : personne ne sera “insatisfait” relativement a ses actions.
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Q*

F1G. 4.1 — L’équilibre du marché concurrentiel

4.2 Cournot et la concurrence en quantité

Considérons un marché ou N firmes produisent et vendent un bien homogene.
La production, supposée égale a sa vente, de la i firme est notée g;. Q =
Y. qi représente la production industrielle, c-a-d la production totale de toutes
icF

les firmes, ou lF = {1,... N}.

Soit p le prix du marché, alors la fonction demande inverse de ce marché est
p=f(0).

On fait I’hypothese que f est deux fois continiiment différentiable, décroissante et
coupe les deux axes des abscisses et des ordonnées.

Chaque firme a une fonction de coiit production, c;(q;), supposée deux fois continiiment
différentiable, non négative et convexe dont la premiere dérivée est positive.
Ainsi, la fonction profit de la i firme est définie en fonction de g = (qi,...,qn)
comme Ssuit :

i(q) = qif(Q) —ci(qi), i=1,...,N. (4.1)

L’objectif de la i firme est la maximisation de son profit étant donnée la pro-
duction q—; = (q1,---,9i—1,4i+1,---,qN) de ses rivaux, c’est a dire :

max I (qirq—i) - (4.2)

La condition d’optimalité d’ordre 1 pour le probleme (4.2) serait :

0
— £(0) +qia—£(Q) (g =0. 43)

oIT;

66



La condition du deuxiéeme ordre est
9211,
— < 0. 4.4)
g}

Application Pour un peu apprécier la solution du probleme ci-dessus on considére
I’application suivante :
— La fonction de coiit de la firme i est supposée de la forme

Ci(CIi):Ci'Qi7 izla"'7N7

— La fonction demande inverse sera de la forme

f(@)=a—p-0, (4.5)

ot o et 3 sont des nombres positifs.
Notons que de telles fonctions sont les plus utilisées dans les applications mi-
croéconomiques.
La fonction profit devient dans ce cas

i(q)=qi-0—qi-p-Q—ci-gi,i=1,...,N. (4.6)
La condition d’optimalité du premier ordre s’écrit donc
oIl;

N
% =a—2Bg;i—B Y “qj—ci=0,
9 j=Ti#

ce qui donne
N
a—c—p ¥ g,
. J=1j#
qi - 2
p
On remarque que q; est fonction des quantités des autres firmes rivales a la firme
a—ci—B ¥ Mg
j=LjAi

i, ¢’est a dire ¢ = Ri(q—;) ou Ri(q—;) = - 23

Cette fonction fut appelée par Cournot la fonction de réaction de la firme i. Elle
nous donne la meilleure réaction pour la firme i pour chaque niveau de production
concurrent, c’est pour ¢a qu’on l’appelle aussi fonction de meilleure de réaction.
On remarque aussi que la condition du second ordre donne

9%I1;
oq?

=-2B<0.

Etant donné qu’il existe N firmes sur le marché, on distinguera N fonctions de
réaction. la solution optimale relativement a tous les problemes des firmes est un
vecteur R(q) des fonctions Ri(q—;), c’est a dire R(q) = (R1(q-1),-..,Rn(g—N))
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L’équilibre de ce marché doit étre une situation telle qu’une fois atteinte, aucune
firme ne doit avoir envie de s’éloigner de cet état; aucune firme ne doit avoir la
possibilité d’améliorer son profit en produisant différemment étant donné que les
autres firmes produisent leurs quantités d’équilibre.

Soit ¢ un tel vecteur. Nous devrons avoir dans ce cas q5 = Ri(q“ ;) : la quantité
qui maximise le profit de la firme i étant donnée la production d’équilibre rivale,
pour tout i = 1... N. Un tel vecteur q° est dit équilibre de Cournot. Ce dernier
représente le point d’intersection entre les différentes courbes des fonctions q; =
Ri(q—i) ; c’est donc la solution du systeme d’équations q5 = Ri(q“;), i=1,...,N.
C’est un point fixe de la fonction vectorielle R(q) ; ¢’est a dire ¢° = R(q°), ce qui
définit bien, d’apres le théoréeme du point fixe, un équilibre de Nash dans un jeu
non coopératif.

Dans notre cas, ¢¢ vérifie le systeme d’équations suivant :

a-c;i—B ¥ Vg
Jj=Lj#i

c __
ql_ 2[3

Une premiere caractéristique de I’équilibre est qu’aucune firme ne peut améliorer
son profit en déviant de sa stratégie d’équilibre étant donné que les autres firmes
adoptent leurs stratégies d’équilibre. Une deuxieme propriété de 1’équilibre de
Cournot est donné dans le théoréme suivant :

Théoreme 25 [22] Un oligopole satisfaisant les hypothéses suivantes admet un
équilibre de Cournot unique :

1. hypothese 1 : La fonction demande inverse du marché, f(Q), est définie et
continue pour tout Q > 0. De plus, 3Q telle que pour tout Q > Q, f(Q)=0
et pour tout Q < Q  f(Q) > 0. Finalement, f(0) =p < oo, et Y0 < Q <
Q, f admet une dérivée premiére négative et dérivée seconde continue.

2. hypothese 2 :

(a) La fonction coiit de la i firme, c;(q;), est définie et continue pour
gi > 0 avec ¢;(0) > 0,

(b) ci(q;) est strictement croissante, c’est a dire : C. (g;) >0, Vg; >0 Vi€
F

(c) C!(qi) existe et continue pout tout g; > 0
3. hypothése 3 : Pour tout g; >0 et Q < Q, on a f'(Q) +qif"(Q) <0 et
f(Q)-c(0)<0, Vi=1...,N

Une derniére propriété de I’équilibre de Cournot est donnée par le théoreme sui-
vant :
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Théoreme 26 [22] Si ¢ > 0, alors 3q* > 0 telle que I1;(qg*) > I1;(¢°).

Ce théoreme établit que si I’équilibre de Cournot est un point intérieur a l’en-
semble des stratégies (FIG.4.2), alors il ne donne pas des Profits Paréto opti-
maux. Les conditions du théoréeme assure que I’équation (4.3) soit satisfaite, ce
qui donne
Jll; _ caf(Qc)
8qj — 4 aqj

<0, Vi,j i#]j

/' | ‘-\ Les praductions Paréto aptimales
|

FIG. 4.2 — Productions Pareto Optimales

Ainsi, il est clairement possible de croitre tous les q; simultanément d’un petit
montant € pour lesquels les profits des firmes augmentent. Dans le langage de
la théorie des jeux non coopératifs, si le gain de chaque joueur est une fonction
continiiment différentiable relativement aux stratégies des joueurs, I’équilibre non
coopératif est un point intérieur de ’ensemble des stratégies, et le jacobien du
systeme des gains évalué a I’équilibre est non singulier, alors 1’équilibre est non
Pareto optimal, la raison pour laquelle les praticiens regardent ce dernier comme
désagréable.

Bertrand et la concurrence en prix

En révisant les travaux de Cournot, Bertrand cite deux défauts : premierement,
les entreprises, a cause de la non optimalité de 1’équilibre se feront certainement
la collusion pour faire de meilleurs profits et deuxiemement, méme si les firmes ne
devraient pas coopérer, elles devront faire des choix de prix en plus des choix des
quantités de production.
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Le deuxieme point soulevé est tres important, car il est tres difficile de concevoir
la maniere dont devront étre déterminés les prix, si ces derniers ne sont pas fixés
par les firmes.

Bertrand, sous I’hypothese que les produits sont homogenes, pointe sur le fait que
les consommateurs feront leurs achats chez les firmes qui vont offrir le coiit le
plus faible. Il stipule qu’il ne peut pas y avoir d’équilibre a n’importe quel prix
en dessus de zéro. c’est seulement le cas ou tous les prix sont nules qu’aucune
firme n’a intérét a altérer son choix de prix. Par contre, si elles décide de choisir
des prix positifs, chacune essayera de choisir un prix qui rivalisera au choix des
autres firmes. En effet, une petite diminution du prix de la firme d’un petit montant
€, sous I’hypotheése que les consommateur vont acheter chez ’entreprise offrant le
plus faible prix, fera gagner cette derniere une grande partie des parts des autres
firmes du marché.

Variation conjecturelles de Bowley

Par I’exemple de deux firmes et au moyen de graphes, Cournot discute la stabilité
de son équilibre. 1l stipule que chaque réaction d’une firme est une fonction de
la stratégie de ’autre firme et il montre ainsi la convergence de cette suite de
fonctions vers les meilleures réponses ainsi a son équilibre p©.

A base de cette idée, Bowley (1924) réécrit I’équation (4.3) comme suit :

oIL; / / dq .o
9 = f(Q) —cilai) +aif (Q)aiqj =0, j#i 4.7)

Le terme f' (Q)% = 0 est dit variation conjecturelle de Bowley. Donc d’aprés
Bowley, la politique q’une firme suit est affectée par la politique suivie par les
autre firmes du marché.

Grdce a cette hypothése, et en résolvant de nouveau le systeme, un nouveau
équilibre peut étre défini.

4.3 La concurrence en prix

D’apres Bertrand, les firmes, en plus du choix de la quantité, elles doivent aussi
faire face au probleme majeur que pose la fixation du prix du bien sur le marché.
On commence ces modeéles par celui de Sweezy qui est basé sur une représentation
particuliere des courbes de la demande inverse relatives aux firmes dites courbes
DD’ et dd' de Chamberlin.
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Les hypotheses de Sweezy et Stackelberg

Chamberlin présente une nouvelle représentation des courbes de demandes qu’il
appela les courbes DD’ et dd'.

La courbe DD' représente la demande auquelle fait face une firme en fonction
de son prix sachant que les derniers changements en politique de prix étaient au
méme taux de changement que p;.

La courbe dd', quand a elle, représente la demande auquelle fait face une firme en
fonction de son prix sachant que les taux de changement des prix sont constants.
Sweezy, en 1939, grdce a ces célebres courbes de Chamberlin, propose un nou-
veau équilibre pour l’oligopole correspondant a l’intersection des deux courbes.
Pour mieux comprendre la nature de I’équilibre de Sweezy, supposons un vecteur
prix p* dominant. La firme est présumée penser que si elle croit son prix, elle
devra le faire relativement a dd’, ainsi, toutes les autres firmes maintiendront
leurs prix constant. Si par ailleurs elle décroit son prix, les autres la suivront
par le méme montant, ce qui fait qu’elle doit bouger le long de DD’ lorsqu’elle
pensera décroitre son prix.

Sous ces conditions, la firme ne pourra pas faire de bénéfices positifs apres le
changement de prix, si :

oIL;(p*) ~oILi(p)
—= <0< . 4.8)
dg; ]_Zl dq (

Ainsi, tout prix vérifiant I’équation (4.8) est un équilibre de Sweezy.
Friedman([23] fait la remarque qu’un tel équilibre est insensé dans le cas statique
que si p* qui vérifie I’équation (4.8) est annoncé avant qu’il prenne effet sur le
marché et ainsi permettre au autres firmes de réagir, mais ce dernier aura un sens
dans le cas dynamique. Il révele alors un point d’insatisfaction.

Von Stackelberg, par le biais d’un exemple de duopole, a imaginé une situation o
une des deux firmes a une idée précise du comportement de son concurrent : elle
connalit parfaitement sa fonction de réaction et elle ’integre dans son processus
de décision. On appelle alors cette firme le leader ou le meneur.

Suite a sa décision de production, son concurrent réagit en maximisant son profit
et donc en suivant sa fonction de meilleure réaction ; elle se contente de “suivre”
le comportement du leader et pour cette raison, on [’appelle le suiveur.

Dans ce cas, le suiveur considere que ses décisions n’ont aucun impact sur le
comportement du meneur. 1l est donc le seul a avoir des conjectures de Cournot.
Le duopole de Cournot correspond donc a une situation ou les deux firmes ont un
comportement de suiveur.
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Si la firme 1 est le meneur, son probléme est le suivant :

IgﬁxII1(p1,pz),

sous contrainte,
p2=p5(p1),

ou p; (p1) est la fonction de réaction du suiveur.
Le meneur essaie donc d’atteindre le niveau le plus élevé de profit tout en respec-
tant la fonction de réaction du suiveur.

Une fois que le meneur détermine sa stratégie pj, le suiveur détermine la sienne
par le biais de sa fonction de meilleure réponse Ry(p7).

Friedman, propose un modele sur le choix des prix basé sur la notion d’équilibre
de Cournot. Il a fait une étude similaire a celle de Cournot en considérant cette
fois que les firmes font leurs décisions de prix et propose un équilibre de Cournot
en prix :

Le prix de la i firme est p;, ainsi le vecteur des prix est p = (p1,...,pn). La
fonction de demande inverse pour la ﬁrme i est qi = Fi(p), avec F; deux fois
contintiment différentiable, en plus 9 <0 et 9 50 pour tout j # i. Ces hy-

potheéses assurent que les ventes de la ﬁrme i decrozssent lorsque elle augmente
son prix, et augmente lorsque les firmes adverses augmentent aussi leurs prix. De
plus, si chacune d’entre elles augmentent leurs prix d’un méme montant, elle au-
ront une diminution des ventes. Finalement, on suppose aussi qu’il existe des prix
tres grands pour lesquels les ventes sont nulles.

On sera donc intéressé par les vecteurs prix pour lesquels la demande est positive.
Soit alors

Ai={p>0: F(p)>0} (4.9)

etsoitai={p e cl(A;): F(p)=0}

Les hypotheses gouvernant la demande sont comme suit :

Hypothese(4) :

— F; définie, continue et bornée ¥p > 0. En plus, elle est deux fois continiiment
différentiable pour tout p > 0, excepté pour p € LjJa e

— Sip€aj, j=ii,...,ixetp&aj, j=ikq1,...,inalorslesdérivées secondes
de F; existent au point p relativement aux indices iy1,...,IN.

— Toutes les dérivées sont bornées et, si F;(p) =0, p ¢ cl(A;) toutes les dérivées
des Fj, j=1...,N au point p sont nulles.

2
_PourpE(A,ﬂAj), ]#zaF >0, et pour p € (AiNA;,N...NA;,), an(zp)

op;
Z ko

ap ap <0
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— A = [INA, est borné.
i=1
La fonction profit dans ce cas est donnée par la formule :

Ii(p) = piFi(p) —ci(Fi(p)), i=1,...,N. (4.10)

Une caractéristique essentielle de I’hypothése sur le systeme de demande est
I’unicité du maximum p* pour la fonction I1;. Ainsi, Ap* € A telle que: Fi(p*)=
0, Vietpourtoutp#p*, peA, F(p*)>O0pouraumoins une firme.

Un équilibre au sens de Cournot peut étre défini[22].

p¢ est un équilibre de Cournot en prix si et seulement si

IL(p°) > (pi, p°;), V¥pi>0, e Vi=1,...,N. 4.11)

Une fois encore, la propriété fondamentale de cet équilibre est que quand toutes
les firmes j # i choisissent leurs stratégies p?, la firme i ne pourra faire mieux que
de choisir pj et ceci pour tout i, ce qui définit bien un équilibre non coopératif de
Nash.

Un sous ensemble particulier de I’ensemble A; est d’un intérét particulier est :

A ={pecl(A): pi>c(F(p), i=1,...,N}

C’est I’ensemble des vecteurs prix de cl(A;) pour lesquels le prix de la firme est
au moins plus grand que sont coiit marginal. Ainsi, pour tout p ¢ A}, le revenu
total de la firme est inférieur a son coiit variable total si ses ventes sont aussi
positives. Alors, a I’équilibre, p¢ € A} ou p§ = p}, Vi

Posons A* = HNA* A= HNint(Al’-‘).
=1

Une derniere conszderation importante a prendre en compte est le prix pour lequel
les ventes de la i firme est nulle, soit pl?L. Ce prix satisfait alors (p;“,O) € a;.
On a alors les hypothéses suivantes pour la fonction profit :

— Hypothese(5) : Vp € int(A}), i 5’( )
vité de la fonction profit relativement a p; dans la région ou le prix de la firme
n’est pas inférieur a son coiit marginal. Elle est utiliser pour montrer [’exis-

tence d’un équilibre de Cournot.

— Hypotheése(6) : Vp € A" i g}

lisée pour assurer que 1’équilibre est un pomt ﬁxe d’une fonction pour ensuite
montrer [’unicité.

— Hypothese(7) : p? > ci(F(p?,0)). Cette hypothése annonce que, peu importe
quels prix sont choisis par les autres firmes, le prix le plus profitable pour la
firme i est celui pour lequel ses ventes sont strictement positives. C’est une
condition pour laquelle le plus petit prix pour lequel sa demande est nulle est
un prix en dessus de son coiit marginal a un niveau de production nul.

< 0. cette hypothese annonce la conca-

Z N a 1 ( ) < 0. Cette hypothese est uti-
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On donne ci-apres quelques théoremes qui régissent le conditionnement précédent

Théoreme 27 [22]
Sous les hypotheéses 2, 3 et 5, le modéle (4.11) admet un équilibre de Cournot.

Théoreme 28 [22]

Sous les hypothéses 2,4, 5 et 7, les prix et les niveaux de productions sont stric-
tement positifs pour n’importe quelle firme et pour n’importe quel équilibre de
Cournot.

Théoreme 29 [22]
Sous les hypotheses 2,4, 5 et 6, I’équilibre pour ce modele est unique. Si de plus
I’hypothese 7 est vérifiée, alors tous les niveaux de production et tous les prix sont

positifs.

Théoreme 30 [20]
Soit p¢ un équilibre de Cournot pour le marché satisfaisant les hypotheses 2 et 4,
avec p¢ < p*. Alors, le profit obtenu a I’équilibre n’est pas Paréto optimal.

Ce dernier théoreme montre que dans la plupart des marchés oligopolistiques,
I’équilibre Cournot est Paréto dominé.

4.4 Passage aux modeles dynamiques

Les modeles dynamiques de d’oligopole sont des modeles oiui la structure temps
apparait et les équilibres sont tous de type non coopératif. Par structure temps,
on sous entend la prise en charge des histoires passés du marché. On distingue 4
types de modeles dynamiques :

— Le premier type appelé modeles a fonction de réaction traditionnelles : ils
dérivent leurs inspiration a partir de la discussion de la stabilité des modeles
de Cournot 1927. Stackelberg 1934 et Fellner 1949 ont suivit cette ligne d’in-
vestigation, mais sans formaliser le role du temps, mais le plus important point
soulevé, et celui dans les modeles a différentiation de produits oii les comporte-
ments relatif aux choix des firmes sont des fonctions continues, p;; = ¥i(p;—1)
donnant le prix de la firme i a la période t comme une fonction des choix de la
période précédente t — 1.

— Le deuxiéme type est les modeles ou les changements de prix sont coiiteux
développés par Marshak et Selten (1978). lls considerent les firmes qui font
face a un choix de prix, maximisant un flot escomptés de profits en prenant en
compte qu’un changement de politique de prix de période en période peut étre
coliteux.
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— Le troisieme type sont les modeles appelés “jeux résumés” pour lesquels les
mémes auteurs Marshak et Selten montrent [’existence d’équilibres coopératifs
menant a des profits Paréto optimaux.

— Finalement, on trouve les modeles a structure temporelle dépendante oii le pro-
fit serait dépendant de la période précédente et courante.

Le plus célebre de ces modeéles est celui proposé par Friedman [23] connu sous

le nom de stratégie de déclic ou Grim trigger. C’est un modéles menant a des

équilibres coopératifs. Dans ces modeles, les firmes cherchent a maximiser un flot
de profits actualisés, sans associer des colits aux changements de prix.

Soit p* un prix qui prescrit un profit plus élevé que celui prescrit par I’équilibre

Cournot p°. Ainsi, le principe est tres simple, chaque firme i choisit dans la

période t le prix p} si toutes les firmes j # i ont choisit a la période t — 1 les

prix pjf. Si, par ailleurs, a la période t — 1 il existe une firme qui a dévié de p}f

alors la firme i va choisir p5.

On décrit alors le mode de comportement suivant :

pi1=1pj, Vi=1...
- f i siij:p’;, j=1...,N, t=12..., Vt>2.
Pit = p;, ailleurs .

4.12)

C’est un mode qui utilise les PSS définis dans le chapitre précédent.

4.5 Collusion et modélisation

Les paragraphes précédents révelent plusieurs points critiques régissant la concur-
rence oligopolistique :

x Il'y a plusieurs équilibre dans le jeu,

* [’équilibre de Cournot-Nash s’avere ne pas répondre aux exigences des firmes
qui souhaitent réaliser le profit le plus grand possible.

En effet la théorie des jeux répétés montre que I’ équilibre Cournot-Nash est Paréto
dominé, en plus Friedman dans son modele dynamique basé sur 1’équilibre de
Cournot en prix montre que les interactions répétés entre les firmes peuvent mener
a des équilibres Paréto optimaux.

En fait I’ensemble des équilibres dans le jeu répété est défini par [27]

Q={qeX:m(q) > (1-8)m;(q)+3nf, Vi e F}
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En général, il y a un nombre de questions techniques associées a l’ensemble 2,
telle que s’il est vide ou pas, les relations entre ses éléments q est la stratégie de
Nash ¢, les relations entre les profits associés ;(q) et le profit de Nash T, et la
dépendance de d. Le résultat simple suivant dresse ces questions.

Proposition 22 [27]

soit & € [0 1] arbitraire. Supposons que I’équilibre de Cournot-Nash est unique,
pour tout q € Qg, on a les résultats suivants

- ()i (q-i) =7 > mi(g) — 7 > (1 -8)(m (¢-i) —mf) =0

- (b)mi(q) > (1= 8)77 (i) + 8nf = mi(q) > f ;

— (c) Excepté pour d = 1,

*

7 (g—i) > i = mi(q) > 7§
de plus, Qo = {¢°} et

Qi ={q=(q:) €X :mi(qiq—i) >, Vi€ F}
Finalement, pour tout 0 < 8; < 6 <1, Q5, C Qj,

On a alors la proposition suivante :

Proposition 23 [27]
Si il existe g € X tel que

V() (qa—q°) >0, VieF, (4.13)

o, Vs ;(q) = mi(q) — (1 — 0)w; (q—i), alors une amélioration de Pareto existe.
Par amélioration de Pareto on entend un vecteur quantité qui Pareto domine le
vecteur d’équilibre Cournot.

De tous les modeéles discutés précédemment, celui de Friedman basé sur les pro-
fils de stratégies simples définie par (4.12) est le plus important a cause de sa
structure simple. Il consiste a sélectionner la stratégie la plus profitable pour les
entreprises et la rejouer indéfiniment tant qu’une déviation n’est enregistrée. Une
fois une firme dévie du sentier collusif (p*,p*,...), les firmes réagiront de fagcon
a infliger au déviant la pire punition et ce en optant pour l’équilibre de Cournot-
Nash.

Les accords étant interdits entre les firmes, se pose alors le probleme : étant donné
que les firmes sont conscientes que la collusion est bénéfique et qu’elles sup-
portent cette derniére et que les accords sont interdits, elles devraient sélectionner
un équilibre qui arrangera au mieux les objectifs des firmes ; I’objectif de chaque
firme étant guidé par la maximisation de son propre profit. Comment devra étre
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la sélection ? Rappelons que le modele de Friedman de la section (4.4) considere
cette situation et pose le probleme du choix de p*.

Le premier modele proposé consiste en la maximisation du profit joint sur [’en-
semble des stratégie des firmes. Cet approche fut critiqué par plusieurs auteurs
sur deux cotés : le premier point est que la solution optimale de ce probleme peut
tomber sur un point qui n’est pas un équilibre, et donc que les firmes ne voudront
pas implementer, et le deuxieme est qu’il n’est pas toujours vrai que les firmes
maximisent leurs profits joints tels que la somme des profits dans une situation ou
les accords sont interdits.

Harrington, dans [27], propose comme solution a ce probleme la résolution du

programme suivant :

m_ax| |(mi(q) — =), (4.14)

9€Q e

on ¢ = m;(q°) est le profit prescrit par I’équilibre de Cournot.
Rappelons bien que la fonction m;(q) est définie comme dans (4.1), avec les fonc-
tions ci(q;) sont supposées convexes pour tout i =1...,N.
On remarque bien que le travail d’Harrington est basé sur le modele de Cournot et
la concurrence en quantité. Il consiste a chercher le vecteur quantité qui maximi-
serait I’objectif de négociation de Nash dans I’ensemble des quantités d’équilibre
dans le jeu répéte.
On suivra le travail d’Harrington et on essayera de trouver le vecteur prix qui
arrangera au mieux les objectifs des firmes.
On se propose alors de modifier le probleme ci-dessus, en considérant la méme
analyse que Friedman a fait pour le modeéle de Bertrand dans la section (4.2).
Au fait Friedman a considérer le fait que dans le modele de Cournot a la fonction
demande inverse p = f;(Q) on peut établir que q; = F;(p).
A base de cette idée, on se propose alors de résoudre le probleme d’optimisation
suivant :

m ax| | (m:(Fi(p)) — ), (4.15)
PEQ R
on ¢ = m;(p°) est le profit prescrit par I’équilibre de Cournot en prix.

Q={peX :m(F(p)) > (1-8r;(Fi(p)) +dnf, Vic F}
ouF(p)=(Fi(p),....Fn(p)) et F-i(p)) = (Fi(p),- .-, Fi-1(p), Fix1(p);-- -, Fn(p)

4.6 Conclusion

Le chapitre suivant discutera la solution de ce probleme via [’optimisation et ce
dans le cas ou la fonction demande inverse et du coiit total sont linéaires.
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Résolution du jeu de collusion.

Introduction

Comme on I’a vu dans le chapitre précédent, on souhaite résoudre le probleme de
négociation de Nash sous contrainte que les stratégies de la solution doivent étre
des prix d’équilibre.

Considérons donc N firmes qui se font la concurrence d’un bien homogene oi
chaque firme doit prendre une décision de prix.

Le profit de la ieme firme étant défini comme dans (4.10), I’objectif de négociation
de Nash relatif a ces firmes consiste en la maximisation des déviations positives
qu’engendrent [’altération des stratégies des firmes de leurs stratégies d’équilibres
de Cournot-Nash vers d’autres stratégies d’équilibres engendrant de meilleurs
profits pour les firmes, c’est-a-dire

max| | (IL;(p) —1II}), (5.1
PEQ
oulF ={1,...,N} est ’ensemble des indices des firmes.

C 3 y 2 7. 1SN .
I est le profit engendré par I’équilibre de Nash pour la ieme firme dans le jeu
statique.
p=(p1,...,pN) est le vecteur des stratégies des firmes ou p; € X; est la stratégie
de la iéeme firme, et X; est I’ensemble des stratégies de la ieme firme.

pEX, onX=[IX
i€l
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Considérons I’ensemble Q des quantités d’équilibre dans le jeu répété défini comme
suit[22] :

Q={peX:Ip) > (1-d)IT(p_;)+ I, Vi e F}, (5.2)

ou IT; (p—;) est le profit maximum que peut réaliser la firme i étant donné la
stratégie p_; des autres firmes, c’est a dire, c’est le profit correspondant a la
stratégie p; telle que

I(p;, p—i) =0; (p—;) = maxIL;(p;, p—i). (5.3)

Di€X;

Nous allons voir la résolution du probléme (5.1) dans le cas ou la fonction F;(p)
dans la fonction profit est linéaire, de la forme

F(p) =a;— (B, p), (5.4)

N * | ] ] * *
onoy € RY, B =(BY,....By) e RE x...xRL
La fonction colit est aussi linéaire et elle est égale a :

ci(Fi(p)) = ki- Fi(p), (5.5)
ou k; est le coliit fixe relatif a la firme i,

Fonction profit
La fonction profit devient

Ii(p) = (o — (B', p)) (pi — ko). (5.6)
En posant z; = p; — k;, la fonction profit est réécrite comme suit :
i(p) = (o4 — (B',z+Kk))zi

onz=1z1,...,2n) etk = (ky,...,ky) .
Apres changement de variable de t; = o; — (B', k) on obtient

. N .
i(p) = —Biz; — Y. " Bzjzi +tizi,
=

ou bien
I;(p) = Z Aiz+tizi,
ol .
0 0 —B’l 0 0
0 ... 0 —B5 0 ... 0
A= 0 ... 0 —B5 0 ... 0

0 ... 0 =By 0 ... 0
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En posant

0 0 / 0 0
0 0 50 0
0 0 3 0 0
D — P : P : .
’ Br - By 2B By - Bi
O ... 0 By, O 0
0O ... O By 0 ... 0
la fonction profit est finallement écrite
—1
I;(p) = TZtDiZ +1izi. (5.7)

Cette matrice n’est pas définie. En effet considérons par exemple le mineur prin-
cipal suivant
1 i 0 B
D I )
( (I ) B 2B
Calcul de IT! (p_;)

La condition d’optimalité du premier ordre pour le probleme (5.3) nous donne

aH(PiaP—i)
api

=—(B))* <o0.

= —2Bipr — (BLis p—i) + (0 +k;) =0
d’on . .
. (o +kit) =B, p—i)
4 2B;

En remplacant (5.8) dans la fonction profit (5.6) et en appliquant le changement
de variable 7 = p — k, on obtient

(5.8)

1
AR
Si on définit le vecteur Bi = (0,B" ;) la fonction (5.9) peut étre réécrite en fonction
de 7 comme suit :

I (pi) = o ((BLpnzet) — 1) (5.9)

. 1 ;. 2
11 (p-) = 45 ((B’,z> _z,-) . (5.10)
Sous forme matricielle
1 /1 .
0 (pi) = — (—ZtLiz—Zt,(B’,z) +t~2) , (5.11)
1 4Bl 2 l
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ou L; est la matrice carrée symétrique définie positive suivante

(B> BBy .. BB, O BB, .. BiBY
BB B BB 0 BB B
L | BB BB, o (B2 O B IBZH BB

0 0 0 0 0 ’

BBM BEB§+1 B§+1B§f1 0 (Bi+1)2 §+1va
B’iva BBy .- BBy O BBy - (BN
et ’ensemble Q est réécrit comme suit :
1 1-8 (1-98)t; (1-9) _
Q={zeRV: D; iZi i SIS <0, i=1,...
(e 2Dt (g e (hae (e W)+ g+ :
et en posant
=Dt (L
bi = ( 1258,")[3’ (tz:) (5.12)

ou (t,0) = (o,...,0,t,0,...,0)".
On obtient finalement la forme simplifiée de Q

1
Q:{ZGRN: EthiZ_<bi7Z>+Ci§O7 l:177N}

Caractérisation de ’ensemble X

Comme on l’a signalé en haut, X = [] Xj, ot chaque X; est ’ensemble des stratégies
icF
de la firme i considéré convexe. Enl;lus, on suppose que les firmes choisiront :
— Un prix positif;
— Le prix choisit devra donné une vente positive ; c’est a dire que les firmes n’au-
ront pas a choisir des prix pour lesquels elles ne vendront rien.
Soit alors p;“ le plus petit prix pour lequel les ventes de la firme i sont nulles.

X; peut étre donc représenté comme suit :

=[0,p]] (5.13)
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et ’ensemble X sera donc
X =1[0,p{]x...x[0,p§] = [ 1[0, 7. (5.14)
icF

Suivant le changement de variable 7 = p — k on transforme [’ensemble comme
suit :
X={zeRV: —k<z<z'}, (5.15)

oz =pt—k
Le programme du jeu de collusion devient alors
(

N
min— ¥ log(—32'Diz+ tizi —TI)

i=1

(P)<{ sous contraintes

%ZtQiZ— < bj,z>+¢; <0, i=1,...,N,
zeX.

\

On discutera deux approches de résolution du programme (P) basées sur le prin-
cipe de pénalité.

Dans la 1°™ approche, on construira un algorithme basé sur une pénalité intérieure
et le schema de ’algorithme dit algorithme du gradient projeté. Dans la 2°¢
approche, on va essayer de résoudre le programme (P) aprés utilisation d’une
pénalité extérieure pour le systeme des contraintes, en utilisant le schéma D.C.A.

5.1 Premiere Approche : Algorithme(PPA)(Penalized
Projection Algorithm)

Si on applique une pénalité intérieure pour les contraintes %zt Qiz— < bj,z >
+c; < 0 du probleme, On obtient le probleme suivant :

N N
> . 1 t c 1 t
P rzrél)?—;log(—iz Diz+tizi —TI§) — Uji;log(_iz Qiz+ < bi,z > —ci),

ou {U,;} sont choisis de telle sorte qu’ils convergent vers 0 quand j — oo
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Ainsi, on obtient un programme de minimisation d’une fonction non linéaire sous
contraintes linéaires.

Ce programme peut étre réécrit comme Suit :
. & vl eyl U;
min — Y log[—(-1) (32 Diz—tizi + 1) (52 Qiz— < biyz > +¢i) ).
¢ i=1

Soit

1 1 .
filz) = _(_1)UI(§ZtDiZ_liZi +Hf)(§ZlQi2— <bi,z> +ci)
fi est différentiable, car elle s’écrit comme le produit de deux fonctions différentiables :
Vfi(z) = —(—1)Yi[(Diz+tie:) (3Z' Qiz— < b,z > +¢i) Y1)+ (Qiz—bi) (57 Qiz— <
bi,z > +ci)Um V(3 Diz — iz + 1)), (1)

avec e; == (0,...,0,1,0,...,0)
Le log f; est aussi différentiable et on a :

dlog fi(z) 1 .
3 _f,-(z)vf’(z)'

Les Uj sont choisis telle que

lim U; = 0. (5.16)

J—

5.1.1 Description de I’algorithme PPA

Choisir Uy > 0 et résoudre le probleme

N
1 1
: Uj -t c t U
rzrél)?—i_z 1log(—(—l) JEZ Diz—tizi—i—Hi)(Ez Qiz— < bi,z> +ci)j

avec la méthode du gradiant réduit.

Si la solution obtenue est une bonne approximation de la solution de (P)
S’arréter

Sinon Choisir Uy < U et recommencer [’itération.
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1

On peut choisir Uj = ainsi —(—1)Vi = —(=1)% = —(-1) =1

onda

1
2pj+1’

1 L 1 1 N
Vfi(z) = (DiZ‘Hiei)((EthiZ_ <bi;z>+c;) +m(QiZ—bi)(§z’Qiz— <bi,z>+c) )

Qiz—b;
12 Qiz— < b,z > +¢

1 1
Vfi(z) = (QZtQiZ— < bj,z > +¢;) P [(Diz+tie;) +

(Diz+tie;) (52 Qiz— < bi,z > +¢i) + (Qiz — by)
%ZtQiZ— <bj,z>+c¢;

]

1 L
= (EZtQiZ— <bi,z>+c;) 7|

Enoncé de Ualgorithme :

— Etape (0) : Choisir p > 1,6 > 0,2°, poser k=0;

— Etape 1 : Calculer pouri=1,N :

1
af = E(Zk)’QiZk— < bi,7* > i,
1
bf = 5 () D — iz} + 105,
— calculer : N . )
1 D7 —t¢ 5 A D
pk =— Z(af‘) rEs| (( iZ )a; :‘(QIZ ) ),
i=1 ai
vk — pr*
N BE(Qh) e
— Etape? :
— Si VK < e alors s’arréter ; 7* solution.
— Sinon Z¥*!' = Proj /X {ZF — V—kl}
£ T

— Poserk=k+1,p=10p et aller en (1)

— Etape3 : Fin.
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Calcul de
Vk

I}
XX b (07T

Proj/X{z*—

X={zeRN, —c<z<z7"}
La projection d’un vecteur y sur un ensemble E est définie par :

Proj/E(y) = min(|ly —x|))?
x€E
Dans notre cas,

y si —c<y<z'
Proj/X(y) =
0 sinon.

L’algorithme peut étre réecrit comme suit :
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— Etape (0) : Choisir p > 1,& > 0,:%, poser k=0;

Etape 1 : Calculer pouri=1,N:

1 1 :
ak = E(Zk)tQiZk— <bi, > +ei;  bf= E(Zk)[DiZk — iz +TI;
— calculer : N P k
1 (Diz" —17)ai + (Qiz" — b;)
pr==Y (a7 (= — ),
i=1 a;
vk = i

1
Yy of (o)

Etape2 :
— Si Vk < g alors s’arréter ; z¢ solution.

— Sinon

— Pouri=1aN faire

- si—¢; < zf < zf alors

vk
Pl = g L
N k(1) 2pT
|Zi:110g(ai (bi) )

— sinon zﬁ-‘ =0;

?

— Poser k =k+ 1 etalleren (1)

— Etape3 : Fin.

5.2 Approche basée sur DCA- Algorithme DCPA (DC
Penalized Algorithm)

Dans cette section, on va essayer, de transformer le programme (P) de telle sorte
que DCA soit applicable.
L’ensemble X peut étre réécrit de la maniere suivante

X={zeR"¥: z>—-cet z<7"}.

En rajoutant une variable d’écart ey € RN pour la premiére inégalité, et une autre
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variable d’écart ey pour la deuxieme inégalité de X et en posant

A— —In Iy Onxn
In Onxn  In

ou Iy est la matrice identité d’ordre N et Oy« et la matrice carrée nulle d’ordre
N, et
¢ c
x=1| e |,etB= ( o+ ) . L’ensemble X est maintenant réécrit sous forme
€2

matricielle comme suit
X={xeR¥: Ax—B=0}
En augmentant les matrices D; et Q; comme suit
Di:=( D; Onxn Onxn )
Qi:=(0i Onxn Onxn ),

et les vecteurs b; par
bi
b,‘ = ON N
On

le programme (P) se réécrit comme suit

ren[élsllv - g\le log(—%xtDix—k tix; — IT)
X

sous contraintes
I Qix— < bj,x>+¢; <0, i=1,...,N,

Ax—B =0

En ramenant le systeme des contraintes dans la fonction objectif par pénalité
extérieure on obtient le programme auxiliaire suivant :

N N N
1 1
min — ) log(—ix’D,-x+t,~x,- —1IIY) +ock[z max{0, Ex’Q,-x— <bj,x>+ci}+ Z(Al-x—B,-)z)]
i=1 .

x€R3N i=1 i=1
(5.17)
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o est le coefficient de pénalité et il doit étre choisit telle que :

lim o = oo (5.18)

k—so0

Les A; représentent les vecteurs lignes de la matrice A et les B; les composantes
du vecteur B.
La fonction objectif de ce programme et non convexe Soient alors

N
1
filx) = —Zlog(—ixtDix—I—tixi—Hf)
i=1

N
1
Hx) = ot Z max{0, ExtQix— < bj,x > +ci}
i=1

(Ax—B;)?)

™=

f3(x) = ock‘

1

1

La fonction f3 est une forme quadratique définie positive car Vx € R3N  x
0 YV, (Aix—B)?) >0, doii la convexité de f;

f>» n’est pas convexe, mais elle s’écrit comme le maximum entre O et une fonc-
tion quadratique non définie. Pour cette derniére on va essayer de trouver une
décomposition dc. On alors la proposition suivante

Proposition 24 [26]
Si f est une fonction dc a valeurs finies sur C alors la fonction f* = max{0, f}
est une fonction DC sur C.

En effet, si f = g— h alors il suffit d’écrire f* = max{0,g —h} = max{g,h} —h,

on obtient ainsi une décomposition dc pour f+ en posant gy = max{g,h} et hy = h

Pour trouver une décomposition dc pour la fonction f, on se servira de la décomposition
dc pour la forme quadratique %xtQix— < bj,x > +c;.

Pour obtenir une décomposition dc pour cette derniere, on se servira de la décomposition
proposée par Pham Dinh Tao et Le Thi Hoai An [52].

Soit la forme quadratique suivante

flx)= %xth—F < b,x > +c;,

ou Q est une matrice symétrique non définie.
Une décomposition dc pour f(x) s’écrit sous la forme f(x) = g(x) — h(x), on

§6) = [¥0r+<br>tetpdl,
h(x) = [pxX'Ix].
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et p est choisit comme suit : p > —\y, ou M est la plus petite valeur propre de la
matrice Q et I est la matrice unité de méme dimension que Q.

Dans notre cas, la forme quadratique dans la fonction f, est non définie a cause
de la matrice Q; = D; + (14[5’8)]4” qui est non définie car elle contient la matrice
D; non définie.

En posant p; > —Nl, avec les 7‘i1 est la plus petite valeur propre de la matrice D;,
et en posant

1
gi(x) = ExtQ,-x—l— pix' Ix— < by, x > +c;, (5.19)
hi(x) = pixlx, (5.20)

on obtient une décomposition dc pour la fonction f.

En ce qui concerne la fonction non convexe fi, il est tres difficile de trouver une
décomposition dc. Pour remédier a ce probleme on propose de remplacer cette
derniere par une approximation convexe représentée par le développement de
Taylor d’ordre 1.

L’approximation de Taylor d’ordre 1 de la fonction fi au voisinage d’un point x°
est donné par l’équation

1

log((x°) Dix® +1x) —TI§) + :
[ g(( ) I e’ l> log((xo)tDixo—HiX?—H;)

Mz

Ji(x) =~

~.
—_

Posons
L) = log((x°)Dix® +1:x) — 119,

; 1
LY = i —(Dix° +tiey)".

Onali(x’) eR et lg (xY) € R3N. f| est réécrite comme suit :

Z +12 )(x—xo)].

Finalement, on obtient le programme dc suivant :

min  g(x) —h(x), (5.21)

xRN
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ol

N
gx) = —Z(l’ )+ I (2°) (x xo)]+ock(A,-x—B,~)2>
i=1
N
+ (kamax{Ex’Qix—l—pixtlx— < bj,x > +cj,pix Ix}
i=1
N

h(x) = ockZp,-xtlx

i=1

5.2.1 Description de I’algorithme DCAP

D’apres le schéma des DCA, [’étape essentielle consiste a :

1. commencer par un point initial K0

2. répéter le processus
{ Y € 9h(x"),

e 9g* (yb),

jusqu’a ce que ||X*1 — x| <e.

h est une fonction linéaire homogene, donc son sous différentiel se réduit a |’ élément
unique Vh(x), c’est a dire Oh(x*) = {Vh(x*)} = {205 Y | p;}. La condition
YK € Oh(xK) est remplacée par y* = 20*xF YN | p;

la deuxieme tache x**1 € 9g*(y*) est remplacée par la tache

41 = arg min {g(x) — [A() + (x— )]}

ce qui donne
k= arg min {—Z].\; (1 (x0) + 15 (x°) (x — x0) + ok [(Aix — B;)?+

max{3 x’Q,x+p,x’Ix < bj,x > ~cj,pix'Ix}]) — [Oc YN pi () Ik 4 (x—xk, y4)] 3.
En posant | = ):l: | Pi et en prenant en compte Y& = 20kx k):f}/: 1Pi= 2nx* on ob-
tient le programme suivant :

K = arg | min {—ZN_ (1 (x0) + 15 (x0) (x — x°) + ok [(Aix — B;) >+

max{} xQ,x+pxtIx < bi,x > +ci, pix Ix}]) — [ofn () Ik 4 (x — x5, 2nab) )}

L’algorithme final devient alors :
Enonce de Ualgorithme :
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(0) Choisir al?) > 0, x',8,& >0, poserk=1, I; =0, I, =0.
(1) Calculern =YY | p;, VA =Apx* — B;.
calculer AKX =I5 (x%) —2p; — 2nak, et AL = I5(x0) +2p; — 2nok (2) Pour
i=1,...,N faire
Si %AtQiA >< bj, A > —c; > 0 alors

L :=LU {i};

Sinon

L:=hU {l}
(3) Calculer

N
F=x 10200 Y Vit ol (ANT+0)F+ (( AL+ 0
i=1 i€l ieh
(4) Si ||xk+1 — x*|| < € alors s arréter, retourner x**1,
Sinon poser a1 = 10a®), k = k+ 1 et retourner (D).
(5) Fin.
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Conclusion

Nous avons discuté dans ce mémoire une solution du jeu de collusion pour la
détermination des actions des firmes représentant les prix concurrentiels. Le modéle
proposé est basé essentiellement sur le modele d’Harrington présenté dans [30]
et le modeéle de Friedman présenté dans le chapitre 4 section 4.3 pour lequel on
discute la solution et on propose deux algorithmes de résolution dont l'un est
basé sur la méthode dc, dans le cas d’une fonction de demande inverse et d’une
fonction coiit linéaires.

Méme avec I’hypothese de linéarité des fonctions de demande et de coiit, qui ne

reste q’une supposition théorique, le programme formulé est trés complexe. ceci

étant I’'implémentation des algorithmes proposés nous avancera plus sur la com-
plexité du travail. Donc, dans le méme voie d’étude on peut imaginer les perspec-
tives suivantes :

— L’implémentation des algorithmes PPA et DCPA.

— La réalisation d’'une méme investigation dans le cadre de différente type de
fonctions de demande inverse.

— Le prolongement de ’étude au cas de différentiation de produit; un cas qui
correspondra dans notre modéle au cas ou l’action de chaque firme p; est un
vecteur.

D’autre part, il serait peut étre intéressant d’étudier la relation qui existerait entre

la théorie des jeux coopératifs et la collusion puisque cette derniére est considérée

comme une négociation secrete.
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Résumé

Dans ce mémoire, on a proposé un modele pour le jeu de collusion caractérisé
par la concurrence entre N firmes sur la vente d’un bien homogéne avec possi-
bilité de collusion, dans le cas ou les stratégies des firmes consistent a faire des
décisions de prix. Le modele proposé se base essentiellement sur le modele de J.E.
Harrington et celui de Friedman qui donne un vecteur d’équilibre de Cournot en
prix pour le modele de base.

On a obtenu un modele d’optimisation qu’on a tenté de résoudre. Deux algo-
rithmes ont été alors proposés, un basé sur le principe de pénalité intérieure et
de la méthode du gradient projeté et le deuxiéme obtenu par une transformation
du modele initial par le biais d’une pénalité extérieure et la méthode dc, un algo-
rithme basé sur DCA simplifié est alors proposé.

Mots clés : Jeu de collusion, Equilibre de Cournot, Jeux répétés, Optimisation,
Formes quadratiques, Méthodes de pénalité, Méthode DC, Algorithme DCA.
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Abstract

In this work, we propose a model to the collusive game characterized by com-
petition between N firms with possibility of collusion, where the firms are price
choosers. The model we propose is essentially based on the J.E. Harrington’s
model where the firms are quantities choosers and the model of Friedman which
generate a price vector Cournot equilibrium for the basic model.

Then we discussed the solution of the proposed model via optimization methods.
We propose two algorithms, one based on the internal penalty method and the
projected gradient algorithm, and the other based on the external penalty method
and the simplified DCA.

Key words : Collusive game, Cournot equilibrium, Repeated game, Optimization,
Quadratic forms, Penalty methods, DC method, Simplified DCA.
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