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Introduction générale

La modélisation est un outil de plus en plus utilisé pour configurer et analyser les
différents systemes réels. En tenant compte des facteurs aléatoires, on parle alors de
modélisation et de modeles stochastiques.

Les processus stochastiques décrivent I'évolution d’une grandeur aléatoire en fonction
du temps. Leur étude s’insere dans la théorie des probabilités dont elle constitue 1'un des
objectifs les plus profonds. Elle souléve des problemes mathématiques intéressants et sou-
vent tres difficiles. Il existe de nombreuses applications des processus aléatoires notamment
en physique, biologie, médecine, et bien entendu les sciences de l'ingénieur. C’est ainsi que
les spécialistes font appel de plus en plus, a la modélisation par les processus stochastiques,
notamment ceux de type Markovien.

Actuellement, la théorie des processus de Markov s’est largement répandue et a trouvé
des applications dans de nombreux domaines. Malgré la simplicité apparente de I'hypothese
markovienne, un grand nombre de systemes réels peuvent étre modélisés par les processus
de Markov et grace aux résultats déja établis dans cette théorie, divers outils ont été concus
pour 'analyse du modele et la résolution des problemes.

L’étude des performances des systemes complexes par les modeles de files d’attente n’a
cessé d’étre un domaine de recherche d’un intérét croissant. En effet, une grande classe de
modeles mathématiques provient de la théorie de files d’attente, qui peuvent étre considérés
comme un phénomene caractéristique de la vie contemporaine, et qui se manifestent dans
les domaines d’activité les plus divers. L’origine des travaux sur les phénomenes d’attente
remonte aux années 1909 — 1920 avec les travaux de A.K. Erlang concernant le réseau

téléphonique de Copenhague. Cette théorie mathématique s’est ensuite développée no-
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tamment grace aux contributions de Palm, Kolmogorov, Khintchine, Pollaczek,..., et fait
actuellement toujours I'objet de nombreuses publications scientifiques.

La portée des méthodes analytiques s’avere limitée lors de 1’étude de beaucoup de
systemes de files d’attente, en raison de la complexité des résultats connus. En effet, dans
la majorité des cas, on se retrouve, confronté a des systemes d’équations dont la résolution
est tres difficile ou possedent des solutions qui ne sont pas facilement interprétables. Par
ailleurs, on peut citer le degré de difficulté pour I'obtention de certaines caractéristiques
de ce genre de modele, notamment les modeles de files d’attente avec vacances, arrivées
ou service par groupe, avec rappels,... Pour pallier a toutes ces difficultés, les chercheurs
ont recouru a des méthodes d’approximation. Dans ce cas, on est amené a remplacer le
systeme réel, complexe, par un systeme idéal plus simple dont les résultats analytiques
sont exploitables. Le modele ainsi utilisé représente une idéalisation du systeme complexe.
Cela est généralement réalisé en altérant soigneusement la structure ou les hypotheses du
modele. De plus, les différents parametres sont estimés par des méthodes statistiques a
partir de données empiriques. Le modele est alors sujet a des perturbations qui pourront
naturellement induire une déviation dans ses caractéristiques par rapport a celles d’origine.
D’ou 'apparition du probleme de stabilité.

L’étude de la stabilité consiste a délimiter le domaine dans lequel le modele idéal peut
étre utilisé comme une bonne approximation du systeme réel. En d’autres termes, un
modele est stable s’il résiste suffisamment aux perturbations dans sa structure ou dans ses
parametres (entrées). Dans ce cas, une petite perturbation dans les entrées induit seulement
une petite déviation dans les sorties (caractéristiques). Cette question est importante et
loin d’étre triviale car d’un coté, seuls les systemes stables peuvent étre exploités et de
I’autre coté, la vérification n’est souvent pas directe.

L’étude de la stabilité des modeles de files d’attente se fait en général via celle de la
chaine de Markov induite. Plusieurs méthodes ont été élaborées pour I’étude de la stabilité
des chaines de Markov. Ces méthodes different par 1’outil mathématique utilisé mais se
partagent le méme concept de base. Par ailleurs, la plupart de ces méthodes constituent

aujourd’hui 'une des principales activités de recherche dans divers domaines scientifiques,
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tels que I’économie, les finances, la recherche opérationnelle, la théorie de la décision, etc.
En particulier, elles jouent un role important dans ’analyse des probléemes complexes de
files d’attente et leurs applications en télécommunications, systemes de production,...

La méthode de stabilité forte, connue également sous le nom de méthode des opérateurs
de la théorie de stabilité, est applicable a tous les modeles stochastiques de la recherche
opérationnelle pouvant étre régis par une chaine de Markov. Elle a été introduite au début
des années 1980 [3]. Elle suppose que la perturbation du noyau de transition du pro-
cessus aléatoire décrivant le systeme étudié est petite par rapport a une certaine norme
d’opérateurs. Cette condition, beaucoup plus stricte que les conditions habituelles, permet
d’obtenir essentiellement de meilleurs approximations pour les distributions stationnaires
perturbées. De plus, sur la base de cette méthode, il est possible d’obtenir des inégalités de
stabilité avec un calcul exact des constantes. Les résultats fondamentaux de cette méthode
ont fait I'objet de la publication en 1996 d’une monographie de N.V. Kartashov [60].

La méthode de stabilité forte a été principalement appliquée aux : modeles d’attente
classiques (Aissani et Kartashov [4], Aissani [2], Bouallouche-Medjkoune et Aissani [21,
22] et Benaouicha et Aissani [11]), modeles d’attente avec rappels (Berdjoudj et Aissani
[12]), modeles d’attente avec vacances (Rahmoune et Aissani [87]), modeles d’attente avec
impatiences (Mouhoubi et Alissani [71]), modeles d’attente avec arrivées négatives (Abbas
et Alssani [1]), modeles d’attente avec priorités (Bouallouche-Medjkoune et Aissani [23] et
Hamadouche et Alissani [45]), modeles d’attente avec arrivées par groupes (Boukir et al.
[25]), modeles stochastiques de gestion des stocks (Rabta et Aissani [82, 83, 84]), (Mouhoubi
et Aissani [70]). De méme, Rabta et Aissani [85] ont récemment obtenu des bornes de
perturbation des chaines de Markov discretes a espace d’états fini ou dénombrable.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a 1’étude de 'approximation de certains
modeles de files d’attente en remplacant les distributions générales par des distributions
de type phase (PH) proche dans un certain sens. Nous obtenons ainsi des modeles de
files d’attente (de type phase) qui peuvent étre résolus d’une maniére exacte en utilisant
la méthode de la matrice géométrique apres représentation par des processus de quasi

naissance et mort (QBD). Cette approximation est toujours possible car ’ensemble des
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distributions de type phase est dense dans ’ensemble des distributions positives [9]. Nous
allons présenter la méthode des moments qui consiste en la recherche d’une distribution PH
possédant les mémes premiers moments que la distribution d’origine. Cette approche a été
utilisée par plusieurs auteurs [33, 46, 48, 79]. La flexibilité de cette classe de distributions de
probabilité et leurs propriétés de calculabilité ont rendu 'utilisation des lois de type phase
tres populaires dans les modeles stochastiques. Nous considérons pour le cas du systeme de
files d’attente de type G/M/1 (resp. M /G /1) la possibilité de 'approximer par un modele
PH/M/1 (resp. M/PH/1) on PH désigne une distribution hyperexponnentielle Hy ou
hypoexponnentielle HO FE, suivant la valeur du coefficient de variabilité de la distribution
d’origine. Nous utilisons la méthode de stabilité forte pour justifier cette approximation
et estimer l'erreur qui en résulte. Ainsi, il est obtenu pour chaque cas, 'affirmation de
la stabilité de la chaine de Markov induite et ’estimation d’une borne supérieure de la
déviation de sa distribution stationnaire.

Ces résultats peuvent étre considérés comme la généralisation des résultats obtenus par
d’autres auteurs dans le cadre de la méthode de stabilité forte (e.g. [21, 22]). De plus, nous
fournissons la justification mathématique de la méthode d’approximation par distributions
de type phase déja utilisée dans plusieurs travaux [33, 46, 48, 79] et nous proposons aussi
des estimations des erreurs commises.

Ce mémoire est structuré de la maniere suivante :

e Le premier chapitre comprend une synthese des résultats sur les processus de quasi
naissance et mort (QBD). Nous expliquons comment peut-on obtenir leurs caractéristiques
stationnaires et nous montrons leur utilisation pour I’analyse des systemes de files d’attente
M/PH/1, PH/M/1 et PH/PH/1.

e Dans le deuxieme chapitre, nous illustrons la démarche pour l'approximation des
distributions positives par des distributions de type phase.

e Le troisieme chapitre est consacré aux principaux résultats relatifs a la méthode de
stabilité forte.

e Dans le quatrieme chapitre, nous appliquons la méthode de stabilité forte aux systemes

d’attente HOEo/M/1, Hy/M/1.
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e Le cinquieme chapitre est consacré a l'application de la méthode de stabilité forte
dans les systemes d’attente M/HOE;/1 et M/Hy/1.

e Dans le sixieme chapitre, nous présentons et discutons des résultats numériques
concernant 1’estimation des bornes de perturbation obtenus par application de la méthode

de stabilité forte, ainsi que ceux obtenus par simulation.



Chapitre 1

Processus de quasi naissance et mort

(QBD)

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, nous synthétisons le fondement théorique des processus de
quasi naissance et mort (QBD, Quasi Birth and Death). Nous introduisons, certaines
notions générales et théoremes fondamentaux, notamment les résultats relatifs a I’approche
de la matrice géométrique pour le calcul de la distribution stationnaire.

Dans un deuxieme temps, nous consacrons la derniere section aux systemes de files
d’attente de types M/PH/1, PH/M/1 et PH/PH/1 ou l'on expose les principaux résultats

relatifs a chaque systeme.

Les processus de quasi naissance et mort sont une généralisation des processus de
naissance et de mort. Ils ont attiré une attention considérable dans les trois dernieres
décennies et sont devenus un des outils mathématiques les plus importants pour les
systemes d’attente, systemes de production, réseaux de télécommunication et autre

systemes.

L’étude de ce type de processus a été introduite pour la premiere fois par Wallase dans
sa these de Ph.D [99], et par Evants dans [34], mais les discussions détaillées ont été faites

par Neuts [76] et par Latouche et Ramaswami [63, 64]. Une panoplie de travaux ayant
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comme objet les méthodes numériques pour le calcul de la distribution stationnaire d’un

processus QBD ont surgi.

La premiere procédure numérique, connue sous le nom de la méthode de la matrice
géométrique, a été proposée par Neuts dans sa monographie [76]. Les méthodes proposées
par Latouche et Ramaswami [63, 64], Naumov [72] et Naumov et al. [73] sont des versions
améliorées de la méthode classique de la matrice géométrique. Dans ces études, une
analyse profonde et une interprétation probabiliste concernant les processus QBD ont été
effectuées. Latouche et Ramaswami [63] ont proposé un algorithme pour le calcul de la
matrice des taux, qui a été amélioré dans le suite par Naoumov et al. [73]. Ces méthodes

sont devenues populaires et ont été largement appliquées dans plusieurs travaux.

Chakka [27] et Chakka et Mitrani [28] ont développé une méthode de calcul exact pour
les processus QBD appelée "spectral expansion”. Au lieu d’utiliser la relation géométrique
entre les vecteurs de probabilité stationnaire, une autre expression a été définie en fonction
des valeurs propres et des vecteurs propres de la matrice polynomiale construite du

processus. D’apres les auteurs, cette méthode est efficace, précise et simple a utiliser.

Notons que d’autres méthodes de résolution ont été considérées, telles que celles de
Ciardo et Smirni [29], Bini et Mini [13, 14], Akar et Sohraby [5], Haverkort et Ost [49, 50],
Mitrani et Chakka [69], Leeuwaarden et Winands [65], Dayar et Quessette [31], Latouche
et al. [61],...C’est pourquoi une étude comparative entre ces méthodes développées pour

'analyse stationnaire des processus QBD a été effectuée [49, 97].

Par ailleurs, une étude sur les processus QBD a espace d’états fini a été effectuée. Plu-
sieurs auteurs ont apporté leurs contributions pour la recherche du vecteur de probabilité
stationnaire : Neuts [76] en 1981, Hajek [44] en 1982, Gun et Makowski [42, 43] en 1987
puis en 1996, Le Boudec [24] en 1991, Ye et Li [103, 102] en 1992 puis 1994, Grassi [81] en
1996, et Elhafsi et Molle [32] en 2007.
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Comme cela a été mentionné par Neuts dans sa monographie, les processus QBD sont
d’utilisation croissante pour la modélisation d'une large variété d’applications. A titre
d’exemple, on peut citer les résultats obtenus pour la modélisation des réseaux de Petri
stochastiques : Florin et Natkin [38, 39, 40], Haverkort [47], Haverkort and Ost [49, 50], Ost
[80], et la modélisation des systémes de production : Dallery et Gershwin [30], Fadiloglu et
Yeralan [36, 37], Yeralan et Muth [105] et Yeralan et Tan [106]. Egalement, divers travaux
ont porté sur I'application de ces techniques dans le cadre des systemes de files d’attente.
On peut citer par exemple : Latouche et Ramaswami [64] : files d’attente M/M/1, M/M/1
dans un environnement aléatoire, systemes prioritaires, systemes avec rappel. Pour les
systemes d’attente de type phase, on cite les travaux suivants : Sengupta dans ’analyse
de la file GI/PH/1 [92, 93], Asmussen [7] dans la représentation des distributions de
type phase et leurs applications dans les modeles d’attente, Neuts [75, 76| dans 1’étude
bibliographique sur les processus QBD et sur les distributions de type phase, et dans
I'analyse des systemes M/PH/1, PH/M/1 et PH/PH/1, Latouche et Ramaswami [62, 64],
Bocharov et Naumov [15] dans l'application de la méthode de la matrice géométrique
pour la recherche de la distribution stationnaire du systeme PH/PH/1/N, O’Cinneide [78]

dans I’étude des caractéristiques des distributions de type phase, Britran et Dasu [26], ...

1.2 Processus de quasi naissance et mort

Définition 1.1. Un processus QBD (Quasi Birth and Death), est un processus de Markov

a espace d’état bidimensionnel défini comme suit :

Q) peut étre écrit comme étant U;>ol(i) ou : 1(7) = {(4, 1), (¢,2),...(i,m)},Vi > 0.
— L’état (7, 7) représente le niveau et la phase du processus,

— Le sous-ensemble d’états (i) représente le niveau i,
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— m est le nombre de phase dans le niveau [(7),
— Chaque niveau peut avoir un nombre fini ou infini de phases m,
— Les transitions entre états sont limitées seulement aux états qui sont dans le méme

niveau ou entre deux niveaux adjacents. (Voir Figure 1.1).

B, Ay Ay A A
FIGURE 1.1 — Les niveaux du processus QBD

Le générateur infinitésimal est donné comme suit :

By B, 0 0 O

By, Ay Ay 0 0

Q — 0 AQ Al AO 0
0 0 Ay A A

o O OO

ou Ag, Ay, Ay, By, By, Bs sont des matrices carrées d’ordre m.
avec Bpe + Age = Bre + Aje + Ape = (As + A1 + Ag)e = 0,
ou e est un vecteur unitaire.

La matrice A = Ay + A; + As est un générateur fini.

Corollaire 1.1. Supposons que A = Ay + A; + A est irréductible, et u = o (—Ay + Ag)e,
ol « est le vecteur de probabilité stationnaire de A. Le QBD est :

— récurrent non nul si et seulement si p < 0,

récurrent nul si et seulement si p = 0,

transitoire si et seulement si p > 0.
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1.3 Exemples de processus QBD

Exemple 1.1. Le premier exemple est le processus de naissance et de mort (Figure 1.2(a)).
Ce processus modélise le nombre de clients dans une file d’attente de type M/M/1, ou les
clients arrivent selon un processus de Poisson de taux A et les durées de service sont
distribuées selon une loi exponentielle de parametre p. Le processus de naissance et de
mort est un processus de Markov dans 'espace d’états {0,1,2,3,...}, ou les transitions
sont limitées seulement aux états adjacents i.e. : de I'état ¢ il est possible de passer a 1’état

i+ 1 dans le cas de naissance et a I’état ¢ — 1 (¢ > 1) dans le cas de mort.

Exemple 1.2. Dans le deuxieme exemple (Figure 1.2(b)), le processus QBD modélise le
nombre de clients dans une file d’attente de type M/Er/1, ou les clients arrivent selon
un processus de Poisson de taux A et les durées de service sont distribuées selon une
loi d’Erlang Er(2, ). Dans ce systeme, le client commence son service dans la phase 1 du
niveau 0, ou la durée de service dans chaque phase est distribuée selon une loi exponentielle
de parametre p. Ensuite, les transitions de ce client seront entre deux niveaux adjacents

ou entre les phases du méme niveau.

Niveau Niveau

0 1 )
A A A
1 TS s
T T T T Phase L 1
) A N

(a) Processus de naissance et de mort (b) Processus QBD

FIGURE 1.2 — Exemples de processus QBD
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1.4 Distribution stationnaire d’un processus QBD

Soit m = (mp, m, ma,...) le vecteur de probabilité stationnaire avec mw; =
(i1, Mgy . Tim) pour i =0,1,...
Cette distribution limite existe si la chaine de Markov associée est irréductible, apériodique
et récurrente positive.

Le vecteur des probabilités stationnaires 7 doit satisfaire le systeme d’équations suivant :

{ﬂ'Q:O,

me = 1.

ou e est le vecteur colonne unitaire.

En utilisant le générateur défini dans (1.1) nous obtenons :

moB1 +m By =0,

o By + m A + 1Ay = 0,

7TZ'A0 + 7T7;+1A1 + 7Ti+2A2 = 0, 1 Z 1
Yogme = 1.

Il existe plusieurs méthodes de résolution de ce systeme (Voir [90]), on peut citer entre

S

A AO —_—
\—/\U‘/\_/

(o
N~

autre la méthode de la matrice géométrique.

1.4.1 Meéthode de la matrice géométrique

La méthode de la matrice géométrique s’applique aux types de systemes qui ont une
certaine structure réguliere. Particulierement ’espace d’état du systeme est subdivisé en
une infinité de niveau dont chaque niveau est subdivisé en m phases.

L’idée principale de cette méthode de résolution est que le vecteur de solution 7 possede

une forme de matrice géométrique i.e.

Théoréme 1.1. [76] Supposons que le processus QBD est irréductible et ergodique et qu’il

existe une matrice R d’ordre m. Alors la distribution stationnaire 7 est donnée comme suit :

;= mRY, i >0. (1.2)
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Remarque 1.1.
e La démonstration du théoreme dans le cas m < oo est donnée par Neuts [76].
e Dans le cas m = oo voir les résultats obtenus par Tweedie [98], et Ramaswami et Latouche

(64, 83].

Du théoreme 1.1, la distribution stationnaire du processus QBD est connue des que mg
et R sont déterminés.

En remplagant (1.2) dans (c), on obtient :

WoRiAO + 7T0Ri+1A1 + 7T0Ri+2A2 =0

& moRY(Ag + RA, + R*A;) = 0. (1.3)
De (1.3) on a :
7TORi = O,
V
Ao+ RA; + R?A; = 0.
e 1Cas :
T = 0 _ o )
TR =0= < V _de(2) | Mo =0=m=0, Vi
R=0 R=0=m =0. Vi

Ce premier cas ne donne pas de solution utile, alors
e 2°"Cas :

Ao+ RA; + R?Ay = 0, (1.4)

ou R est la solution minimale non négative de 1’équation matricielle quadratique (1.4).
-1l existe plusieurs algorithmes pour la résolution numérique de 1'équation (1.4) (voir
chapitre 8 de [64]).
-Le vecteur de probabilité stationnaire m, existe et il est déterminé en résolvant

I’équation de la condition limite

9B + mBs =0= myB; + mgRB>, =0 = 7T0[B1 + RBQ] =0,
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et la condition de normalisation
o oo o
Zme =1= ZWORze =1= WOZRle =1=m[l — R 'e=1,
i=0 i=0 i=0
ou I est la matrice identité.

Interprétation probabiliste de la matrice R

L’analyse des processus QBD est basée sur la signification probabiliste de la matrice R.
Cette matrice peut étre interprétée comme étant le taux de visite prévu au niveau 1(i+1),
d’ou l'appellation : "matrice des taux R”.

Plus précisément, pour ¢ > 0, R, (1 < j,k < m) décrit le temps moyen de séjour dans
I'état (i + 1,k) avant le premier retour au niveau (i), sachant que 1’état initial est (i, 7).
On peut écrire :

A

Jj
R, = V. - —L 1.
Jk J ﬁkk7 ( 5)

ol Vj, est le nombre de visites prévues a 'état (i + 1, k), avant le premier retour au niveau

[(7), sachant que I’état initial est (i, 7).
A= —dzag(Al),

Alors la fraction dans (1.5) exprime le rapport entre le ¢ et le k*™¢ élément de la

diagonale de la matrice A;.
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1.5 Files d’attente de type phase

L’emploi de distributions générales reste toujours souhaitable pour la modélisation de
nombreux phénomenes réels. Il s’agit, notamment, de la famille de distributions de type
phase (PH) qui peuvent étre décrites par un ”graphe de services exponentiels”. Elles sont
constituées d’une succession d’étapes ou la durée de service de 1’étape numéro ¢ suit une
loi exponentielle de moyenne p;. Comme cas particulier de cette famille de distributions,
nous citons la distribution d’Erlang, hyperexponentielle, hypoexponentielle, Cox,...

Le principal avantage des lois de type phase réside dans le fait que cette classe de dis-
tributions de probabilité permet de modéliser un grand nombre de phénomenes aléatoires
tout en gardant un caractere Markovien, elle permet de décrire des durées réelles et plus
complexes que celles pouvant étre décrites par la loi exponentielle. Par exemple, la fabri-
cation d'un produit peut se diviser en plusieurs étapes de construction et de vérification.
Les durées de ces différentes étapes suivent des lois exponentielles.

La flexibilité de cette classe de distributions de probabilité et leurs propriétés de calcu-
labilité ont rendu l'utilisation des lois de type phase tres populaires dans les modeles
stochastiques. On peut citer pour I'exemple : Sengupta [92, 93], Asmussen [7], Neuts [76],
Latouche et Ramaswami [64], Whitt [101], Johnson [53], Luhman et Johnson [68], Faddy
[35],...

1.5.1 Distributions de type phase

Définition 1.2. Soit un processus de Markov a espace d’état fini {0,1,2,...m} ou
{1,2,...m} sont des états transitoires et 0 est un état absorbant.

Le générateur infinitésimal de ce processus peut étre décrit par :

00
H = —
ou 71" est une matrice m x m, elle représente les transitions entre les états transitoires,

avec Tj; < 0, pour 1 <4 <m et T;; > 0 pour i # j.

t : vecteur colonne de taille m, il représente les transitions entre les états transitoires et
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I’état absorbant.
0 : vecteur ligne de 0 de méme dimension que &,

Comme H est le générateur infinitésimal du processus de Markov alors, on a :
F+T1=0=1=-T1,
ot T est un vecteur colonne unitaire.
Soit (79, 7) le vecteur de probabilité initiale vérifiant la relation suivante :
To+7l=1=1=1-71,

avec T = (T1,To, - .- Tmm)
La distribution du temps jusqu’a I’absorption dans 1’état 0 est appelée distribution
phase-type ou distribution PH avec les parametres (7, T")(voir Figure 1.3).
t
T

J R e
T

T
T
T |l Tll't
k1
T
1k
f)

F1GURE 1.3 — Distribution PH a trois phases

ty
—-
if——

T
&

On note la distribution par PH(7,T').
La dimension m de la matrice T" est appelée 'ordre de la distribution PH.

Les états transitoires {1,2,...m} sont appelés phases.

Proposition 1.1. soit X ~APH(7,T) alors :

-sa fonction de répartition est donnée par

Fz)=1-7e™1, 2 >0,
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-sa fonction de densité est donnée par

ot e”® est 'exponentielle de la matrice T'z.

-La transformée de Laplace de PH(7,T') est donnée par

X(s) =7+ (s = T)7't,

I : est la matrice identité.

- Le moment de la distribution est donné par
EX|=(=1)'d 7771 i>1.
Remarque 1.2. L’exponentielle d’'une matrice A est définie par :

1 n
GA:ZHA.

n>0
1.5.2 Propriétés des distributions de type phase

1. Si X «~ PH(7,T) et Y «~ PH(, B)(indépendant de X), avec n et m phases respec-
tivement, alors X +Y « PH(v,C) avec m + n phases, ol

v =(T,100) et Cz(ggg)

2. Si X «~ PH(7,T) et Y «~ PH(f3, B)(indépendant de X), avec n et m phases, et de
fonction de distribution F'(.) et G(.) respectivement, alors pour 0 < 0 < 1, 0F(.) +

(1—-0)G(.), est une distribution PH représentée par PH (v, C) avec m + n phases, ou

v=(7,(1-0)3) et C:(g-g>
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3. Si X~ PH(T,T) et Y «~ PH(3, B)(indépendant de X), avec n et m phases respec-

tivement, alors min(X,Y) «» PH(vy,C) avec mn phases, ou
y=T®p[, e C=T&B

4. Si X «~ PH(T,T) et Y «~~ PH(f3, B)(indépendant de X), avec n et m phases respec-

tivement, alors maz(X,Y) «~ PH(v,(C) avec mn + n + m phases, ou

TeB I®b t®1
v =(T® B, BT, T00) et C = 0 T 0
0 0 B

Remarque 1.3. Si A est une matrice n x m et B et une matrice n’ x m’ alors A®Q B

est une matrice nn’ x mm’ définie par

(lllB e almB
A®B = : :
amB ... apmB

et AB=A®[1+1®B.

1.5.3 Exemples de distributions de type phase

1- La distribution exponentielle

L’exemple le plus simple des distributions de type phase, est la distribution exponen-

tielle de taux A (voir Figurel.4)

FIGURE 1.4 — Représentation de la distribution exponentielle
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La distribution exponentielle est la distribution du temps jusqu’a I’absorption par 1’état 0

dans une chaine de Markov & espace d’état {0, 1}, avec les parametres suivants
F=(1), T=(=)\), t=.
Le vecteur de probabilité initiale est (0, 1) et le générateur infinitésimal
(3 5)
Sa densité de probabilité est donnée par :
flx) =X, >0,
et sa fonction de répartition
Flx)=1—e?" z>0.
2- La distribution d’Erlang

La distribution Erlang est la distribution d'une combinaison en série de k variables
aléatoires suivant des lois exponentielles. Elle possede deux parametres £ > 0 et A > 0,
d’ou la notation E(k, \).

Le diagramme de la distribution d’Erlang est représenté dans la figure suivante :

7 =1 N A P s
—al 2 '_'®
J J

FI1GURE 1.5 — Représentation de la distribution Erlang

La distribution E(k, \) est la distribution du temps jusqu’a I’absorption par I'état k + 1

dans une chaine de Markov a espace d’état {1,2,...,k, k+1}, avec le vecteur de probabilité



Processus de quasi naissance et mort (QBD) 19

initiale (0,1,0,...,0) et le générateur infinitésimal
0 0 0o ... 0 0
0O =2 X ... 0 0
0O 0 =X ... 0 0
H =
0 0 0 ... =X A
A0 0O ... 0 =X\

Les parametres de cette loi de type phase sont alors :

A A ... 0 0 0
0 -\ ... 0 0 _

7_":(1, 0, ) 0)7 T = : : o : A O
0 0 ... =X A 3
0 0O ... 0 =X

Sa densité de probabilité est le produit de convolution de k densités exponentielles de

parametre A\ :

3- La distribution hyperexponentielle

La distribution hyperexponentielle est la distribution d’'une combinaison en parallele
de k variables aléatoires suivant des lois exponentielles, de parametres (Aq, Ag, ..., Ag).
Cette distribution est appelée hyper-distribution exponentielle car son coefficient de varia-
bilité (> 1) est plus grand que celui de la distribution exponentielle (= 1).

Le diagramme de cette distribution est représenté par la figure suivante :
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FIGURE 1.6 — Représentation de la distribution hyperexponentielle

La distribution hyperexponentielle est la distribution de type phase, qui est la distri-
bution du temps jusqu’a I'absorption par I'état k£ + 1 dans une chaine de Markov a espace

d’état {1,2,...,k, k+ 1}, et ayant les parametres suivants :

- 0 ... 0 A1
0 =X ... O S A
7__»:(7—17 T2, ) Tk)7 T= . .2 . . 5 = .2
O 0 _)\k )\k
avec le vecteur de probabilité initiale (0, 7y, 7o, ..., 7%),(tel que > 7, =1 et 7; > 0,Vi), et le
générateur infinitésimal H :
0 0 0 0
A=A 0 0
H = )\2 0 —/\2 0
A 0 0 — Ak

Sa densité de probabilité est

k
f(z) = Zﬂ‘&'@*)‘ﬂ; x>0,
i=1

Et sa fonction de répartition est donnée par :

k
F(z)=1- Z e N,
i=1
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4- La distribution hypoexponentielle

La distribution hypoexponentielle est une généralisation de la distribution Erlang, dans
laquelle le taux de transition est différent dans chaque phase (voir Figurel.7).
Cette distribution est appelée hypo-distribution exponentielle car son coefficient de varia-

bilité est inférieur & 1.

— Q@
w’

FIGURE 1.7 — Représentation de la distribution hypoexponentielle

1 =1 }.I 5
—_— 1 —_— }
o

Une distribution hypoexponentielle de parametres (A1, A, ..., Ax) est la distribution du
temps jusqu’a ’absorption par 1’état k + 1 dans une chaine de Markov a espace d’état

{1,2,...,k,k + 1}, avec le vecteur de probabilité initiale (0,1,0,...,0) et le générateur

infinitésimal
0 O 0 0 0
0 =X N\ 0 0
0 0 =X 0 0
H = . :
0 O 0 —Ak—1 Akt
A 0 0 0 — i
ou les parametres de la loi phase sont donnés comme suit :
. 0 0 0
0 =X ... 0 0 '
P10 0) T e =
0 0 —Ak-1 Akl A\
0 0 0 —X b

Sa densité de probabilité est donnée par :

k
f(z) = Z aidie N,
i=1
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5- La distribution de Cox

Un exemple plus général est la distribution de Cox qui est une distribution d’Erlang
généralisée dans laquelle, a chaque phase, il existe une possibilité de rentrer a I’état absor-

bant sans passer par les phases suivantes (voir Figurel.8)

!“'1‘1- r; _ }Hkrlrk_

FIGURE 1.8 — Représentation de la distribution Cox

Les parametres de la loi phase sont donnés comme suit :

—)\1 pl)\l 0 0 0 (1 _pl)/\l
0 —)\2 pg)\g Ce 0 0 (1 — pz))\g
T=(10, ..., 0), T=| + &+ . : , = :
0 0 0 .. =X Pe—1 M (1 = pe—1)Ae—1
0 0 0o - 0 — Ak Ak

01\10<p1,...,pk,1§1.

Dans le cas ou p; = 1 nous avons la distribution hypoexponentielle.

Remarque 1.4. Le coefficient de variabilité d’une variable aléatoire X de moyenne m et
d’ecart type o est donné par cx = o/m. Beaucoup d’articles et livres utilisent le coefficient

au carrée (squared coefficient of variation) % = Var(X)/m?.

1.5.4 Files d’attente de type PH/M/1

Dans ce systeme, on considere une file d’attente a un seul serveur ou la durée de service
est exponentielle de parametre i et la durée des inter-arrivées est distribuée selon une loi de
type PH notée par H(.) avec les parametres (o, T'), d’ordre m et de moyenne A = —aT e

(Voir Figure 1.9).
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FIGURE 1.9 — Exemple graphique de la file PH/M/1

Le systeme PH/M/1 peut étre étudié comme un processus QBD dans un espace d’état
E={(i,7);1 > 0,1 <j <m}, oui>1est le nombre de clients dans le systéme, et j est
la phase du processus d’arrivée.

Le générateur @) est donné comme suit :

T i« 0 0
pl T—pul  ta 0
Q= 0 wl T —pl ta

0 0 wl T — ul

Le vecteur de probabilité stationnaire m = (mg, 71, T2, . . .) est donné par :

Théoréme 1.2. [76]

me=1—p,

= (1—p)aR:, pour i>1.
ol p= ﬁ, la matrice R est donnée par

R=(I—-ea—-T/u).

1.5.5 Files d’attente de type M/PH/1

Le flot des arrivées dans le systeme M/PH/1 est Poissonnien de parametre A et la
durée de service est distribuée selon une loi de type PH (phase-type) notée par H(.) avec
les parametres (a,T) et d’ordre m. Le temps moyen de service est y = —aT 'e. (voir

Figure 1.10).



Processus de quasi naissance et mort (QBD) 24

FIGURE 1.10 — Exemple de deux phases dans la file M/PH/1

Le systeme M/PH/1 peut étre étudié comme un processus QBD dans un espace d’état
E =10,(i,7);: > 1,1 < j <m}. L’état 0 correspond a un systeme vide, I’état (i, j) signifie
quil y a ¢ > 1 clients dans le systeme, et le processus de service est dans la phase 7,

1 < j <m. Le générateur ) est donné comme suit :

-\ A 0 0 0 0
£ T—X M 0 0 0
O=| 0 ‘o T-X X 0 0
0 0

0 ta T —N M

Le vecteur de probabilité stationnaire m = (mg, 71, T2, ...) est donné par le théoreme

suivant :

Théoréme 1.3. [76]
To = 1- P
7 = (1 —p)aR’, pour i> 1.
ou p = A\u, la matrice R est donnée par
R=MM —\B°-T)"!,

ou B° =e.a.

1.5.6 Files d’attente de type PH/PH/1

Considérons une file d’attente a un seul serveur de type PH/PH/1. Les inter-arrivées
sont distribuées selon une loi de type PH notée F'(.) avec les parametres (a, T'), d’ordre m

et le temps moyen d’entrée est .
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La durée de service est distribuée selon une loi de type PH notée K (.) avec les parametres

(8,5), d’ordre v et le temps moyen de service p (Voir, Figure 1.11).

- om om = = =

FIGURE 1.11 — Exemple graphique de la file PH/PH/1

Le systeme PH/PH/1 peut étre étudié comme un processus QBD dans un espace
détat £ ={(0,7),1 <j<m}U{(i,5,k),i>1,1<j<m,1<k<v}
L’indice ¢ > 1, décrit le nombre de clients dans le systeme, 'indice 1 < j < m, représente
les phases dans le processus d’arrivée et 1 < k < v, indique la phase du service en cours.
Les états sont donnés dans 1'ordre lexicographique :

(0,1),...,(0,m), (1,1,1),...,(1,1,v),(1,2,1),...,(1,2,v), ...

Le générateur () peut étre écrit de la maniere suivante :

T ta® [ 0 0
I®s TRI+I®S ta® I 0
Q= 0 I® 53 TRI+I®S ta® 1

0 0 I8 TRI+I®S

Le vecteur de probabilité stationnaire z est de la forme z = (z,, 21, 21 R, 21 R?, .. .), tel que

Z, et z1 sont obtenus en résolvant les équations suivantes :

2ol + 2(I ® 5) =0,
Zta@ )+ 2(TRT+1® S+ R(I®36)) =0,
zoe+2(l —R)"le=1.

1.6 Conclusion

Dans le cadre de ce chapitre, nous avons établi une synthese bibliographique sur les

processus QBD (Quasi Birth and Death). Ainsi nous avons donné les notions de base et
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les théoremes fondamentaux concernant ce processus. Par la suite, notre attention s’est
focalisée sur les distributions de type phase, certaines notions et quelques exemples ont
été introduits. Enfin, une étude sur les systemes d’attente de type phase a été réalisée, en

développant les principaux résultats relatifs a chaque systeme.



Chapitre 2

Approximation d’une distribution
positive par une distribution de type
phase

2.1 Introduction

L’analyse des systemes d’attente avec une distribution générale, par exemple le systeme
G/G/1, est tres compliquée et ce genre de systeémes ne peuvent étre résolus que d’une
maniere approximative. En particulier, il est souvent désiré d’approximer une distribu-
tion générale par une combinaison de lois exponentielles, i.e., une distribution de type
phase. Cette classe de distributions de probabilité permet de modéliser un grand nombre
de phénomenes aléatoires tout en conservant un caractere Markovien. En outre, toute dis-
tribution positive peut étre approximée par une distribution de type phase a un niveau de

précision adéquat. Cette idée trouve sa justification dans le résultat suivant :

Théoréme 2.1. [9] L’ensemble des distributions de type phase PH est dense (au sens de

la convergence faible) dans l’ensemble des distributions positives P. D’une maniére plus

générale : pour toute distribution positive F' € P possédant un moment d’ordre p, (,u%P))

fini, il existe une suite de distributions Fy € PH telle que : F, — F et ,uggk) — ,ugg) pour

tout g < p.

27
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Exemple 2.1. [9] Un exemple d’approximation d’une fonction de distribution F' (pour
une loi de Gauss inverse) par une distribution F,, € PH a p phases, avec (p = 2,3,6) est

donné dans la figure suivante :

A

Inverse Gaussian
----------- - Fitted PH(2)
———————— Fitted PH(3)

Fitted PH(6)

FIGURE 2.1 — Exemple d’approximationl

Il est facile de remarquer que lorsque le nombre de phases augmente, on obtient une
approximation meilleure de la distribution F' et que I'erreur peut étre significative si I’on

se contente d'un nombre de phases réduit.

Exemple 2.2. [§]
Un exemple d’approximation de la distribution de Weibull par une distribution PH est

illustré dans la figure suivante :
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i'- — WEIBULL

e - —— Fitted PH({1)

N e Fitted PH (25)
Fitted PH (1000)

DENSITIES

FI1GURE 2.2 — Exemple d’approximation2

Nous remarquons que lorsque la loi de Weibull est approximée par la loi PH(1) (ie : par
la loi exponentielle), on obtient une mauvaise approximation comparant a I’approximation
par une PH avec un nombre de phase supérieur.

Ainsi, lors de 'approximation d’une distribution quelconque par une distribution exponen-
tielle, cette distribution doit étre choisie assez proche de la loi exponentielle, par exemple
la loi hyperexponentielle avec un coefficient de variabilité n = 9 et n = 14.5 (voir Figure

2.3)[9]
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[
1
! n =1 (exp. distr.)
1
L 1'| = Q
I| ............ 1'| = 14.5
1
5
% .l_
'\1 L
w4
1 X
\" ~
Ta TR E—
= 4- e —
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FIGURE 2.3 — Exemple d’approximation3

Exemple 2.3. [33] Dans cet exemple, une approximation de la loi beta par la loi d’Erlang

généralisée a deux phases (HOE,) est donnée par la figure(a), et une approximation de

la loi de Weibull par la loi d’Erlang généralisée a trois phases (HOE3) est donnée par la

figure(b).
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Plusieurs approches ont été développées dans la littérature pour trouver une distribution
PH qui approxime convenablement une distribution générale. Dans le présent chapitre,
nous présentons la méthode des moments qui consiste en la recherche d’une distribution
PH possédant les mémes premiers moments que la distribution d’origine. Nous illustrons

I’applicabilité sur quelques exemples.

2.2 Approximation via la méthode des moments

La méthode des moments peut etre utilisée pour 'approximation d’une distribution
générale G par une distribution de type phase PH. Elle a été employée dans plusieurs
travaux (e.g., [54, 79, 91]). L’idée derriere cette approche est simple : la distribution de
type phase PH doit étre choisie assez proche de G dans le sens ou les (premiers) moments
des deux distributions G et PH coincident. Les auteurs utilisent souvent les deux ou trois
premiers moments : la moyenne, la variance, et le moment d’ordre trois. En général, il faut
passer a des moments d’ordre supérieurs pour obtenir une tres bonne approximation.

Plusieurs algorithmes ont été développés pour obtenir les parametres de la distribution
PH, & partir des équations résultant de ’égalisation des moments, on peut citer [6, 91, 100].

Le défi est de concilier les contraintes suivantes :

— Faire coincider les p premiers moments.

La distribution PH a un nombre réduit de phases.

L’algorithme est défini pour une large classe de distributions.

Le temps d’exécution est assez court.

2.3 Exemples d’approximation par la méthode des
moments

Le choix d'une distribution de type phase pour approximer une distribution générale

passe d’abord par la détermination de la classe de cette distribution PH. Il vient ensuite
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le calcul de ses parametres. En effet, une distribution hyperexponnentielle possede un
coefficient de variabilité cv > 1 et ne peut donc approximer que les distributions positives
avec un coefficient de variabilité dans le méme intervalle. Par contre, si le coefficient de
variabilité de la distribution a approximer est inférieur a 1, une loi hyperexponentielle ne
peut pas étre utilisée. Mais nous avons le choix entre plusieurs classes de distributions PH

possédant un coefficient de variabilité cv < 1, comme 'hypoexponentielle, I’Erlang,...

2.3.1 Approximation par la loi hypoexponentielle

Dans cette section, nous utilisons la méthode des moments (égaler les deux premiers mo-
ments) pour approximer une distribution positive avec un coefficient de variabilité inférieur
a 1 par une loi hypoexponentielle a deux phases.

La fonction de densité d’une loi hypoexponentielle de parametres (Ay, A2), est donnée par :

A1 Ao

f(t) = m(e_m —e M),

Les premiers moments de la distribution hypoexponentielle sont donnés comme suit :

— Le moment d’ordre 1 (la moyenne) : p; = Z(/\%)

— Le moment d’ordre 2 (la variance) : py = i()\i?)

Supposons que la distribution générale a apprloximer possede une moyenne p et une va-
riance o2 finie, on cherchera alors une distribution hypoexponentielle possédant les mémes

moments. On écrit alors :

1 1

— = = 2.1
11 )

s+ = = . 2.2
¥ + v o (2.2)

En résolvant le systeme ci-dessus, et en prenant en considération que Ay, Ay > 0, on obtient :

A = 2 2.3
1 — f— /—20'2—/L27 ( . )
Ay = 2 2.4
2 M—|— /—20'2—”2’ ( )
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a condition que :

0.2

L < <1

2 2 '
Exemple 2.4. Considérons une variable aléatoire suivant une loi de Weibull de parametres
(ar, B). Sa fonction de densité est donnée par

w(t) = 2Lyt

Notons par 4 sa moyenne et par o2 sa variance. On a alors,

1
pw o= ol'(1+ =),
( ﬁ)

2 2 2 2
o = Q@ F(l + B) — M,
o I(1+2/5)

o = s L
(1 +1/5))
Dans ce cas, 'approximation par une loi hypoexponentielle se fait a condition que :
2
0.75 < M <1

(r(/p)>
Autrement dit, le parametre de forme [ doit étre défini dans 'intervalle [1,1.4355] pour

pouvoir utiliser cette approximation.

2.3.2 Approximation par la loi hyperexponentielle

Dans cette section, nous utilisons la méthode des moments (égaler les deux premiers mo-
ments) pour approximer une distribution positive avec un coefficient de variabilité supérieur
a 1 par une loi hyperexponentielle a deux phases.

La fonction de densité d'une loi hyperexponentielle de parametres (A1, A2), est donnée par :
f(t) = Tl)\lei)\lt + 7'2)\267)\2t.

Supposons que la distribution générale possede une moyenne p et un coefficient de
variabilité c3, on va les faire égaler avec les deux premiers moments de la distribution

hyperexponentielle :
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71 T2
Al AQ - /’L7
27‘1/)\%+27'2/>\% B :C2
(T1/ A1+ T2/ Ag)? x
En résolvant le systeme ci-dessus, on obtient :
- q4 -1
1 2 -1
Moo= - |1- ECXQ , (2.5)
M 1
- -4 -1
1 Tk —1
Ay = ; I+ T—: X2 5 (2.6)

our, >0, +m=1et A\;, Ay > 0.

Exemple 2.5. Considérons une variable aléatoire suivant une loi de Weibull de parametres

(ar, B). Sa fonction de densité est donnée par

w(t) = Sy,

Notons par p sa moyenne et par o2 sa variance. On a alors,

1
no= O{F(l + B)a
2 a2 z 2
o TO42H)
* (F@+1/8)>

Dans ce cas, 'approximation par une loi hyperexponentielle se fait a condition que :

2
1<k <2p
T2

Autrement dit, le parameétre de forme 3 doit étre défini dans I'intervalle [0.7, 1] pour pouvoir

utiliser cette approximation.
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2.4 Conclusion

Dans le but d’approximer une distribution G par une distribution PH, on a présenté
dans ce chapitre la méthode des moments qui justifie 'approximation et on a donné
quelques distributions pour illustrer ’applicabilité de cette méthode. Et pour étudier la
stabilité des systemes de type phase (PH) qui approximent les systémes avec une distribu-
tion générale, nous développerons dans les deux prochains chapitres la stabilité forte des

systemes HOE,/M/1, Hy/M/1, M/HOE,/1 et M/H,/1.



Chapitre 3

Théorie de stabilité

3.1 Introduction

Le probleme fondamental de stabilité, en théorie des modeles stochastiques, consiste
a délimiter le domaine dans lequel le modele idéal peut étre utilisé comme une bonne
approximation du systeme réel. Depuis le travail de Rossberg en 1965, plusieurs méthodes
de stabilité ont été élaborées. Notre attention se focalisera sur la méthode de stabilité
forte, qui permet d’étudier I'ergodicité et la stabilité des caractéristiques stationnaires et
non stationnaires des chaines de Markov apres avoir soumis leurs opérateurs de transition a
de petites perturbations. Cette méthode donne la possibilité de clarifier les conditions pour
lesquelles les caractéristiques du systeme complexe peuvent étre approximées par celles du
systeme plus simple. Nous présenterons notamment les concepts de 'ergodicité uniforme
et de la stabilité forte, par rapport a des normes données dans des espaces de mesures et

de noyaux de transitions.

3.2 Méthodes de stabilité

Comme il est précisé précédemment, plusieurs méthodes de stabilité ont été élaborées

en considérant diverses situations et diverses approches, on peut citer :

36
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3.2.1 Meéthode des fonctions tests

L’idée de cette méthode est inspirée de la méthode de Lyapunov élaborée initialement
pour les équations différentielles. Elle consiste a construire convenablement une fonction
test vérifiant certaines propriétés et permettant de comparer le comportement d’un systeme
perturbé (réel) et celui non perturbé (idéal). Les premiers travaux entrepris dans cet axe
ont été réalisés par Kalashnikov et Tsitsiashvili [55, 56, 57]. La difficulté majeure de cette

méthode réside dans le choix de la fonction test.

3.2.2 Méthode métrique

Cette approche a été initiée par Zolotarev [107], elle est basée sur la théorie des
métriques de probabilité [108, 109]. Elle consideére le probleme de stabilité comme un
probleme de continuité entre les espaces métriques. Les résultats obtenus par cette méthode

ont été synthétisés par Rachev [86].

3.2.3 Méthode de convergence faible

Cette méthode est introduite par Stoyan [95], elle est utilisée pour démontrer les pro-
priétés de stabilité des processus Markoviens homogenes. La plupart des outils et des
notions utilisés par celle-ci sont empruntés a I'analyse fonctionnelle. Comparée aux autres
méthodes de stabilité des systemes stochastiques, cette méthode est moins contraignante.
Cependant, elle fait appel a plusieurs parametres non directement liés aux caractéristiques

des systemes étudiés.

3.2.4 Meéthode de renouvellement

Cette méthode basée sur la théorie de renouvellement a été proposée par Borovkov [16].
Il s’agit d'une approche permettant de prouver les théoremes de stabilité et d’ergodicité
des processus aléatoires décrivant le comportement d’une classe de modeles stochastiques.
Elle est appliquée principalement aux systemes de files d’attente et aux réseaux de com-

munication et de files d’attente [17, 18, 19, 20]
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3.2.5 Meéthode de stabilité forte

La méthode de stabilité forte, connue également sous le nom de méthode des opérateurs
de la théorie de la stabilité, est applicable a tous les modeles stochastiques de la recherche
opérationnelle pouvant étre régis par une chaine de Markov. Elle a été introduite au début
des années quatre vingt par Aissani et Kartashov [3]. Elle suppose que la perturbation
du noyau de transition du processus aléatoire décrivant le systeme étudié est petite par
rapport a une certaine norme d’opérateurs. Cette condition, beaucoup plus stricte que
les conditions habituelles, permet d’obtenir essentiellement de meilleures approximations
pour les distributions stationnaires perturbées. De plus, sur la base de cette méthode, il
est possible d’obtenir des inégalités de stabilité avec un calcul exact des constantes. Les
résultats fondamentaux de cette méthode ont fait 'objet de la publication en 1996 d’une

monographie de Kartashov [60].

3.2.6 Meéthode de stabilité uniforme

Elaborée par I.C.F. Ipsen et C.D. Meyer en 1994 [52], cette méthode est applicable aux
chaines de Markov finies et irréductibles. Son idée est d’étudier la réaction des distributions
stationnaires a des perturbations quelconques. En effet, il a été constaté que, pour les
chaines de Markov finies et irréductibles, les distributions stationnaires réagissent d’une

maniere uniforme aux perturbations de leurs distributions de transition.

3.2.7 Méthode de développement en série de Taylor

Elaborée par Heidergott et Hordijk en 2003 [51], le principe de cette méthode inspiré
de la méthode de stabilité forte [60], est d’écrire la distribution stationnaire du systéme
perturbé en fonction de la distribution stationnaire du systeéme idéal et d’une série qui
dépend de la perturbation de la matrice de transition du systeme idéal et de la matrice
de déviation du meéme systeme. Cependant, cette approche exige toujours le calcul de la
matrice de déviation, ce qui rend ’applicabilité de celle-ci essentiellement aux chaines de

Markov a espace d’états fini. Ainsi, 'analyse de perturbation en utilisant cette approche
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est limitée par le probleme d’écriture de la matrice de déviation.

3.3 Critére de stabilité forte

Considérons une chaine de Markov homogene X = (X;, ¢ > 0) a valeurs dans un espace
mesurable (E, &), (ou £ est une g-algebre engendrée par une partie dénombrable de E ),
donnée par un noyau de transition régulier P(x, A), z € E, A € £. Par ailleurs, on suppose
que la chaine X admet une unique mesure invariante 7 tel que 7(E) = 1.

Notons par m& (mE™ ) I'espace des mesures finies (non négatives) sur £ et f€ (fET)
I'espace des fonctions mesurables bornées (non négatives) sur E. Associons a chaque

noyau de transition P, les deux applications linéaires suivantes :

Lp:mE—m&et Lp: fE— fE

dont les valeurs aux points u € m€ et f € f€ sont respectivement :

WP(A) = Lp(u)(A) = / u(dz) Pz, A),VA € €,

E

Pix) = Lp(f)x) = /E P(x, dy)f(y), Yz € E.

Le produit des deux noyaux de transitions P et () est le noyau

PQ(x,A) = /EP(:v,dy)Q(y,A) pour v € BE,A€ €.

Le produit d’une mesure p € m& et d'une fonction f € f€ , notée puf, est définit par

uf = [ nido)fia).
E
Egalement, f o u désignera le produit direct d’une fonction mesurable f € f€ par une

mesure p € mé& :

(f o ), A) = f@)n(A),x € B, A€E.

On considere, dans l'espace m&, l'espace de Banach M = {u € m& : ||u]| < oo} de

norme ||.|| compatible avec l'ordre structurel dans mé, c’est a dire :
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L[l < [l + pal| pour pu, p2 € M7,
2. |l < Hlpa = poll pour pun, p2 € M* et paLps,
3. |ul(E) < kllpll pour e M.

ou || est la variation de la mesure p, k est une constante positive finie et M+t = MN(MET).

La norme induite sur f€ est donnée par

IF1]' = sup([pf], [lull < 1).

La norme induite sur 'espace B des opérateurs bornés est donnée par :
1P| = sup(|uPl, lull < 1).
Supposons que 'opérateur P : M — M est borné, i.e :
MP C M,|P| < oo,

ot MP ={u:p=mP, uyg € M}.
Notons par II = [ o7 le projecteur stationnaire du noyau P, ou I est la fonction identique-

ment égale 1, et considérons la moyenne de Césaro définie par : P#) = ¢! Zi_é Pst e N*.

3.4 FErgodicité uniforme et stabilité forte d’une chaine
de Markov

A présent, introduisons les notions d’ergodicité uniforme et de stabilité forte ainsi que

les théoremes fondamentaux.

Définition 3.1. La chaine de Markov X est uniformément ergodique par rapport a la

norme ||.|| si elle posséde une unique mesure invariante 7 et :
lim | PY —TI|| = 0. (3.1)

Théoréme 3.1. [3, 59]
La chaine de Markov X est uniformément ergodique par rapport a la norme |.||, si et
seulement si :

I(7 =P+ 1)~ < oo,
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ou [ est I'opérateur identité.

Définition 3.2. La chaine de Markov X est dite fortement stable par rapport a la norme

|| - || si les assertions suivantes sont vérifiées :
L. ||P] < oc.

2. Chaque noyau de transition ) dans un certain voisinage {Q : ||Q — P|| < €}, admet
une unique distribution stationnaire v = v(Q) telle que ||v — 7| — 0, lorsque ||Q —

Pl — 0.

Remarque 3.1. Notons que assertion (2) est équivalente & l'existence d’une constante
C = C(P) telle que
lv ==l < CllQ - P, (3.2)

pour tout @ dans le voisinage {Q : [|Q — P|| < €}.

Théoréme 3.2. [3, 59
La chaine de Markov X est fortement stable par rapport & la norme ||.||, si et seulement si

elle est uniformément ergodique par rapport a la méme norme.

e Une chaine de Markov peut étre fortement stable (uniformément ergodique) par
rapport & une norme donnée et ne pas l'étre pour une autre (si ces normes ne sont pas

équivalentes).

Théoréme 3.3. [3]

La propriété d’ergodicité uniforme de la chaine X par rapport a la norme ||.|| se conserve
pour de petites perturbations du noyau P. Chaque noyau stochastique ) dans un certain
voisinage du noyau de transition P de la chaine de Markov X, uniformément ergodique
(fortement stable) par rapport a une norme donnée |.|| (i.e.]|@Q — P|| < €), correspond a

une chaine de Markov uniformément ergodique (par rapport a la méme norme).

Définition 3.3. Une chaine de Markov (X,,),>0 définie sur (£, &), et de noyau de tran-

sition P est récurrente au sens de Harris, s’il existe une mesure invariante pu* o—positive,
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telle que p*(A) > 0, alors :

P:C(f 14(X,) = +oo> —1,Vz € E. (3.3)

On dit alors que X ainsi que son noyau de transition sont de Harris.

Propriété 3.1.

— Une chaine irréductible, discrete et récurrente est une chaine de Harris.

— Une chaine de Harris est une chaine récurrente irréductible.

Théoréme 3.4. [3, 59]

Une chaine de Markov récurrente au sens de Harris, est uniformément ergodique par rapport
a la norme ||.|| et apériodique si et seulement s’il existe un entier n > 1, une mesure positive
an € M™ et une fonction mesurable h € fET telles que les conditions suivantes soient

satisfaites :
1. 7h >0, a1l =1, ah > 0,
2. le noyau T'= P"™ — h o « est non négatif,
3. [|[T™]] < p pour un certain entier m > 1, p < 1.

e [’ergodicité uniforme de la chaine X, entraine que la derniere condition est satisfaite

pour tout n, «a, et h, vérifiant les deux premieres conditions

3.5 wv-Stabilité forte d’une chaine de Markov

Définition 3.4. La chaine de Markov X sera dite fortement v-stable, si elle est fortement

stable par rapport & une norme |[|.||, définie par :

lallo = /E o)\l (de), (3.4)

ol v est une fonction mesurable bornée inférieurement par une constante positive, pas

nécessairement finie sur £, u € m& et |u| est la variation de la mesure p.
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Dans ce cas, les normes induites par ||.||, dans les espaces f& et B sont respectivement :

[f1le = sup{lf], [lulle <1} = sgg[u(m)]_l|f(x)|,‘v’f €fe

[1Pllo = sup{|uP|, [[ullo < 1} = Sgg[v(w)lfl /v(y)\P(%dy)!,Vf € fe

Remarque 3.2. Pour la classe des normes ||.||,, définies par la formule (3.4), la condition

(3) du théoreme (3.4) sera équivalente a la condition suivante :
T"v(z) < pv(x), Vo € E, pour un entier m>1 et p<1.

Corollaire 3.1. Pour que la chaine de Markov X récurrente au sens de Harris soit forte-

ment v-stable, il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

1. il existe une mesure o € M™ et une fonction mesurable h € fET telles que : wh > 0,

al =1, ah >0,
2. le noyau T'= P — h o « est non négatif,

3. dp <1 tel que, Tw(z) < pv(z) VYxekFE

e Ce corollaire n’est qu'une condition suffisante du théoreme 3.4 avec n = m =1 et en

tenant compte de la remarque 3.2.

Remarque 3.3.

Le choix de la norme appropriée, se réduit a la recherche d'une fonction test v.

La construction de la fonction test v et le choix de h et de « constituent la difficulté majeure
dans I’étude de la v-stabilité forte, puisqu’elles dépendent essentiellement de la forme du

noyau de transition de la chaine de Markov étudiée X.

3.6 Inégalités de stabilité forte

Dans les conditions du théoreme 3.4, on peut obtenir les estimations quantitatives de
la stabilité d’une chaine de Markov X ayant P comme opérateur de transition et 7 comme
mesure de probabilité invariante. A cet effet, on présente la déviation de la distribution

stationnaire de la chaine de Markov X en termes des fonctions h, v, et la mesure «
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Théoréme 3.5. [58]
Soit une chaine X fortement v-stable et vérifiant les conditions du théoreme (3.4), de noyau
de transition P, et de mesure invariante . Alors, pour un noyau stochastique @), de mesure
stationnaire v appartenant a un certain voisinage de P, on a 1’égalité suivante :
v = 7l —ARy(I -]
= 7+ w[ARy(I - 1)
t=1
oWA=Q—Pet Ry=I-T)".
Conséquence 3.1. Sous les mémes conditions du théoreme (3.4), on a :

v =m+rARy(I —1I) +o(| A7) pour [[All, — 0.

Conséquence 3.2. Sous les mémes conditions du théoreme (3.4), et pour A vérifiant :

1Al < =2, (35)
on a l'estimation
lv =7l < [ALLClI]lo(1 = p = CIA]L) ™, (3.6)
Avec
C = m|[PI[7= (1 + [[Lflu[l7 )
et

I7llo < (aw)(1 = p) = (h)ml| Py~

Dans le casoum=1,ona: C =1+ |[1],]|7-

3.7 Conclusion

La méthode de stabilité forte, initialement introduite dans la théorie de stabilité des

chaines de Markov, peut s’appliquer d’une maniere efficace aux systemes de files d’attente
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du moment que la plupart de ces derniers peuvent étre régis par des chaines de Markov.
Dans ce chapitre, nous avons présenté certains résultats et criteres concernant ’ergodicité
uniforme et la stabilité forte dont l'objectif est d’élargir le champs d’application de la

méthode de stabilité forte aux systemes de files d’attente de type phase.



Chapitre 4

Stabilité des systemes de files
d’attente HOE; /M /1 et Hy/M/1

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions par le biais de la méthode de stabilité forte, 'approxi-
mation des systemes de files d’attente de type GI/M/1 par des systemes de type phase.
Le systeme de files d’attente GI/M/1 est approximé par I'un des systemes HOE,/M/1 ou
Hy/M/1 comme suit :

a Le coefficient de variabilité des inter-arrivées ca < 1 : dans ce cas, la distribution
des inter-arrivées peut étre approximée par une loi hypoexponentielle et on obtient
alors un modele HOE,/M/1. Dans ce cas et pour toute loi positive G (avec variance
finie), on peut trouver une distribution HOE; possédant les deux mémes premiers
moments.

b Le coefficient de variabilité des inter-arrivées ca > 1 : dans ce cas, la distribution des
inter-arrivées peut étre approximée par une loi hyperexponentielle et on obtient alors
un modele Hy/M/1. Pour toute loi positive G (avec variance finie), on peut trouver
une distribution Hy possédant les deux mémes premiers moments.

On s’intéressera a 1’étude de la stabilité forte de la chaine de Markov induite des systemes
HOE,;/M/1 et Hy/M/1, apres perturbation de la loi des arrivées. En plus de 'affirmation
qualitative, nous obtenons dans chaque cas une estimation de l'erreur d’approximation

donnée par une borne supérieure de la norme de la déviation de la distribution stationnaire

46



Stabilité des systeémes de files d’attente HOE,/M /1 et Hy,/M /1 47

de la chaine de Markov induite.

4.2 Stabilité forte dans le systeme HOE,/M /1

Dans cette section, nous considérons le cas de stabilité dans le systeme d’attente de
type phase HOE,/M/1 apres perturbation de la loi des arrivées du systeme GI/M/1. Pour

cela, nous commencons par décrire les deux modeles (X) et () qui nous intéressent.

4.2.1 Description et notations relatives aux modeles

Considérons le systeme (X) de files d’attente GI/M/1 a un seul serveur a capacité
infinie, de discipline (FIFO) et ayant les propriétés suivantes :

— Processus d’entrée. Les inter-arrivées sont indépendantes et identiquement dis-

tribuées suivant une distribution générale G(t) de coefficient de variabilité
inférieur a 1.

— Processus de service. Les durées de service sont distribuées selon une loi exponen-

tielle de parametre p.

Ainsi, le nombre de clients dans le systeme (3) a Darrivée du n®™M€

client, est donnée par
la chaine de Markov X = {)?n, n =0,1...} [41], dont la matrice de transition est notée

par P = (lg)w et définie comme suit :

7 +o0 (/“Lt)i+1_j

di+1fj: 0 (Z—i—l—j)'e_uth(t) si 1§]§Z—|—1,
Bi=y1-5d, si j=0, (1)
k=0
0 ailleurs.

Considérons également le systeme (X) de files d’attente HOE,;/M/1 a un seul serveur
a capacité infinie, de discipline (FIFO) et ayant les propriétés suivantes :

— Processus d’entrée. Les inter-arrivées sont indépendantes et identiquement dis-

tribuées selon une loi hypoexponentielle H(t) de parametres (Aj, Ag).

— Processus de service. Les durées de service sont distribuées selon une loi exponen-

tielle de parametre pu.
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Ainsi, le nombre de clients dans le systeme (X) a l'arrivée du peme client, est donnée par
la chaine de Markov X = {X,,, n = 0,1...} dont la matrice de transition est notée par
P = (P,;);; et définie comme suit :

e Matrice de transition :

( . .
_ Adguitloi 1 1 . .
di"'l_j - 1)\21li>\2 <(>\2+#)i+2_j o ()\1+H)i+2_j> 51 lsy=i+l,
Pl] - i 1+1 +1
_ 2 A . .
1- kgodk = n (uf:Az) pb vy (uf:/h) S1 j=0,
L 0 ailleurs.
(4.2)
e Probabilité stationnaire :
La distribution stationnaire de la chaine de Markov ergodique X [10], définie par :
m; = lim PX, =j], Vj>0;
n’est autre que la solution du systeme d’équations suivant :
T = 2o TP,
2o =1
Ainsi, on obtient :
T = (1 - O->U]7
ol
(,u2 + (A1 + /\2)) — VA
o= 5 , (4.3)
21
avec

A = (uh =)+ 12 (200 + A)),

A =t [/ Do)+ (L4200t /)]

en posant r; = \;/,

A=pt (=) + (1420 + 7)) | = A,
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et
AOZ (7’1 —T2)2—|— (1+2(T1+7’2)).

d’oun

o= Pt h)) — VA
212 ’
(14 (r1+72)) — VA
5 .

g —=

4.2.2 wv-stabilité forte de la chaine de Markov X

1. Préliminaires

Dans cette section et dans toute la suite nous utiliserons les notations suivantes. Soit
M = {p;} l'espace des mesures finies sur N (la o-algebre sur N est engendrée par les
singletons de N) et J = {f(j)} l'espace des fonctions mesurables bornées sur N. Nous
associons a chaque opérateur de transition P, les applications linéaires suivantes :

(uP)e =Y ;P

(PF)(k) =3 f(0) P (4.4)

Introduisons sur M la classe des normes de la forme

liallo =Y~ v()layl, (4.5)

Jj=0
ou v est une fonction mesurable bornée inférieurement par une constante strictement po-
sitive (pas nécessairement finie). Cette norme induit dans ’espace J la norme :

g0
Hf“v = 18 U(/{:) . (4.6)

k>

Considérons enfin 1'espace B des opérateurs linéaires bornés sur l'espace {n € M : ||u||, <

o0}, de norme

1
Pll, =sup — V()| Pyl 4.7
IP1. = sup 2o 3 uIP (47)
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2. v-stabilité forte

Dans cette section, nous étudions la v-stabilité forte de la chaine de Markov induite X
du systeme HOE;/M/1. Nous déterminons les conditions pour lesquelles, il sera possible
d’approximer les caractéristiques du systeme (i) par celles correspondantes du systeme
(X). L’adaptation du théoreme 3.1 & notre modele nous permet d’énoncer le théoreme

suivant :

Théoréme 4.1. Soit le systeme de files d’attente HOE, /M /1. La chaine de Markov induite

X ={X,, n=0,1...}, ou X, représente le nombre de clients dans le systeme a 'arrivée

du n®™¢ client, est fortement v-stable pour une fonction v(k) = B* pour tout 3 tel que

1 <8< Byou

(7’1+7“2+1)+\/A0
2r179 ’

fo =

avec

A(] = (7“1 —7’2>2+2(T1+T2) + 1,
our; = \/u.
Preuve. Pour prouver la v-stabilité de la chaine de Markov X pour la fonction v(k) = 3,

ou 3 > 1, vérifions les conditions du théoreme 3.1.

Pour cela, nous choisissons la fonction mesurable
h(l) = piO>

et la mesure :

. (1 j=0,
O‘j_lﬂzo_{o si j>0.

Alors, on vérifie facilement que :

OWh:Zﬂ'ihi:Zﬂ'iPio > 0,
i>0 i>0
oozl:Zozj:Oéo—i-ZOéj:Oéozla
J>0 j>1
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o ah =) ah; = aphg+ Y ajh; = hg = Py > 0.

>0 i>1
On a:
B {0 s oj=0,
Tiﬂ’_%_hi“]_{ﬂj si > 0.

D’ou T est non négatif.

e Montrons qu'il existe p < 1 tel que Tw(i) < pv(7). En effet, on a :

To(i) = Y o(j)T;

>0
i+1
= v(0)Tio + Z Fdiy1-;
j=1

_ fﬂ”w‘”l (o~ o)
Ae N\ (o)™ (A + p)+27
A A3 i+1 i i+1—j W i y i+1—j
(M=) (A2 + 1) 4 (50\2 + H)) (=AM ) : (5()\1 + H))

_ A3t (1 (B(A;u))lﬂ) B AMA Bt <1 ﬁ(kfw))z“)
(M=) (Nt p) ( (A1 = A2) (A1 + ) (

+
—

g

Il
—~ =

>\2+H)> B( >\1+u))

Posons r; = Ay /p et 79 = Ao/, donc ry/re = A/ Aa.

; i+1 i+1
To(iy = 28 |1 (1— (o) ) 1 (1— (soeg)™ )
(A= 22) | e+ )\ 1= (55855) A+ \ 1= (5t
Tw(i) = A doff 1 (1 N (ﬂ<r§+1)>i+1) 1 <1 N (ﬁ(r11+1))i+1>
i =X) [+ D\ 1= (k) /) (m+ D\ 1- (o)
O D Al it e e il e Vi
To(i) = - — .
M(Al_AQ) T2+1_B T1+1—B
Donc
i+1 [ 1 1
Tv(i):ﬁrz_ﬁ T | +C
(11 —12) rp+l—5 nmn+l-—3
o ri— Ty
Tu(i) = +C
(3) (r1 —rg) _<T2+1—%)(7’1+1—%)
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ou :
oo L 1 1 1 1
_ﬁi'H (T1+1)i+17“1+1—% (T2+1)i+17’2+1—% ‘
Nous avons r; > 75. Donc (r; + 1) > (rg + 1)" et ry +1 — % >y 41— %
Par suite (11 + 1 — 5)(r1 + 1) > (r2 + 1 — §)(r2 + 1), Donc
1 < 1
(r+1=3) 0+ D" " (1= 5)(rp + 1)
Ce qui signifie que C' < 0.
Finalement,
i+1
To(i) < ——
(r2+1=5)(n+1-3)
ie, Tw(i) < pv(i) avec
_ 1723 (4.8)

(+ 1= D+ 1-3)
Nous cherchons maintenant la condition pour que p < 1

r1r23

<l=
(ra+1—5)(r+1-3)

T < (T2+1—%)(T1+1—%):>
nr(B-1) <nl- )+l -2+ 1- 1) - 10-1) =
1
riref<ri+re+1——==

B
rraf% — (r+ 1+ 1)+ 1 < 0.

Le polynome en ( du coté gauche de I'inégalité possede deux racines et est de signe négatif

pout tout [ compris entre les deux racines. Comme [ est supposé > 1, nous avons

p<1l si 1<p<p

tel que :
(7’1—{—7“2—|—1)—|—\/A0

27‘17‘2

o =

)
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ou

A0:<T1+7’2+1)2—4T17”2
AOI(Tl—T2)2+2(T1—|—T2)+1>O.

e Il reste a vérifier que || PJ|, < oo :

Nous avons :
IT'=P—-hoa=P=T+hoa= [P, <|Tl.,+ Al
or, d’apres ’équation (4.7)

1 : 1 .
T, = sup — T < sup —=pB' < p<1.

J20

Et d’apres les équations (4.6) et (4.5), nous avons

1 1
hv:SU —hZ = su —R <]_,
Il = sup < 0(0)] = sup = Po
ol = ZUU)% = Zﬁjaj = ap + Zﬁj%’ =1
Jj=0 Jj=0 Jj=1
Alors,
| P|l, < oc.

Ainsi, toutes les conditions sont vérifiées.

4.2.3 Estimation quantitative

1. Déviation de la matrice de transition

Afin d’estimer numériquement I’écart entre les distributions stationnaires des deux
chaines de Markov X et X, estimons d’abord la norme de déviation entre les matrices
de transition.

Pour cela, introduisons la mesure de proximité W(G, H) définie comme suit
WG i) = [ 16~ Hl(a), (49)
0

ou |a| est la variation de la mesure a.
A cet effet, la déviation des deux matrices de transitions P = (P;) et P = (P;;), des

deux chaines de Markov X et X est donnée par le théoreme suivant.
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Théoréeme 4.2. Soient P et ﬁ les matrices de transition des chaines de Markov induites

respectivement des systemes (3) et ( ). Alors, pour tout 3 tel que 1 < 3 < [y, nous avons :
|P =Pl < (1+HW(G, H),
ou W(G, H) est définie par la formule (4.9).

Preuve. D’apres (4.7), nous avons

_ 1 . -
|P—Pl, = SUP@ZMPM — Pyl
>0

k>0

!
= Supﬁk<|Pk0_Pk0|+Zﬁ]|Pk] ij|)

j=1
k+1
= Ssup k<|zd ZdH‘Zﬁ |djet1-; dk:+1 y|)
k>0 3
:U’t ] uth : (/’Lt)] uth
= Sup — +€_ t) — +€_ t
k>%ﬁk <|Z:;/o J! ) ]Z:;/o J! ()
k+1 _; _;
g [ (e /OO (p) 19
y I _ p
1 ;m/o i e - | G eHO)
ko oo k+1 —j
< sup — ! (Z/ (”t) e MG — H|(dt) +im/ H™ —f“f|G H|(dt))
k20 B\ <= Jo k+1

oo k+1 #t)k+1 J

Zk: MY i~ () +ﬁ/ "”|G—H|(dt))
J! [CESE]

erteht| G — H|(dt) +B/ e “t|G H|(dt)>

IA
>
e
/N
2=

VAN
>
e
N\
2=

1
< ig%(@ i |G — H|(dt) —|—ﬁ/ |G — H|(dt)>

sup (5 +9) [ 16~ Hl(an)
(1+ BYW(G, H)

IN

IN

D’ou
|P — P, < (1+ 8)W(G, H).
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2. Inégalités de stabilité

Dans cette section, on s’intéressera a la déviation entre les distributions stationnaires

des deux chaines de Markov X et X par rapport & la norme || - ||,.

Théoréme 4.3. Soient 7 et 7, les distributions stationnaires des chaines de Markov in-

duites respectivement des systemes (X) et (X). Alors, pour tout 1 < 8 < [y, tel que

I'inégalité

(1—p)(1 —pBo)
WG H) < (1+8)(2-0(1+8) (4.10)
soit vérifiée on a
NS g 7 (1+6)1—-0)(2-0(1+0))
;6 |7TJ 7TJ’ < (1 — 50)2(1 — p) — (1 — ﬁd)(? _ 0.(1 +ﬁ))(1 +B)W(G7H>W(G, H)
(4.11)

ou p et o sont définis par les relations (4.8) et (4.3) respectivement.

Preuve. Afin de démontrer ce résultat, nous utilisons la conséquence (3.2). Pour cela, nous
estimons au préalable |[1||, et ||7||,.

D’apres la formule (4.6), nous avons

1|, = sup =1

1
k>0 O
De (4.5), nous avons

el = 3" #r, = S #(1 - 00! = (1-0) (B0 =+

j=0 j=0 j=0

Alors
2—o0(1+40)
¢ =1+ [1fellrlle = —=5—
En remplagant dans (3.6), on aura

(1+5)(1A—-0)2—-0(+5))

(1—50)2(1—p) — (1 - Bo)(2—o(1+ B))(1 + B)W(G, H>W<G= H).

| —7le <
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4.3 Stabilité forte dans le systeme H,/M /1

Considérons maintenant le cas de stabilité dans le systeme d’attente Hy/M/1 apres
perturbation de la loi des arrivées du systeme GI/M/1. Pour cela, nous commengons a

décrire le modele (¥*) qui nous intéresse.

4.3.1 Description et notations relatives au modele

Considérons le systeme (3*) de files d’attente Hy/M/1 & un seul serveur a capacité
infinie, de discipline (FIFO) et ayant les propriétés suivantes :

— Processus d’entrée. Les inter-arrivées sont indépendantes et distribuées selon une

loi hyperexponentielle L(t) de parametres (A1, A2).

— Processus de service. Les durées de service sont distribuées selon une loi exponen-

tielle de parametre p.

Ainsi, le nombre de clients dans le systeme (3*) a l'arrivée du peme client, est donnée par
la chaine de Markov X* = {X* n =0,1...} dont la matrice de transition est notée par

P* = (P*);; et définie comme suit :
e Matrice de transition :
itl—j

T2A2,u,i+1_j

* TIA . . .
di+1—j = ()\11;5)1'-%2—3‘ Dotp)it2=7 S1 1<y <i+1,
) | o (112
J 1-— kz dz = Tl(#f)\l )Z+1 + 7—2(#)2—’_1 S1 ] = O,
=0
0 ailleurs.

e Probabilité stationnaire :
Notons par 7* la distribution stationnaire de la chaine de Markov ergodique X* [10],

vérifiant le systeme d’équations suivant :

* o * Dk
Uy _Zi:OTri‘P'

J iy

> m =1
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Ainsi, on obtient :

ou
2
+ (A + ) — VA
o= Wt H . 2)) = VA (4.13)
2
avec
A = (;1,2 + ,U(>\1 + )\2))2 — 4#2(7'1)\1[L + Tg)\g,u + )\1)\2)
A= pt [(1"'(7“1+7“2))2_4(717"1+727“2+7’17“2) = u* Ao,
et
A(): (1 -+ (7’1 +T2))2 —4(7’1’/“1 +TQT’2—|—T‘1T2>.
d’ou

oo W A) — Vit A
22 ’
(1+ (r1+72)) — VBo
5 .

o =

4.3.2 wv-stabilité forte de la chaine de Markov X*

Théoréme 4.4. Soit le systeme de files d’attente Hy/M/1. La chaine de Markov induite

X*={X}, n=0,1...}, ou X représente le nombre de clients dans le systeme a 'arrivée

eme

client, est fortement v-stable pour une fonction v(k) = 3¢ pour tout 3 tel que

1< B < fyou

du n

(7“1+?"2+1)+\/A0
2(7’1’/“1 +7’27”2 —|-’f’17“2)’

Go =

avec
AOI (7“1 + 19 + 1)2 — 4(7’17"1 + Torg + 7'17“2>,
avec 1; = \;/ .

k

Preuve. Pour prouver la v-stabilité de la chaine de Markov X pour la fonction v(k) = 8%,

ou (8 > 1, vérifions les conditions du théoreme 3.1.

Pour cela, nous choisissons la fonction mesurable

h(i) = Py,
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et la mesure :

_ _J 1 st j=0,
O‘j_lﬂo_{o si j>0.

Alors, on vérifie facilement que :

o m*h=>Y mh; =) mP;>0,

i>0 120
oal:Zaj:Oéo—i—ZOéj:aO:la
>0 Jj>1
.ah:ZOélhlzaoho‘i_zazhl:hO:PgO>O
i>0 i>1
On a:
IS W )
ﬂj—Pz‘j_hiaj_{g’; si j > 0.

D’ou T est non négatif.

e Montrons qu'il existe p < 1 tel que Tw(i) < pv(i). En effet, on a :

To(i) = > v()T;

= v(0)T5 + Z 6jdz+1—j
j=1

_ iﬁj( A T L Ty At )
()\1 + 'u)i-l-?—j ()\1 + Iu)i+2—j

=1

— nA A < ( H )Hl_j TaoAo 3111 i+l <L>i+1—j
- (/\1+,u)Z B\ + ) +(_/\2+M)Z 30+ )

J=1 J=1

/\1 + - (,g()\ﬁu)) ()‘2 + N) 1- <ﬁ(>\§+u))

. b Nitl - b Vil
oA A (1 - (ﬁ()\l‘hu)) i ) ToAo B! (1 - <6(>\2+u)) i

mAFT (1 B (ﬁ(Afﬂo)iH) Ao (1 - (ﬁ(xfm)m)
+

e Ty

Posons r = /\1/,& et To = )\Q/M donc 7‘1/’]“2 = )\1//\2.

—

7'17'1ﬁi+1 <1 — i
Tv(i) =

1 ) 1
—+1>) Tar2 (1 - W)

+

r+1— ro+1—3

=

?
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Donc
. N (1 - W) 2T (1 - W)
v(i) =" +
(i) =45 r+l— g ro+1—3
) ; EA! ToT2
To(i) = B +C
() 7“1—{—1—% 7“2+1—% ]
ou :
O -1 T 1 Tal2 1
B L e e I (SR VPR
Comme C' < 0.
Alors,
To(i) < g+ | —2L T2
O P
D’ou
Tiri 3 o123 (4.14)

pz’fjﬂ-l—% ’I"Q—f-]_—%

Nous cherchons maintenant la condition pour que p < 1

Tor3
T2+1—%

7113

11 <l=
! E

TirB(ra +1—5) + mraf(ri +1 - 3)

<l=
(7’1+1—%)(T2+1—%)

7'1’/“1(5— 1) —{—7“27'2(5— 1) +T1T2(5— 1) < 7“1(1 — %) —{—7“2(1 —

1
ﬁTlrl—i-ﬁTQTg—i-ﬁTng <T1+T2—B+1:>

52<’7'17“1 —+ ToTe +T1T2) — (7”1 —+ 1r9 + 1)6+ 1<0

Le polynome en (8 du coté gauche de I'inégalité possede deux racines et est de signe négatif
pout tout B compris entre les deux racines. Comme [ est supposé > 1, nous avons p < 1

pour tout 8 < [y, tel que :
(T1—|—7‘2+1)+\/A0
2(Tir1 + Torg + 1172)’

Go =



Stabilité des systeémes de files d’attente HOE,/M /1 et Hy,/M /1 60

ou

AOZ (7"1 + 19 + 1)2 — 4(7'17“1 + Torg + 7”17"2) > 0.

e Il reste a vérifier que ||P*||, < oo :

Nous avons :
T'=P —hoa= P =T+hoa= [P, <|T[,+ ||/l
or, d’apres ’équation (4.7)
Tl = sup = S~ F[Ty] < sup—pB' < p < 1
v — Sup —: ij| > SUup —: ~ .
i>0 = ! >0 Wp P

Et d’apres les équations (4.6) et (4.5), nous avons

1 1
h|l, = sup —=|h(7)| = sup —Fj; < 1,
Il = sup s (i) = sup Py
lall, = Zv(j)% = Zﬁjaj =g+ Zﬁj%’ =1
>0 >0 j>1
Alors,
| P, < oo.

Ainsi, toutes les conditions sont vérifiées.

4.3.3 Estimation quantitative

1. Déviation de la matrice de transition

Afin d’estimer numériquement 1’écart entre les distributions stationnaires des deux
chaines de Markov X* et X, estimons d’abord la norme de déviation entre les matrices de
transition.

A présent, définissons la mesure de proximité W(G, L) donnée comme suit

W(G, L) = /OO |G — L|(dt). (4.15)

Par suite, la déviation des deux matrices de transitions P* = (F;) et P = (Pij),

relativement a la norme || - ||,, est donnée par le théoreme suivant.
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Théoreme 4.5. Soient P* et ﬁ, les matrices de transition des chaines de Markov induites
respectivement des systemes (3*) et (ENJ) Alors, pour tout 3 tel que 1 < 3 < [y, nous

avons :

1P* = Pll, < (1 4+ B)W(G, L).
2. Inégalités de stabilité

Dans cette section, on s’intéressera a la déviation entre les distributions stationnaires

des deux chaines de Markov X* et X par rapport & la norme |||,

Théoréme 4.6. Soient 7* et m, les distributions stationnaires des chaines de Markov
induites respectivement des systemes (X*) et ( ). Alors, pour tout 1 < § < f3y, et sous la

condition :
(1—p)(1 = Ba)
(1+8)(2—a(l+8))

W(G, L) < (4.16)

on a

(1+5)010-a)2-al+05)

jzoﬁmr}‘ DT S ey s ey v o e e Y v A RASA R

(4.17)

ou p et o sont définis par les relations (4.14) et (4.13) respectivement.

Preuve. Estimons au préalable |[1||, et ||7*||,.

D’apres la formule (4.6), nous avons

1Ll = sup 1.

ﬁk:

De (4.5), nous avons

2l = 3 ;= 3 F (1 —a)ad = 1—&);(ﬁa)j=11__5aa'

7>0 j>0

Alors
2—a(l+p)
:1 lv*v:—-
C =1+ 1wl = =525

En remplagant dans (3.6), on aura

(1+5)(0-a)2—al+0)

I% =%l < T Bara =y =1 - B2 —all+ BYA T WG, D) O E)
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on s’est intéressé a ’approximation des systemes de files d’attente de
type GI1/M/1 en remplacant la distribution générale G par une distribution hypoexponen-
tielle (HOEy) lorsque le coefficient de variabilité est inférieur a 1, ou par une distribution
hyperexponentielle (Hy) lorsque le coefficient de variabilité est supérieur a 1. L’approxima-
tion se fait par le biais de la méthode des moments précédemment expliquée. Nous avons
prouvé par le biais de la méthode de stabilité forte la robustesse de la chaine induite dans
chacun des modeles de type phase considérés et nous avons obtenu les inégalités corres-
pondantes. Les bornes de perturbation que nous avons présentées donnent pour chaque cas

I’estimation quantitative de ’erreur de ’approximation.



Chapitre 5

Stabilité des systemes de files
d’attente M/HOE>/1 et M/Hy/1

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons a l’approximation des systemes M/G/1 par
des systemes de type phase. Suivant la valeur du coefficient de variabilité de la loi de la
durée de service, celle-ci est remplacée par une distribution hypoexponentielle ou hyper-
exponentielle. Notons que la démarche est identique a celle du chapitre précédent. Alors,
deux cas peuvent étre distingués :

— Le coefficient de variabilité des durées de service cs < 1 : la distribution des durées
de service peut étre approximée par une loi hypoexponentielle et on obtient alors un
modele M/HOE, /1. Pour toute loi positive G (avec variance finie), on peut trouver
une distribution HOE, qui possede les deux mémes premiers moments.

— Le coefficient de variabilité des durées de service c¢s > 1 : la distribution des durées
de service peut étre approximée par une loi hyperexponentielle et on obtient alors
un modele M/H,/1. Dans ce cas, toute loi positive G (avec variance finie), peut étre
approximée par une distribution Hy possédant les deux mémes premiers moments.

Nous prouvons la stabilité forte de la chaine de Markov induite des systemes M/HOE,/1
et M/Hy/1, apres perturbation de la loi des durées de service. Nous obtenons également,
dans chaque cas, une borne supérieure pour la norme de la déviation de la distribution

stationnaire de la chaine de Markov induite.

63
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5.2 Stabilité forte dans le systeme M/HOE,/1

Dans cette section, nous considérons le cas de stabilité dans le systeme d’attente de type
phase M/HOE,/1 apreés perturbation de la loi des durées de service du systeme M/G/1.

— ~

Pour cela, nous commengons par décrire les deux modeles (3) et () qui nous intéressent.

5.2.1 Description et notations relatives aux modeles

Considérons le systeme (3) de files d’attente M/G/1 a un seul serveur, a capacité
infinie, de discipline de service FIFO et ayant les propriétés suivantes :

— Processus d’entrée. Le processus d’entrée est un processus de Poisson d’intensité \.

— Processus de service. Les durées de service sont identiquement distribuées suivant

une distribution générale F(t) de coefficient de variabilité inférieur a 1.

¢ client, est

Ainsi, le nombre de clients dans le systeme (X) , juste apres le départ du n®™
donné par la chaine de Markov X = {X,,, n = 0,1...} dont la matrice de transition est

notée par P = (P);; et définie comme suit [41] :

fi si i=0,
Pj=1{ fiois1 si 1<i<j+1, (5.1)
0 ailleurs.
avec N .
fr= / Me*“cu«"(wt).
0 k!

~

Considérons également le systeme (X) de files d’attente M/HOE,/1 & un seul serveur,
a capacité infinie, de discipline de service FIFO et ayant les propriétés suivantes :

— Processus d’entrée. Le processus d’entrée est un processus de Poisson d’intensité .

— Processus de service. Les durées de service sont identiquement distribuées selon

une loi hypoexponentielle Hy(t) de parametres (puq, o).

¢ client, est

Ainsi, le nombre de clients dans le systeme (f]), juste apres le départ du n®™
donné par la chaine de Markov X = {Xn, n =0,1...} dont la matrice de transition est
notée par P= Pij et définie comme suit :

e Matrice de transition :
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) /i si i =0,
Pyj=1q fiin s 1<i<j+1, (5.2)
0 ailleurs.
avec
" U2 )\k 1 1

fr=

(1 — p2) [N+ )P+ (N )

e Probabilités stationnaire :
Notons la distribution de probabilité stationnaire de la chaine de Markov ergodique X par
7= (m,1=0,1,...), ou

A~

#= lim P[X,=i],i=0,1,...

n—s+o0
et G(z) sa fonction génératrice. Afin de calculer G(z), on note H*(z) = ;;08 P2, la
transformée de Laplace-Stieltjes de H(t). La fonction génératrice G(z) de la distribution
de probabilité stationnaire (7;,4 =0, 1,...) est donnée comme suit

z—1

02— H*(\(1-2))

G(z) =7 H* (M1 — 2)). (5.3)

5.2.2 v-stabilité forte de la chaine de Markov X

Théoréme 5.1. Soit le systeme de files d’attente M/HOE, /1. La chaine de Markov induite
X = {Xn, n=0,1...}, ou X, représente le nombre de clients dans le systéme juste apres
le départ du n®™¢ client, est fortement v-stable pour une fonction v(k) = 8* pour tout

tel que 1 < B < (p. ou
(N + Mix + Mpig) — VA
2)\? ’

Bo = (5.4)

avec
A= N[N 420+ p2) + (1 — p2)?]

Preuve. Pour prouver la v-stabilité de la chaine de Markov X pour la fonction v(k) = ¥,

ou 3 > 1, vérifions les conditions du théoreme 3.1.
Pour cela, nous choisissons la fonction mesurable

. 1 si i=0,
M”:hﬁ:{o si i>0.
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et la mesure :

f] PO]
Alors, on vérifie facilement que :
o Th = Zﬁ'zhz :ﬁoho—FZﬁ'Zhl =7y > 0,
i>0 i>1
e 0l = Z P(]j = 17
Jj=0
o ah =) a;h; = agho + Y aihy = ag = Pyo > 0.
i>0 i>1

On a:
T — P heos — 0 st =0,
BT NS T B s >0,
D’ou T est non négatif.
e Montrons qu'il existe p < 1 tel que Tw(i) < pv(7). En effet, on a :
1-Cas i =0 :
To(i) = X o(j) Ty = Tw(0) = X 3Ty = 0.

7=>0 7=>0
2-Cas 1> 0:

To(i) = Y v(j)Ty

o jM1M2>\j_i+1 ( 1 _ 1 )

B Z F (1 — pr2) \ (A po)d =42 (N4 g )3=0F2

_ irio1 HipaN 1 _ 1 >
20 (1 — )((A+u2)”l (A4 pr)741

7>0
1 ( B )j 1 ( B )J]
)\—{—,UQJZZ; )\—l-,ug )\—1-#1; )\—F,Ul

ﬁi—l 12
M1 —

Supposons que

6< Lb1 et 6<7+1
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Nous obtenons

. 1 M12 1 1 1 1
Tv(i) < B~ ( >_ ( )
0= i) T
; 1 1
To(i) < gi—1_HiH2 { B ]
W <8 pi — po [ A+ p2 — BN A+ g — BA

ﬂi—l 1 fh2
(A + p2 = BA) (A + 1 — BA)

D’ou

_ Hift2
= B0t BN = BN (5:5)

Nous cherchons maintenant la condition pour que p < 1.

Mo
B+ pa — BA) (A + p — BA)
prpz < BN+ p2 — BA)YA + 1 — BA) =

pipia(l — B) < N°B(1 = B)(1 = B) + MuB(l — B) + AuB(1 — B) =

N 3% — (A2 + Ay + M) B+ papg > 0.

<l=

Le polynome en (8 du coté gauche de I'inégalité possede deux racines et est de signe négatif

pout tout [ compris entre les deux racines. Comme [ est supposé > 1, nous avons
p<l st 1<B<fy

tel que :

(A2 + Mg + Apg) — VA
2)\2 ’

Bo =
ou

A= (N4 Apg+ Apa)® = AN pia
A=)\ [)\2 + 2)\(,&1 + #2) + (Ml — #2)2] > 0.

e Vérifions que || P||, < oo :

Nous avons :

T=P—hoa=P=T+hoa= [P, <|T|.+|hl.llal,
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or, d’apres ’équation (4.7)
1« .
Il = sup — > #|Ti;| < sup —pB' < p < 1.
i>0 ' & i>0 [
>
Et d’apres les équations (4.6) et (4.5), nous avons

1 .
[7ll, = sup —[h(i)| = 1,

i>0 V(i)
lall =Y v(i)ey =Y Py = Bp < .
>0 >0
Alors,
||I:’||U < Q.

Ainsi, toutes les conditions sont vérifiées.

5.2.3 Estimation quantitative

Déviation de la matrice de transition

Pour pouvoir estimer numériquement 1'écart entre les distributions stationnaires des
deux chaines de Markov X et X , estimons au préalable la norme de la déviation de la
matrice de transition P de la chaine de Markov décrivant I'état du systeme (f]) par rapport

a la matrice de transition P de la chaine de Markov décrivant I'état du systeme (32).

Lemme 1. [22] Supposons que
o w
/ t|F— H|(dt) < —,
0 A
oll

W= W(F, H) = /oo F — H|(dt). (5.6)

Alors, il existe § > 1 tel que
/ MDY E — H|(dt) < BW.
0
A cet effet, la distance entre les deux matrices de transition, relativement a la norme

|.]lv, est donnée par le théoréme suivant :
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Théoréme 5.2. Soient P (respectivement, P) la matrice de transition de la chaine de

Markov décrivant Pétat du systeme (3) (respectivement, de la chaine de Markov décrivant

I’état du systeme (X)). Alors, pour tout 3 tel que 1 < 3 < 3y, nous avons :

Preuve. D’apres (4.7),

i. Pour k=0 :

HP - PHU

it. Pour k>1:

||P - p”v

HP_PHU <6W

nous avons

IA

IA

IN

IN

IN

IN

L 1 o
1P =P, ZSUP@ZWWM—PM!-
720

k>0

> 1Py — Pyl

J=0

> FIf - Al

>0

S e arg - [T

1l
j=>0 J:

S / Y “” P b Hj(an)

j>0

/ APV E — H(dt)
0

sup — ﬁk Zﬁ |Pyj — Pk]|

k>1

j>0
iglfl) ﬂk §1ﬁ |fy k+1_fj k1|
)\t J—k+1
su J *“ F — H|(dt
w0 [ Gl e
At) Rt
su J= k+1/ e_’\t(—F H|(dt
kffﬁ > Gorilf Al
Aﬁt
su A F — H|(dt
,;m/ > G e~ i

7>0

1 / A=V P _ | (df)
B Jo
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Nous avons par conséquent

IP=Plo< [0 F ),
0

or

/ APV E — HI(dt) < BW,
0

alors

HP—?HU <6W

Inégalités de stabilité

L’estimation de la déviation des distributions stationnaires 7 et 7 est donnée par le

biais du théoréme suivant :

Théoreme 5.3. Soient 7 et 7, les distributions stationnaires des chaines de Markov

décrivant respectivement les états des systémes (i) et (3). Alors, pour tout 1 < 3 < Sy,

et sous la condition :

W(F, H) < (1ﬁ—0p)7

on a

S B(1+G(8))G(8)
> Flr jlsl_p_ﬂ( G5 WIF

ou p est donné par la relation (5.5).

Jj=0

Preuve. D’apres la formule (4.6), nous avons
11}, = Sup o ﬁk =1
De (4.5), nous avons

17l = 67 =

Jj=0

D’apres (5.3), nous avons :

(5.7)

W(F, H). (5.8)
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ol
T =1— i + i
M2 1
et
om0 = () o)
Alors

C=1+ ”1”11”7%”1) =1+ g(ﬁ)
En remplagant dans (3.6), on aura

B(1+6(8))G(B)

s eywrm )

I =l <

5.3 Stabilité forte dans le systeme M /H,/1

Considérons maintenant le cas de stabilité dans le systeme d’attente M/Hy/1, Pour

Y]

cela, nous commengons par décrire le modele (3J) qui nous intéresse.

5.3.1 Description et notations relatives aux modeles

9

Considérons le systeme (X)) de files d’attente M/Hy/1 & un seul serveur a capacité
infinie, de discipline (FIFO) et ayant les propriétés suivantes :
— Processus d’entrée. Le processus d’entrée est un processus de Poisson d’intensité

A

— Processus de service. Les durées de service sont distribuées selon une loi hyperex-

ponentielle L(t) de parametres (ju, p2).

Ainsi, le nombre de clients dans le systeme (i?) apres le départ du n®”¢ client, est donné

par la chaine de Markov X = {Xn, n =0,1...} dont la matrice de transition est notée

%

par P = (P,);; et définie comme suit
e Matrice de transition :
/; si i=0,
Pj=19 fimipn si I<i<j)+1, (5.9)
0 ailleurs.
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avec
2 2
o T TofloA

o= G

e Probabilité stationnaire :
Notons la distribution de probabilité stationnaire de la chaine de Markov X par T = (7,1 =

0,1,...), ou

#i= lim P[X,=1i],i=0,1,...

n—---4oo

Sa fonction génératrice I1(2) est donnée comme suit

z—1

&) =f =g =)

L*(\(1 - 2)), (5.10)

ou L*(z) est la transformée de Laplace-Stieltjes de L(t).

5.3.2 v-stabilité forte de la chaine de Markov X

Théoréme 5.4. Soit le systeme de files d’attente M/Hs/1. La chaine de Markov induite
X = {)?n, n=20,1...}, ou X, représente le nombre de clients dans le systeme apres le
départ du n®™® client, est fortement v-stable pour une fonction v(k) = $* pour tout 3 tel

que 1 < 3 < fBy. ou
(A 4+ A1+ Apo) — /Ao

60 = I\2 )

(5.11)

avec

Ao = N+ 2N (1 = 2m) (11 — pia) + (A — Apaa)?.

Preuve. Pour prouver la v-stabilité de la chaine de Markov X pour la fonction v(k) = p*,
ou 3 > 1, vérifions les conditions du théoreme 3.1.

Pour cela, nous choisissons la fonction mesurable

. 1 si i=0,
h(’)zll:o:{o si i > 0.

et la mesure :

a; = f; = Fo;-

Alors, on vérifie facilement que :
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o Th = Zﬁ'zhz :ﬁ'oho—FZﬁ'zhl :ﬁ'o > O,
i>0 i>1
e al = Z POj = 1,
Jj=0
e oh = Zaihi:aoh0+2aihi:ao:Pgo > 0.
i>0 i>1
On a :
y 0 si =0,
T“_P"j_hio‘j_{ Py si i>0.
D’ou T est non négatif.
e Montrons qu'il existe p < 1 tel que Tw(i) < pv(i). En effet, on a :
1-Cas i =0 :
To(i) = > v(j)Ti; = Tv(0) = > 39Ty = 0.
720 720
2-Cas i >0 :
To(i) = > v(j)Ty
Jj=0
= > Ffiin
>0
N
&\
_ ZﬂjJril( 7'1#1)\]' n 7'2/12)\j' )
= A+ pa)7 T (A pg)7
A\ A
_ 62 1 T Z( 5 ) +6z—1 To b2 Z( 5 )
A+ A+ >\+M2j>0 A+ pio
Supposant que
g < % +1 et < — + 1.
Nous obtenons
TU(Z) < ﬁi—l T1H + ﬁi_l To 2
a A+ p)(1 = 525 A+ p2) (1 = 525)
. i 11 i1 Tol2
T < L L —
R Sy S e
. ; T1l1 T2 b2
To(i) < Bl< )
© B0t = 5N B+ 12—
D’ou
T1H1 T2 2
p= . 5.12
BN+ —BA)  BA+ p2 — BA) (512)
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Nous cherchons maintenant la condition pour que p < 1.

T1[1 Ta b2

B+ = BA) B+ p2 — BA)

T BN+ pa — BA) + Topta BN 4 p1 — BA)
B2+ p1 — BA) (A + p2 — BA)

<1l=

<1l=

T AL = B) + Topia A (1 — B) + pua iz (1 — B) < N2B(1 — B)* + A B(1 — B) + M 3(1 — 3) =

N2 — (N 4 Mg+ Apio) B+ (Tipn A+ Topta + i jiz) > 0.

Le polynome en 8 du coté gauche de I'inégalité possede deux racines et est de signe

négatif pout tout § compris entre les deux racines. Comme [ est supposé > 1, nous avons

p < 1 pour tout 8 < fy, tel que :

(A2 + Aa + Aa) — /Ao
2)2 ’

Bo =
ol
Ao = (N 4+ Mg + Ain)? — AN (TN + Topo X + pa i)
Ao = N+ 20°(1 = 2m) (11 — paa) + (A — Apaa)?.
o Il reste & vérifier que || P, < oo :

Nous avons :
T=P-hoa=P=T+hoa=|Pl, <|Tl+ |kl
or, d’apres ’équation (4.7)
1 A 1 A
T, =sup — B Ti;| <sup—=pB' <p<1.
Tl =sup 5o Y 1T < sup 50 <

Et d’apres les équations (4.6) et (4.5), nous avons

1
h v — 0~ h )| = 1,
Il = sup - 1RO

leello = ZUU)%‘ = Zﬁijj = fp < o0,

j=0 J=0

Alors,

1P|, < co.

Ainsi, toutes les conditions sont vérifiées.
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5.3.3 Estimation quantitative

Déviation de la matrice de transition

La déviation des deux matrices de transition P et P, relativement a la norme ||.||,, est

donnée par le théoreme suivant :

Théoréme 5.5. Soient P (respectivement, P) la matrice de transition de la chaine de

V]

Markov décrivant ’état du systeme (32) (respectivement, de la chaine de Markov décrivant

I'état du systeme (X)). Alors, pour tout (3 tel que 1 < 8 < f3, nous avons :
|P - P|, < fw,
ou
w=w(F,L) :/ |F — L|(dt). (5.13)
0
Inégalités de stabilité

L’estimation de la déviation des distributions stationnaires 7 et 7 est donnée par le

biais du théoréme suivant :

Théoreme 5.6. Soient 7 et 7, les distributions stationnaires des chaines de Markov
décrivant respectivement les états des systémes (f]) et (3). Alors, pour tout 1 < 3 < Sy,

et sous la condition :

Wiy < (16_ = (5.14)
on a +o00 " ) ﬁ(l n H(ﬁ))H(ﬂ)
;ﬁ = < s e D P (5.15)

ol p est donné par la relation (5.12).
Preuve. D’apres la formule (4.6), nous avons

11|, = sup = = 1.

1
k>0 O
De (4.5), nous avons

I7llo =Y 577, = 11(6).

Jj=0
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D’apres (5.10), nous avons :

. 6—1 * _
(5) = fog oo = L A0~ ),
TIA  ToA
mo=1- (z*z)

et

. B T1H1 To 2

L (/\<1 - 6)) - (/\(1 _ 6) _|_,u1) <)\(1 _ﬁ) +:u2).

Alors

C =1+ o[l [l = 1+ TI(5).
En remplagant dans (3.6), on aura

B(1+ 11(5))11(B)
p— B(1+11(8))w(F, L)

w(F, L).

75 = 3l < —

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une étude sur la stabilité forte dans les systemes
de files d’attente M/HOE,/1 et M/Hy/1 apres perturbation de la loi de la durée de service
du systeme M/G/1. Par ailleurs, on a exhibé des conditions pour la stabilité forte de la

chaine induite liées a chaque systeme, ainsi que les inégalités correspondantes.



Chapitre 6

Mesure de performances de la
méthode de stabilité forte

6.1 Introduction

L’objet de ce présent chapitre est d’entamer certaines applications numériques concer-
nant l’estimation des bornes de perturbation présentées dans les deux chapitres précédents.
Pour cela, nous avons construit, a partir des résultats de la méthode de stabilité forte
un algorithme permettant d’estimer l'erreur due a l'approximation ainsi que la norme
par rapport a laquelle I’erreur est établie. De plus, nous avons élaboré un simulateur qui
comportera deux procédures dont I'une permettra de simuler la distribution stationnaire
du systeme idéal et 'autre celle du systeme perturbé dont I'objectif est de valider les

résultats obtenus par un procédé algorithmique et cela en utilisant l’environnement

MATLAB.

6.2 Environnement MATLAB

MATLAB est un langage de programmation a la fois puissant et simple. Il dispose de
plusieurs fonctions qui nous permettent d’optimiser les instructions dans différents pro-
grammes. C’est un logiciel de calcul numérique et de visualisation graphique réalisé par

MathWorks et optimisé pour le traitement des matrices.

77
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6.3 Mesure de performances

Notre application portera sur deux parties.

— La premiere partie concernera le calcul de I'erreur théorique commise lors de 'ap-
proximation du systeme GI/M/1 par les systemes HOE,/M/1 et Ho/M/1, et la simu-
lation des systemes idéaux HOEy/M/1 et Hy/M/1 et le systeme perturbé GI/M/1.

— La deuxieme partie concernera le calcul de 'erreur théorique commise lors de 'ap-
proximation du systéme M/G/1 par les systemes M/HOE,/1 et M/Hy/1, et la simu-
lation des systemes idéaux M/HOE,/1 et M/H/1 et le systeme perturbé M/G/1.

6.4 Premiere partie
6.4.1 Approche algorithmique

Afin de comprendre le principe de 'algorithme mis en ceuvre pour la méthode de sta-

bilité forte nous allons expliquer les différentes étapes suivies.

Algorithme

Etapel1 : Définition des parameétres d’entrées
La loi des inter-arrivées : g(.);
Le taux moyen de service : j;
La précision avec laquelle I’erreur sera déterminée : ¢
Etape2 : Détermination de Pespérance de la variable aléatoire n, caractérisant le temps

des inter-arrivées des clients ;

Br) — | " gfu)du

E‘tapeé? : Vérification de I'ergodicité géométrique des systeme ideaux ;
Si nE(n) < 1 alors ” Systéme instable” aller & Etape 8
Sinon
aller a I’Etape 4

Etape : Détermination de £, =sup(p tel que p < 1)
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E’tape5 : Détermination de B,in(Bmin correspond a la borne inférieure de I'intervalle
des valeurs de 3, pour lesquelles I'erreur est définie) ;

Etape6‘ : Détermination de (3,44 (Omaz correspond a la borne supérieure des valeurs de
3, pour lesquelles l'erreur est définie) ;

Etape7 : Détermination de lerreur minimale (erreurp,;,) ainsi que la valeur (;geq
correspondante dans l'intervalle [Bin; Bmaz] ;

E‘tapeS : Fin.

6.4.2 Approche simulation

Dans cette section, nous établirons quelques éléments essentiels concernant le pro-
gramme de simulation. Il s’agit du simulateur, les organigrammes des étapes de simulation

et les résultats de validation du simulateur.

Simulateur

Etape 1 : Définition des parametres
La loi des inter-arrivées : ¢(.);
Le taux moyen de service : p
Les valeurs du parametre de la norme associée :(;q¢a1 ;
La durée de simulation : %,,,, ;
Etape 2 : Vérification de la condition d’ergodicité géométrique
Si ,ufooo ug(u)du > 1 alors aller a Etape3 :
Sinon aller & Etape6 ;
Etape3 : Simulation des distributions stationnaires 7 et 7 des systémes HOE,/M/1
et Hy/M/1 respectivement ;
Etape4 : Simulation de la distribution stationnaire 7 du systéme GI/M/1 perturbé;
E’tapeb’ : Calcul de I'écart entre les distributions stationnaires par rapport a la norme

donnée

[e.e]
erreur «— Zﬁj]%j —v;
=0
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ou v : représente les distributions stationnaires 7 et 7*.

E’tapeé' : Fin.

Organigrammes de simulation

Soit la légende des notations utilisées :
tmax : Le temps de simulation ;

tsim : L’horloge de la simulation ;

n : Nombre de clients dans le systeme;
t; : Date des arrivées;

ty : Date du début de service ;

t; : Date du fin de service.

Introduction des paramétres

Non A Qui
n<]

-

<

Le systéme st instable Simulation des systémes HOE/M/1 et HM/1

!

Simulation du systéma GI/M/1 perturbe

!

¥
BITelr —— E .'ij|;*[j - 1;j|
0

fin ) l

! >

FI1GURE 6.1 — Organigramme du simulateur
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Introduction des données
E[?T}‘ H rmﬂr

A

Initialisation :t1= Qénérer( Arrivie. A),

ty = inf, t3 = inf.n =0

r

Lsim=min(tytysts)

Non

sim < tmag

Ow
|:‘: =n+1 |
Non . Ou
Non - Ow i
v f-}:f]
ty=l3 ta=inf| | ts=to+Générer('service’ ) | 1=t +Générer(‘Arrivée, ))
to=1inf

FIGURE 6.2 — Organigramme du simulateur G1/M/1 classique
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Validation du simulateur

Pour valider un modele de simulation d’un systeme de files d’attente, il suffit de simuler
n fois et de comparer les résultats obtenus (par exemple, le nombre moyen de clients dans
le systeme, le temps moyen de séjour,...) avec les résultats théoriques. Notons par m une
caractéristique moyenne donnée par le simulateur et my, sa valeur théorique. Ce qui revient
donc a tester
"Hy :m = my” contre "Hy :m # my,”
A la n®"¢ simulation, on obtient un estimateur X,, de m. Soit 7 et S? sa moyenne et sa

variance empiriques.

Le test de validation du simulateur dépend de la statistique :
m — Myp
Tn,1 = |—St| v — 1~ t(a/Q,n—l)a

L’hypothese Hy est accepté au seuil a si: 15,1 < t(a/2,n-1)-

Validation du simulateur HOE,/M/1

* Introduisons les données suivantes :
- Laloi des inter-arrivées est une loi hypoexponentielle de parametres A, Ay données
par (2.3, 2.4), avec a = 10, b = 1.3;
- Temps de simulation ¢,,,, = 3000 unités de temps;
- Nombre de réplication n = 100;
Les résultats obtenus par le simulateur :m = 0.0030 et la variance S?=4.2081 %1071 ;
Le résultat théorique my, = 0.0030;
La statistique est Tg9=0.3588,
La statistique de Student au niveau v = 0.05 est tg9=1.98;
On a donc Tyg = 0.3588 < £(0.025,99) = 1.98;

D’ou le simulateur est validé.
Validation du simulateur H,/M/1

* Introduisons les données suivantes :
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- Laloi des inter-arrivées est une loi hyperexponentielle de parametres A\;, A\; données
dans (2.5, 2.6), avec a = 10, b = 0.9;

- Temps de simulation t,,,, = 3000 unités de temps;

- Nombre de réplication n = 100;

Les résultats obtenus par le simulateur :m = 0.0027 et la variance S?=5.6468 10710 ;

Le résultat théorique my, = 0.0027;

La statistique est Tg9=1.6150;

La statistique de Student au niveau a = 0.05 est tg9=1.98;

On a donc Tyg = 1.6150 < £(0.025,99) = 1.98;

D’ou le simulateur est validé.

6.4.3 Application numérique

Remarque 6.1. Dans la suite de 'application le symbole :

(-) = Signifie que la condition de stabilité associée a la constante n’est pas vérifiée.

1-Cas d’approximation par le systeme HOE,/M /1

Considérons le systeme de files d’attente HOEo/M/1 ot la loi des arrivées des clients
est hypoexponentielle de parametres Aj, Ao définies dans (2.3, 2.4).
Ainsi, en fixant la loi des arrivées du systeme réel par la loi de Weibull de parametres (a, b),
oub=1.3.
L’implémentation de l'algorithme et du simulateur dans ce cas a permis d’obtenir les

résultats représentés dans le tableau suivant :
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H a H Bmin ‘ Bmaz ‘ Bideal ‘ Erreur Simulée ‘ Erreur Algorithmique
5 _ _ _ _ _
8.96 || 1.0408 | 1.0555 | 1.0475 0.1630 1.3976x103
9 1.0322 | 1.0727 | 1.0477 0.1403 197.2039
10 1.0115 | 1.3172 | 1.0510 0.1170 8.7956
15 1.0051 | 2.4766 | 1.0660 0.1061 1.5392
20 1.0041 | 3.6323 | 1.0792 0.1018 0.8511
25 1.0037 | 4.7838 | 1.0911 0.0963 0.5915
30 1.0035 | 5.9287 | 1.1022 0.0708 0.4552
40 1.0033 | 8.1883 | 1.1223 0.0516 0.3139
50 1.0031 | 10.3861 | 1.1404 0.0390 0.2414
60 1.0031 | 12.4932 | 1.1570 0.0382 0.1971
80 1.0030 | 16.3139 | 1.1869 0.0168 0.1459
100 || 1.0029 | 19.4327 | 1.2132 0.0130 0.1171

2-Cas d’approximation par le systéme H,/M/1

TABLE 6.1 — Tableau comparatif des erreurs

EImeur

C

Simulation

S0

=)

100

F1GURE 6.3 — Courbes comparatives des erreurs

Considérons le systeme de files d’attente Hy/M/1 ou la loi des arrivées des clients est

hyperexponentielle de parametres Ay, Ao définies dans (2.5, 2.6) et 7 = %, Ty = 5.

1
2

Ainsi, en fixant la loi des arrivées du systeme réel par la loi de Weibull de parametres (a, b),

oub=0.9.

On a obtenu les résultats suivants :
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H a H Bmin ‘ Bmaz ‘ Bideal ‘ Erreur Simulée ‘ Erreur Algorithmique

5 - _ - - -

9.2 || 1.0447 | 1.1242 | 1.0745 0.1338 107.5304
9.5 || 1.0270 | 1.2114 | 1.0757 0.1197 24.5185
10 || 1.0178 | 1.3364 | 1.0776 0.1058 10.7398
15 || 1.0058 | 2.4839 | 1.0945 0.0978 1.6479
20 | 1.0043 | 3.5710 | 1.1084 0.0862 0.9048
25 || 1.0037 | 4.5938 | 1.1204 0.0579 0.6289
30 1.0034 | 5.5428 | 1.1311 0.0404 0.4847
40 | 1.0031 | 7.1964 | 1.1496 0.0275 0.3360
50 | 1.0029 | 8.5138 | 1.1652 0.0200 0.2597
60 | 1.0028 | 9.5131 | 1.1788 0.0180 0.2133
80 | 1.0027 | 10.7225 | 1.2015 0.0109 0.1595
100 || 1.0027 | 11.1843 | 1.2199 0.0090 0.1292

TABLE 6.2 — Tableau comparatif des erreurs

Ces résultats sont représentés par le graphe suivant :

Interprétation des résultats

erreur

—

Sirnulation ]

a0 an 100

FIGURE 6.4 — Courbes comparatives des erreurs

L’application numérique de la perturbation de la loi des inter-arrivées, nous a permis

d’observer le comportement de I'erreur relatif a la borne obtenue. Il est alors aisé de re-
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marquer que, pour des perturbations assez petites du parametre (a) de la loi de Weibull, la
condition de stabilité associée a la constante n’est pas vérifiée. Comme on peut remarquer
la variation du parametre de la loi de Weibull induit une diminution de I’erreur commise,
ainsi qu'une légere augmentation du domaine de stabilité. De plus, I'erreur obtenue par le

simulateur est toujours inférieure a l’erreur algorithmique.

6.5 Deuxieme partie

6.5.1 Approche algorithmique
Algorithme

E’tapel : Définition des parametres d’entrées
Le taux moyen des arrivées des clients : \;
La distribution de la durée de service des clients : b(.);
La précision avec laquelle I'erreur sera déterminée : ¢;
Etape? : Détermination de ’espérance de la variable aléatoire 7, caractérisant la durée
de service des clients;
B — [ bwd
0
E‘tapeé? Vérification de l'ergodicité géométrique des systemes idéaux;
Si AE(n) > 1 alors ” Systéme instable” aller & Etape 8
Sinon
aller a I’Etape 4
Etape : Détermination de (3, =sup(f tel que p < 1)
E’tapeb’ : Détermination de (,in(Bmin correspond a la borne inférieure de I'intervalle
des valeurs de 3, pour lesquelles l'erreur est définie) ;
E‘tapeé' : Détermination de B4z (Gmas correspond a la borne supérieure des valeurs de
3, pour lesquelles l'erreur est définie) ;
Etape7 : Détermination de l'erreur minimale (erreur,,;,) ainsi que la valeur [gsa
correspondante dans l'intervalle [Bmin; Bmaz] ;

E’tapeS . Fin.
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6.5.2 Approche simulation

Simulateur

Etape 1 Définition des parametres
Taux moyen d’arrivées des clients :)\;
Loi de la durée de service des clients : b(.);
Les valeurs du parametre de la norme associée :3;
La durée de simulation : %, ;
E’tape 2 Vérification de la condition d’ergodicité géométrique
Si A [ ub(u)du < 1 alors aller & Etape3 ;
Sinon aller a E’tape6 ;
Etape3 : Simulation des distributions stationnaires 7 et # des systémes M/ HOE,/1
et M/Hy/1 respectivement ;
Etape/ : Simulation de la distribution stationnaire 7 du systéme M /G/1 perturbé;
Etape5 : Calcul de I’écart entre les distributions stationnaires par rapport a la norme

donnée
o
erreur «— Zﬁjlﬁj —wj;
=0

ou w : représente les distributions stationnaires 7 et 7.

E’tapeé' : Fin.

Organigrammes de simulation

Dans cette section, nous présentons I'organigramme des étapes du simulation de systeme
de files d’attente M/G/1, et 'organigramme du simulateur général.
Soit la 1égende des notations utilisées :

tmax : Le temps de simulation;

n : Nombre de clients dans le systeme a un instant donné;

tsim : L’horloge de la simulation ;

n;(.) : Durée cumulée pendant laquelle le systeme contient n clients;

t1 : Date de la prochaine arrivée;
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ty : Date du prochain départ.

Début

Introduction des paramétres

Non @ Oui

Le systéme estinstable

Simulation des systémes N/HOE/L etM/H/1

FIGURE 6.5 — Organigramme du simulateur

i

Simulation du systéme M/G/1 perturbé

l

&
erreur «— Z Bl - wj
j=0

Fin
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lDﬂnHI

L

Initialisation des données
ALEM), tnae

r

0 =XE(n)

Non Ag\ i

Non

r
~ Initialisation )
ty =10, fy = tpags Lo, =0, =10
Y i
Non

Y

|A.[Iic-h\1uv des résultats

h 4

|F =f.n

h 4

=n+1 |

Déblaquer le serveur

|(,'.‘-11|<1-. T I .Hl‘l'\.'if'l‘l

!

';

Bloquer le serveur G

émérer la prochaine arrivée

'

!

FIGURE 6.6 — Organigramme du simulateur M/G/1 classique
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Validation du simulateur

Validation du simulateur M/HOE,/1

* Introduisons les données suivantes :
- Le taux des arrivées des clients A = 0.5;
- Temps de simulation ¢,,,, = 3000 unités de temps;
- Nombre de réplication n = 100;
Les résultats obtenus par le simulateur :m = 0.0214 et la variance S? = 0.0037;
Le résultat théorique my, = 0.0262;
La statistique est Tg9=0.7917;
La statistique de Student au niveau a = 0.05 est tg9=1.98;

On a donc Tyg = 0.7917 < (0.02599) = 1.98; d’out le simulateur est validé.

Validation du simulateur M/H,/1
* Introduisons les données suivantes :
- Le taux des arrivées des clients A = 0.2;
- Temps de simulation t,,,, = 3000 unités de temps;
- Nombre de réplication n = 100;
Les résultats obtenus par le simulateur :m = 0.0105 et la variance S?=0.0015;
Le résultat théorique my, = 0.0118;
La statistique est Tg9=0.3546;
La statistique de Student au niveau a = 0.05 est tg9=1.98;

On a donc Tyg = 0.3546 < £(0.02599) = 1.98; d’out le simulateur est validé.

6.5.3 Application numérique

Cas d’approximation par le systeme M/HOE,/1

Considérons le systeme de files d’attente M/HOE; /1 muni des parameétres suivants :

Le flot des arrivées des clients est poissonnien de parametre A = 0.5;

La loi de la durée de service des clients est hypoexponentielle de parametres jiq, o donnés

par (2.3, 2.4).
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La loi de la durée de service du systeme réel est donnée par la loi de Weibull de parametres

(a,b), ot b = 1.3.

L’implémentation de l’algorithme et du simulateur dans ce cas a permis d’obtenir les

résultats représentés dans le tableau suivant :

H a H Bmin ‘ Brmaz ‘ Bidéal ‘ Erreur Simulée ‘ Erreur Algorithmique ‘

5 _ _ _ _ _

10 | - - - - -

18 || 1.8700 | 2.0882 | 1.9729 0.1329 318.2881
20 | 1.4986 | 2.8989 | 1.9712 0.1458 8.5822
25 1.2959 | 4.2001 | 1.9706 0.1161 2.4889
30 | 1.2163 | 5.3785 | 1.9720 0.0912 1.4522
40 || 1.1425 | 7.6501 | 1.9757 0.0703 0.7908
50 || 1.1067 | 9.8838 | 1.9790 0.0536 0.5429
60 | 1.0854 | 12.1031 | 1.9816 0.0479 0.4132
70 || 1.0712 | 14.3153 | 1.9837 0.0403 0.3334
80 | 1.0611 | 16.5235 | 1.9853 0.0350 0.2795
100 || 1.0476 | 20.9332 | 1.9879 0.0322 0.2111

Ces résultats sont représentés par le graphe suivant :

TABLE 6.3 — Tableau comparatif des erreurs

10 T

—C
Lo S A T R P SRR Simulation N
B D

Brreur
o

30 40

60
a

L L
g0 a0

100

FI1GURE 6.7 — Courbes comparatives des erreurs
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Cas d’approximation par le systeme M/H,/1

Considérons le systeme de files d’attente M/Hy/1 muni des parametres suivants :
Le flot des arrivées des clients est poissonnien de parametre A = 0.2.
La loi de la durée de service des clients est hyperexponentielle de parametres iy, po donnés
par (2.5,2.6), 7 = %, Ty = 3.
La loi de la durée de service du systeme réel est donnée par la loi de Weibull de parametres
(a,b), ou b= 0.9.

Les résultats obtenus sont représentés dans le tableau suivant :

H a H Bmin ‘ Brmaz ‘ Bidéal ‘ Erreur Simulée ‘ Erreur Algorithmique

5 - - - - -

10 | - - - - -

18 || 1.6346 | 2.5357 | 1.9860 0.1101 20.1264
20 | 1.4454 | 3.1881 | 1.9862 0.0971 5.9768
25 1.2774 | 4.5141 | 1.9864 0.0385 2.1635
30 | 1.2055 | 5.7441 | 1.9869 0.0424 1.3196
40 || 1.1368 | 8.1289 | 1.9888 0.0328 0.7407
50 | 1.1029 | 10.4790 | 1.9903 0.0151 0.5147
60 | 1.0825 | 12.8156 | 1.9915 0.0132 0.3943
70 1.0690 | 15.1454 | 1.9924 0.0114 0.3195
80 | 1.0592 | 17.4714 | 1.9932 0.0081 0.2686
100 || 1.0462 | 22.1170 | 1.9945 0.0074 0.2036

TABLE 6.4 — Tableau comparatif des erreurs
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Ces résultats sont représentés par le graphe suivant :

C
Sirnulation []

erreur
I

80 a0 100

FIGURE 6.8 — Courbes comparatives des erreurs

Interprétation des résultats

Les mémes remarques que celles de la perturbation précédente peuvent étre faites, dans

cette partie (le cas de la perturbation de la loi de la durée de service).

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a l’aspect pratique du probleme de
stabilité forte appliqué a quelques systemes d’attente de type phase. Nous avons élaboré un
algorithme et des simulateurs nous permettant de déterminer le domaine d’approximation
des caractéristiques des systemes relatif a la borne obtenue. De plus, une comparaison entre

les résultats algorithmiques et simulés a été effectuée pour les deux cas de perturbation.



Conclusion générale

Dans le cadre de ce travail, nous nous sommes intéressés a I’approximation des systemes
de files d’attente GI/M /1 et M /G /1 par des systemes de type phase pouvant étre analysés
apres représentation par processus de quasi naissance et mort (QBD). L’utilisation des
distributions de type phase pour approximer des distributions générales est possible car
I’ensemble des distributions PH est dense dans I’ensemble des distributions positives de
probabilité. La méthode des moments utilisée a cette fin génere des erreurs comme toute
autre méthode d’approximation. Il faut passer souvent a des moments d’ordre supérieurs
pour obtenir une tres bonne approximation. Ajoutons a cela les perturbations dues a la
détermination imprécise des parametres car ils sont estimés par des méthodes statistiques
a partir de données empiriques.

Nous avons étudié la stabilité forte des chaines de Markov induites dans les systemes de
files d’attente HOE,/M/1, Ho/M/1, M/HOE, /1, et M/H,/1. Il nous a été alors possible de
clarifier les conditions de stabilité et d’approximation sous différents types de perturbations,
i.e., la perturbation de la loi des arrivées du systeme GI/M/1 et la perturbation de la
durée de service du systeme M/G/1. De plus, nous avons estimé les bornes d’écart entre
les distributions stationnaires des systemes idéals et celles des systemes perturbés.

Ces résultats peuvent étre considérés comme la généralisation des résultats obtenus par
d’autres auteurs dans le cadre de la méthode de stabilité forte (e.g. [21, 22]). En effet, le
modele M/M/1 déja proposé comme approximation des systemes GI1/M/1 et M/G/1 est
un modele de type phase particulier. Cependant, il ne peut représenter qu’une classe tres
limitée de systemes réels (car peu de distributions de probabilité sont proches de 1'expo-

nentielle). Par contre, nous pouvons toujours trouver un modele de type phase approprié.

94
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En outre, nous avons fourni la justification mathématique de la méthode d’approximation
par distributions de type phase déja utilisée dans plusieurs travaux [48, 79, 46, 33] et nous
avons également proposé des estimations quantitatives des erreurs commises.

Les résultats obtenus dans le cadre de ce mémoire ouvrent de nombreuses perspectives

de recherche :

— Etendre les résultats obtenus aux autres systemes de files d’attente (G/G/1, plusieurs
serveurs, avec pannes ou vacation,...).

— Des résultats similaires peuvent étre obtenus pour d’autres modeles stochastiques
en utilisant ’approximation des distributions générales par des distributions de type
phase.

— Dériver les conditions de stabilité des processus QBD et proposer des bornes de

stabilité.
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