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INTRODUCTION GENERALE

La modélisation est un outil de la recherche d'une expression simplifiée d’un phéno-
méne naturel dans sa complexité, et qui permet de prévoir le comportement dans un
intervalle de temps et d’échelle de grandeur. En simplifiant le "Réel", le modéle donne
acces a des prédictions accessibles a la manipulation algébrique ou algorithmique. De plus,
lorsque la modélisation tient compte des facteurs aléatoires, on parle alors de modélisation
stochastique et de modéles stochastiques. En particulier, une grande classe de modéles
mathématiques provient de la théorie de files d’attente. Celle-ci est née d’exigences pra-
tiques liées a la nécessité de fournir aux décideurs des méthodes mathématiques d’aide a
I'organisation rationnelle du service massif de clients, ou de phénoménes apparentés, et
qui conduisent a la formation de files d’attente. Des phénomeénes d’attente se manifestent
dans les domaines d’activité les plus divers : les stations téléphoniques, les ateliers de ré-
paration, les guichets de vente des billets, I’exécution des taches dans un centre de calcul,
I'organisation des transports, 'automatisation industrielle, la technique militaire (stations
de guidage automatique, lignes de communication, aérodromes), etc. Par conséquent, les
modeéles de files d’attente sont reconnus largement comme outil puissant pour ’analyse et
I'optimisation de performances des systémes a flux discret, tels que les systémes informa-
tiques et les réseaux de communication. L’analyse stochastique (méthodes exactes [23],
méthodes d’approximation [68]), et plus récemment, ’analyse opérationnelle [20], donnent

une structure conventionnelle de formulation et résolution des modéles de files d’attente.

Lors de la modélisation d'un systéme réel, on est souvent amené a remplacer les élé-
ments stochastiques réels mais compliqués gouvernant le systéme, par d’autres éléments
plus simples. Ces derniers sont supposés étre, dans un certain sens, proches des éléments
réels. Le modéle ainsi utilisé représente une "idéalisation" du systéme réel, d’ou 'appari-

tion du probléme de "stabilité".
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Le probléme de stabilité en théorie de files d’attente permet de délimiter le domaine
dans lequel le modéle idéal peut étre utilisé comme une bonne approximation du systéme
réel et occupe une place remarquable dans la théorie qualitative des systémes dynamiques,
ainsi que dans celle des systémes stochastiques. Pour mieux définir ce concept de stabi-
lité, considérons un systéme de files d’attente comme une application F' : X — ), ou
I'ensemble X représente les paramétres du systéme (les éléments stochastiques gouver-
nant le systéme). Les paramétres du systéme peuvent étre : la distribution du flux des
arrivées, la loi du service, la structure du systéme, etc. L’ensemble ) est ’ensemble des
caractéristiques du systéme. Ces derniéres peuvent étre : le nombre moyen de clients dans
le systéme, le taux d’occupation du systéme, etc. La notion de stabilité en théorie de files

d’attente est identique & celle de continuité de ’application F'.

"Un systeme de files d’attente est dit stable, lorsqu’une petite perturbation dans ses

parametres (entrées) entraine une petite perturbation dans ses caractéristiques (sorties).”

Par conséquent, la déviation des caractéristiques correspondantes de deux systéemes
de files d’attente stables, varie en fonction de la déviation des paramétres d’entrée. En
général, les valeurs des paramétres d’un systéme de files d’attente ne sont connues qu’ap-
proximativement (elles sont obtenues a I’aide de méthodes statistiques [33]), ce qui conduit
a des erreurs pour le calcul des caractéristiques recherchées. C’est pourquoi, en pratique,
on utilise les inégalités de stabilité pour estimer numériquement ’erreur de définition des

caractéristiques en question.

Les premiers résultats sur la stabilité des systémes de files d’attente ont été obtenus
par Rossberg [2|, Gnedenko [26] et Franken [24]|. Par la suite, sont apparus les travaux
de Kenedy [39], Borovkov [12] (méthode de renouvellement), Stoyan [79] (méthode de
convergence faible), Kalaschnikov et Tsitsiachvili [34] (méthode des fonctions tests), Zo-
lotarev [87] (méthode métrique), Klebanov [40], Aissani et Kartashov [6] (méthode de
stabilité forte), Rachev [65], Ipsen et Meyer [31] (méthode de stabilité absolue). Tous ces
travaux ont considéré différentes positions et différentes approches du probléme. Ainsi, un
systéme peut étre stable par rapport a une définition et ne pas étre stable par rapport a
une autre définition. Par ailleurs, la plupart de ces méthodes constituent aujourd’hui I'une
des principales activités de recherche dans divers domaines scientifiques, tels que 1’écono-
mie, les finances, la recherche opérationnelle, la théorie de la décision, etc. En particulier,
elles jouent un role important dans I’analyse des problémes complexes de files d’attente

et leurs applications en télécommunications, systémes de production, etc.
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La méthode de stabilité forte, connue également sous le nom "méthode des opérateurs
de la théorie de stabilité", a été élaborée au début des années 1980 par Aissani et Kar-
tashov [6]. Les auteurs ont notamment étudié la propriété de stabilité de la distribution
stationnaire de la chaine de Markov récurrente au sens de Harris dans des espaces de phase
quelconques. Cette méthode nous permet a la fois de réaliser une analyse qualitative et
quantitative de certains systémes complexes. Elle permet également de rechercher 1’ergo-
dicité et la stabilité des caractéristiques stationnaires et non stationnaires des chaines de
Markov induites [3, 4]. A la différence des autres approches, on suppose que la pertur-
bation du noyau de transition est petite par rapport a une certaine norme d’opérateurs.
Cette condition, beaucoup plus stricte que les conditions habituelles, permet d’obtenir es-
sentiellement de meilleurs approximations pour les distributions stationnaires perturbées.
De plus, sur la base de cette méthode, il est possible d’obtenir des inégalités de stabilité
avec un calcul exact des constantes. Les résultats fondamentaux de cette méthode ont fait

I'objet de la publication en 1996 d’une monographie de Kartashov [35].

Cette méthode est applicable a tous les modéles stochastiques de recherche opération-
nelle pouvant étre régis par une chaine de Markov. Elle a été principalement appliquée
aux : modeles d’attente classiques (Aissani et Kartashov 7], Aissani [3], Bouallouche-
Medjkoune et Aissani [13, 14| et Benaouicha et Alssani [8]), modeéles d’attente avec rap-
pels (Berdjoudj et Aissani [10]), modéles d’attente avec vacances (Rahmoune et Aissani
[66]), modeéles d’attente avec priorités (Bouallouche-Medjkoune et Aissani [15] et Hama-
douche et Aissani [27]), réseaux de files d’attente (Lekadir et Aissani [43, 44]), modéles
stochastiques de gestion des stocks (Rabta et Alssani [62, 63, 61|) et modéles de risques
(Benouaret et Aissani [9]). En outre, des précisions et des compléments a des résultats
sur 'estimation de la vitesse de convergence et de la stabilité pour le cas apériodique
ont été apporté par Mouhoubi [50] et Mouhoubi et Aissani [52, 53]. De méme, Rabta et
Afssani [64] ont récemment obtenu des bornes de perturbation des chaines de Markov
discrétes a espace d’états fini ou dénombrable. Toutefois, ’applicabilité de la méthode de
stabilité forte, du point de vue théorique, est loin d’étre évidente, notamment pour les
systémes complexes. En effet, en plus de l'identification du paramétre a perturber (flux
des arrivées, structure du systéme, intensité du service, etc), les difficultés se situent dans
I’écriture des noyaux de transition et surtout dans le choix des normes poids. Par ailleurs,
elle nécessite souvent la réalisation d’une série de recherches intermédiaires, qui ont un

intérét particulier.

L’approximation d’une chaine de Markov & espace d’état infini, en utilisant des chaines
de Markov a espaces d’états finis est d'une grande importance et souvent présente un défi,

qui a attiré 'attention de nombreux chercheurs. Lorsque nous avons une distribution sta-
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tionnaire d’une chaine de Markov & espace d’état infini a résoudre, quand elle existe, la
matrice des probabilités de transition, doit étre tronquée d’une certaine fagon, en vue
d’avoir une matrice finie comme étant une premiére étape. Nous calculons ensuite la dis-
tribution stationnaire de la chaine de Markov & états finis comme une approximation de
celle a espace d’état infini. Nous pouvons nous attendre & ce que le niveau de tronca-
ture (ou de taille) augmente a 'infini, pour que la solution de la chaine de Markov finie

converge vers celle de la chaine de Markov infinie.

Le principe de la troncature a commencé comme suit : " Pour résoudre un systéme
infini d’équations linéaires avec un nombre infini d’inconnues, on limite le systéme aux n
premiéres équations avec n inconnues, et on néglige le reste. La solution de ce systéme
tend vers la solution du systéme original ". Le principe de la méthode remonte & 1913 par
Riesz, la légitimité de la méthode a été examinée pour la premiére fois par Poincaré, o

il montre que si la matrice A et le vecteur infini ¢ du systéme ci-dessous

oo
Az =c (ie. E Q= ¢ 1=1,2,...)
k=1

satisfait certaines conditions, alors le principe de la méthode est valide.
Le probléme est étroitement connecté au probléme des déterminants infinis, la solution

y(n) du systéme tronqué n x n
Z aiyr(n) = ¢; est donné par yi(n) = A;"“)/An
k=1

i,k=1,...,n,si A, #0.

Dés que la théorie des déterminants infinis a été résolue, deux nouvelles branches de
mathématiques sont apparues. Perron et Frobenius, en Allemagne, ont développé la théo-
rie spectrale des matrices carrées finies non négatives. En Russie A. A. Markov a initié

I’étude des chaines de Markov qui équivaut a I’étude des matrices stochastiques carrées
P={P(i,j)} P@i,j) =0, 3, P(i,j) =1

Clairement, si la chaine de Markov est finie (i.e. P est finie), alors la théorie de Perron
et Frobenius est applicable. Cette approche de traitement des chaines de Markov finies a

été exploitée par Fréchet (1938) et en particulier par V.I. Romanovsky.

Cependant, il est clair que la théorie spectrale des matrices finies est insuffisante pour
couvrir la théorie générale des chaines de Markov, lorsque P devient infini. Les travaux
de recherche sur la validité de la méthode de troncature pour les chaines de Markov sont

devenu utilisable, et un outil de travail important.
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Dans ce travail, nous prouvons pour la premiére fois I'applicabilité de la méthode de
stabilité forte aux problémes de troncatures. Dans un premier temps, nous nous intéres-
sons a I’étude de la stabilité forte dans la chaine de Markov induite définie par troncature
et augmentation de la matrice de transition du systéme M/M/1, et cela dans les deux
types d’augmentation, augmentation de la premiére colonne et augmentation de la der-
niére colonne. Nous mettons en évidence les conditions pour lesquelles il sera possible
d’approcher les caractéristiques du systéme idéal par celles correspondantes du modéle
tronqué et augmenté. Aprés avoir prouvé le fait de stabilité forte, nous obtenons les in-
égalités de stabilité, avec un calcul exact des constantes. Dans un deuxiéme temps, et dans
le but d’effectuer une étude comparative, nous avons appliqué ’approche sur les chaines
V —géométriquement ergodiques et stochastiquement monotones. Pour cela, nous avons
construit, a partir des résultats de ces méthodes, des algorithmes permettant d’estimer
I’erreur due & ’approximation ainsi que la norme par rapport a laquelle 'erreur est éta-
blie. De plus, nous avons élaboré un simulateur dont ’objectif est de valider les résultats

obtenus par un procédé algorithmique.

Ce mémoire comprend cing chapitres avec une introduction générale, une conclusion

générale et une bibliographie.

Le premier chapitre traite le probléme de stabilité des chaines de Markov. Dans le se-
cond chapitre nous abordons la théorie des chaines V —fortement ergodiques et les chaines
V —fortement stables. Le troisiéme chapitre concerne la théorie des chaines V' — géomé-
triquement ergodiques. Dans le quatriéme chapitre, nous présentons la méthode de la
troncature et les différents types d’augmentations. Nous présentons également trois mé-
thodes pour approximer la distribution stationnaire d’une chaine de Markov a espace
d’état dénombrable. Le cinquiéme chapitre représente la partie pratique du mémoire. Il
est consacré a la présentation et la discussion des résultats numériques concernant 1’esti-
mation des bornes de perturbation obtenus par ’application de la méthode de stabilité
forte et I'une des approches présentés dans le quatriéme chapitre, ainsi que ceux obtenus

par simulation.

Le travail s’achéve par une conclusion mettant 'accent sur les perspectives et les

directions de recherche induites par les résultats obtenus.



STABILITE DES CHAINES
DE MARKOV

L’objet de ce chapitre est d’introduire les principaux outils et concepts de la théorie

de stabilité dans les chaines de Markov, que nous utiliserons dans les chapitres suivants.

Les propriétés des chaines de Markov a temps discret et espace d’états dénombrable
sont bien connues et elles figurent dans de nombreux manuels (voir par exemple Meyn et
Tweedie (2009) [47]). En particulier, les états d’une chaine de Markov homogéne sur un
espace dénombrable sont transitoires ou récurrents, selon que la probabilité que le temps
de retour dans cet état soit fini est strictement inférieur & 1 ou non. Chaque état récurrent
peut ensuite étre classé comme étant "nul" ou "positif" : on dira qu'un état récurrent est
nul si la probabilité de retour dans cet état en n étapes tend vers zéro lorsque n tend vers
I'infini, et positif sinon. Enfin, si la chaine est irréductible, ce qui de maniére heuristique
signifie que tous les états communiquent avec probabilité positive, tous les états ont la

méme classification.

Meéme si les notions ne coincident pas toujours, une classification similaire existe pour
les chaines de Markov & espace d’états général. Nous renvoyons aux ouvrages de Du-
flo (1990) [22], Meyn et Tweedie (2009) [47], Hernandez-Lerma et Lasserre (2003) [29],
Nummelin (2004) [55] pour une étude détaillée.

1.1 Noyau de transition et chaine de Markov

La définition suivante introduit la notion de noyau de transition sur un ensemble

quelconque X muni d’une tribu B (o—algebre B).

Définition 1.1.1 [29, 47, 55| On appelle noyau de transition toute famille P = {P(x, B),z €
X, B € B} telle que :
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1. P(x,.) est une mesure de probabilité sur B pour chaque © € X fixé, et
2. P(., B) est une fonction mesurable sur X pour chaque B € B fixé.
Les P(x, B) sont appelées probabilités de transition (de x vers B).

Etant donnée une mesure de probabilité initiale p sur (X, B), la définition d’une chaine
de Markov homogeéne (X,,) sur (X, B) repose sur ses distributions fini-dimensionnelles.
Pour tout entier n et tout (n + 1)—uplet (By, ..., B,) de parties de B, on pose :

P.[Xo € By, ..., X, € By] =

/ / dl'o)P([L’Q,diL‘l) P([L‘n,th) (11)
x0E€Bo Tp—1€Br—1

Définition 1.1.2 [47] Le processus X = (X,,) dont les lois fini-dimensionnelles satisfont

(1.1) est appelé chaine de Markov homogéne de noyau de transition P et de mesure initiale
L

Etant donnés deux noyaux de transition P = {P(x, B)} et Q = {Q(z, B)} sur (X, B),
il est utile d’introduire leur produit PQ = {[PQ](x, B)} défini par :

[PQ](z, B) = /GX P(z,dy)Q(y, B), Vee X,VBeB

On vérifie facilement que cette égalité définit un nouveau noyau de transition sur (X, B).
En particulier, on notera P™ le noyau de transition obtenu en effectuant (n — 1) pro-
duits de P avec lui méme. On a pour tout n > 1 : Vo € X, VB € B, P*(x,B) =
nyX P(x,dy)P"'(y, B), en prenant pour P°(y, B) la mesure de Dirac en y (P°(y, B) = 1
siy € B, P°(y, B) = 0 sinon). On vérifie que P"(z, B) s’interpréte comme la probabilité

de I’événement X,, € B conditionnelle & X, = x.

Une généralisation utile est la relation de Chapman-Kolmogorov [47, 11] :

VnelN, Vm, 0<m<n, Vee X, VBeB

P"(z, B) = / PPy B) / P dg) P (0. )

On montre cette relation a partir de (1.1) en choisissant B; = X pour 1 <i <n —1
et By = {x}. Cette équation admet une interprétation intéressante : pour atteindre B
en n étapes, partant de x, la chaine doit nécessairement passer par une valeur y en m
étapes, puis tout se passe comme si la chaine démarrait en y, pour atteindre B en n — m
étapes. Les valeurs prises antérieurement en y n’ont donc plus d’importance pour ce qui
est postérieur a I’étape m. Plus généralement, la propriété suivante traduit I'indépendance

entre futur et passé conditionnellement au présent :
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Propriété 1.1.1 [47] Si X = (X,)nen est une chaine de Markov de mesure initiale p,

pour toute fonction mesurable bornée h : @ — R, on a

E[h(Xn+1,Xn+2, .. .)|X0, PN ,Xn;Xn = I] = E[h(X17X27 .. )|X0 = ZL’}

1.2 Irréductibilité, atome, apériodicité

L’irréductibilité traduit le fait que, partant de n’importe quel point, la chaine peut
atteindre toute partie de mesure positive de ’espace d’états, pour une mesure appropriée
[19]. Au préalable, définissons pour tout B € B,

— Le temps de séjour dans B (aprés la date initiale) :

ng = Z lx,en
n=1

ou 1, désigne la variable indicatrice d’un événement A ;

— Le temps de premier passage dans B (hormis I'état initial) :
75 = min{n > 1, X,, € B}.

La durée moyenne de sé¢jour dans B partant de x € X s’obtient comme :
Elnp|Xo =] =) P"[z, B] = U(x, B)
n=1

La famille {U(z, B)} a des propriétés similaires a celles d’'un noyau de transition mais les
U(z,.) ne sont pas des probabilités. On utilisera également la probabilité de passage dans
B partant de z :

L(z,B) = P(1p < 00| Xy = x)

Nous pouvons maintenant définir le concept de ¢—irréductibilité.

Définition 1.2.1 [47, 55, 29, 69| Soit ¢ une mesure non identiquement nulle définie sur

(X,B). On dit que ¢ est une mesure d’irréductibilité si
Vee X,VBeB, ¢(B)>0= L(z,B) >0

On dit alors que la chaine X = (X,,) est ¢p—irréductible.

On vérifie facilement qu'une définition équivalente de l'irréductibilité est obtenue en
remplacant L(z, B) par U(z, B) [29, 47]. Le choix de la mesure d’irréductibilité condition-
nant la classification de la chaine, comme nous le verrons ensuite, il importe de choisir

une mesure de support le plus large possible. On définit ainsi une mesure d’irréductibilité
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"maximale", dont 'existence est assurée par la proposition 1.2.2, Pour cela, considérons

le noyau :

K, (z,B)=) P"x,B)2"""V, 2 € X, BB,
: n=0
qui est un cas particulier de la résolvante de X [47].

Proposition 1.2.1 [47| Les formulations suivantes sont équivalentes & la o—irréductibilité :
1. Pour tout x € X, si o(B) > 0 alors U(z, B) > 0.

2. Pour tout x € X, si p(B) > 0 alors il existe n > 0 (qui dépend peut étre de x et B)
tel que P"(z, B) > 0.

3. Pour tout x € X, si ¢(B) > 0 alors K,, (z, B) > 0.
2

Proposition 1.2.2 [47, 29, 55| Si (X,,)nen est o—irréductible, il existe une mesure 1 sur
(X, B) telle que :

1. (Xp)nen est w—irréductible ;

2. Pour toute autre mesure ¢’ sur (X,B), (X,) est ¢’ —irréductible si et seulement si ¢’

est absolument continue par rapport a 1 (VY = ¢');
3. Si(B) =0, alors (B) =0 ot B = {w; L(z, B) > 0}.

4. La mesure de probabilité 1) est équivalente a

v(B) = [ ¢k, (@ B),

pour toute mesure d’irréductibilité finie ¢'.

La mesure 1 est alors appelée mesure d’irréductibilité mazimale.

Nous noterons, pour une chaine de mesure d’irréductibilité maximale 9 :
BT ={B € B; ¥(B) > 0}.

D’aprés la proposition précédente, cet ensemble ne dépend pas du choix de v, car toutes

les mesures d’irréductibilité maximales sont équivalentes.

Définition 1.2.2 [47]
1. La chaine de Markov (X,,) est dite yp—irréductible si elle est p—irréductible pour une

certaine mesure @ et la mesure 1 est une mesure d’irréductibilité maximale vérifiant

les conditions de la proposition 1.2.2.
2. On dit également qu’un ensemble B € B est plain si ¢(B°) = 0.
3. On dit qu’un ensemble B € B est absorbant si P(x, B) =1 pour tout x € B.
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Les résultats suivants montrent la relation entre les ensembles plains et les ensembles

absorbants :

Proposition 1.2.3 [47] Supposons que la chaine de Markov (X,,) est y—irréductible.
Alors

1. Chaque ensemble absorbant est plain.

2. Tout ensemble plain contient un sous-ensemble non vide qui est absorbant.

Définition 1.2.3 [47] Un ensemble o € B est appelé atome s’il existe une mesure ¢ sur
B telle que :
P(z,.)=¢(.), Vz€a.

Si la chaine est Y—irréductible et 1(a) > 0 alors a est dit atome accessible.

Cette définition signifie simplement que pour tout x € «, P(z,.) = P(«,.). Un point

singulier « est toujours un atome.

L’existence d’une mesure d’irréductibilité est compatible avec un comportement pé-
riodique de la chaine. Afin d’exclure cette possibilité, définissons précisément un concept
de périodicité pour les chaines & espace d’états quelconque. Dans le cas ou X est dénom-
brable et la chaine irréductible (tout les états communiquent), il suffit que P(z,x) > 0
pour un état x pour que la chaine soit apériodique : on parle alors de chaine fortement

apériodique. La définition est moins immédiate pour un espace d’états quelconque.

Nous commencons par définir les notions de "small set" et "petite set".

Définition 1.2.4 [47, 29] On appelle v,,—small set tout C' € B tel qu’il existe m > 0 et

une mesure non triviale v, sur B tels que :
P™(z,B) > vn(B), VYxeC,VBEeB.

On appelle v,—petite set tout C € B tel que :

Ko(x,B) =Y anP"(x,B) > v,(B), VreC,VBEeB.
m=0
ot a = (a,,) est une suite de constantes positives de somme égale a 1 et v, est une mesure

non triwiale sur B.

Remarque 1.1 [47] On montre que (i) si C' est v,—petite, il existe (by,) telle que C' soit
vp—petite, avec v, mesure maximale d’irréductibilité; (¢) I'union de deux petite (resp.

small) sets est également un petite (resp. small) set.

10
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Soit un vy,—small set C, ou la mesure vy, := v est telle que v(C) > 0. Une telle mesure
existe toujours si C' € Bt [47].
On considére ’ensemble des entiers m tels que C est v, —small pour une mesure v,

proportionnelle a v :
Ec = {m > 1| Cest v,, — small, avec v, = §,,v, pour un 6,, > 0}.

Définition 1.2.5 Soit (X, )ner une chaine @—irréductible. Soit C € BT. Alors d =
p.g.c.d.(Ec) ne dépend pas du choix de C et est appelé période de la chaine. Si d = 1,
(X,) est dite apériodique. Si 1 € E¢, (X,,) est dite fortement apériodique.

Notons en particulier que dans le cas fortement apériodique, P(x,C) > 0, Vz € C, ce qui
fait le lien avec la définition dans le cas dénombrable.

On a le résultat suivant :

Théoréme 1.2.1 [47] Pour une chaine apériodique, les petite sets sont des small sets.

Pour les chaines irréductibles et fortement apériodique, une premiére classification est

fondée sur la notion de récurrence.

1.3 Chaines récurrentes, chaines transitoires

Lorsque X est dénombrable et la chaine (X,,) irréductible, un état est dit transitoire
si le temps de séjour moyen dans cet état, partant de ce méme état, est fini et il est dit
récurrent dans le cas contraire. De plus, tous les états sont de méme nature (récurrents
ou transitoires) et la chaine peut étre qualifiée de récurrente ou transitoire.

On retrouve la méme dichotomie pour un espace d’états quelconque, mais les définitions
sont plus délicates. La classification repose sur le (pseudo) noyau de transition {U(z, B)},

U(z, B) représentant le temps de s¢jour moyen dans B partant de x.

Définition 1.3.1 [47] L’ensemble B € B est dit
1. récurrent si U(z, B) = 400, Vo € B
2. uniformément transitoire si IM < oo t.qU(z,B) < M, Vx € B;

3. transitoire s’il existe une famille dénombrable (B,,) d’ensembles uniformément tran-
sitoires telle que B =, B,,.

Avec cette définition, un ensemble récurrent peut également étre transitoire. Ainsi X est
toujours récurrent et s’il est dénombrable, on peut évidemment 1’écrire comme la réunion
de tous les singletons. Si (X,,) est transitoire, tous les états sont transitoires donc les
singletons sont uniformément transitoires et X est transitoire. Le résultat suivant fournit

une premiére dichotomie de ’ensemble des chaines irréductibles.

11
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Définition 1.3.2 [47] On note R la classe des chaines récurrentes, définies par :
(X,) ER <= U(x,B)=+oc0, Vre X, VBeB"
On note T la classe des chaines transitoires, définies par :
(X.) €T < 3(B);, X =JB;, Uz, Bj) < M; < o0, Vz € X.
J
Théoréme 1.3.1 [47] Si (X,,) est une chaine p—irréductible, elle est soit récurrente soit

transitoire.

Une notion de récurrence un peu plus forte, mais permettant d’obtenir des résultats
également plus forts, est celle de Harris-récurrence. Au lieu d’étre fondée sur I'espérance
du temps de séjour dans B, la définition repose sur la probabilité que ce temps de séjour

soit infini.
Définition 1.3.3 [47] Une chaine (X,,) @—irréductible est dite Harris-récurrente si
Ve X, VBe B, Q(x,B)=Plng=+x|Xy=2]=1

Autrement dit, partant d’un point quelconque, la chaine visite infiniment souvent tout
ensemble de p—mesure positive. On peut de maniére équivalente [47| définir la Harris-

récurrence par :
Vee X, VBeB", L(z,B)=Plrg<oo|Xg=uz|=1.

Si (X,,) est récurrente elle n’est pas nécessairement Harris-récurrente mais il existe un
ensemble absorbant H sur lequelle la restriction de la chaine est Harris-récurrente, et tel

que ¢(H¢) = 0. Le critére suivant montre 'importance des petite sets [47].

Théoréme 1.3.2 Si (X,,) est une chaine p—irréductible. S’il existe un petite set C' tel
que Vo € X, L(z,C) =1 alors (X,,) est Harris-récurrente.

Propriété 1.3.1 [1]
o Toute chaine de Harris est récurrente irréductible.

e Si la o—algébre B n'est pas séparable (engendrée par un ensemble dénombrable), alors

une chaine récurrente irréductible n’est pas nécessairement de Harris.
e Toute chaine de Harris est irréductible.

o Toute chaine récurrente irréductible et discréte est de Harris.

Définition 1.3.4 Soit X une chaine de Harris a espace de phase (X,B), de noyau de

transition P et de mesure invariante ji.

12
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1. X est dite périodique de période un entier strictement positif d > 1, s’il existe une
partition mesurable C1,...,Cy, F des parties de X tel que u(F) =0 et P(.,C;) =1
sur Ci—y pour tout 2 <1 < d, et P(.,Cy) =1 sur Cy. Les ensembles C; sont appelés
cycles et la partition de X, décomposition cyclique de X .

2. X est dite apériodique si pour tout couple de mesure de probabilité (v1,vs) sur B, on
a

lim |[nP" —wP"|| =0
n——+oo

Dans ce cas d =1, ou

uP"(z, B) = / p(dx)P"(xz, B), VB € B, Vn € N pour toute mesure j1 sur B
x

Remarque 1.2 Si X est une chaine de Markov discréte et récurrente au sens de Harris

alors d existe et est défini par :

d=PGCD{n>1: P"(z,{x}) >0,Vz € X}

1.4 Existence de mesures invariantes

Afin d’obtenir des propriétés de stabilité plus fortes, on est amené a pousser plus loin
la classification des chaines récurrentes. La stabilité maximale pour une chaine de Markov
consiste en ce que les variables X, soient toutes de méme loi. Ceci nous ameéne a introduire

les notions de mesure invariante et sous-invariante.

Définition 1.4.1 [47] Une mesure non nulle o—finie w sur B telle que
VBeB, w(B)= /P(:L",B)W(dl‘) [resp. m(B) > /P(:E,B)W(dl’)]

est dite invariante [resp. sous-invariante/. S’il existe une mesure de probabilité invariante,
la chaine est dite positive.

Pour une chaine récurrente, une mesure invariante peut ou non exister. Lorsqu’une
telle mesure existe et est finie, on peut toujours la normaliser pour obtenir une mesure de
probabilité invariante. Remarquons qu’étant donnée une mesure de probabilité initiale p,

on a

/ P(z, B)u(dz) = P,[X, € B).

13
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Donc si p est invariante :
u(B) = X B = [|[ Ply.doldy)P. B
~ [ utdy) [ Ply.do)P(a, B

- / u(dy) P*(y, B)
= IP#[XQ & B]

Donc pour tout n, P,[X,, € B] = p(B) (VB € B). En utilisant la propriété de Markov,
cela équivaut a la stricte stationnarité de la chaine : la loi du processus (X, Xp11, -, Xnik)
est indépendante de n, pour tout entier k.

Inversement si (X,,) est strictement stationnaire, X; et X, ont la méme loi, ce qui s’écrit
VB € B, u(B) = [ P(x, B)du(x), ou p désigne la probabilité initiale. On a donc le résultat

suivant.

Propriété 1.4.1 [47] La chaine (X,,) est strictement stationnaire si et seulement si sa

loi de probabilité initiale est invariante.

Cette propriété rend cruciale la recherche de mesures invariantes de masse finie. Une
autre raison de 'importance des mesures de probabilités invariantes est liée au comporte-
ment ergodique (ou de long terme) de la chaine. Supposons en effet qu’il existe une mesure
de probabilité limite 7,, définie par : VB € B, P,[X,, € B] — m,(B) quand n — +o0.
Alors

m(B) = lim [ p(de)P"(z, B)
= lim M(dx)/P”‘l(I,dy)P(y,B)
_ : n—1
— [ P.B) i [Py

- / P(y, B)mu(dy)

Donc 7, est invariante. En particulier, s’il existe une unique mesure de probabilité

invariante, la probabilité limite sera indépendante de p. On a le résultat suivant :

Théoréme 1.4.1 [47] Si(X,,) est récurrente, elle admet une unique mesure sous-invariante
7 (G une constante multiplicative prés) et cette mesure est invariante. De plus, m est équi-

valente a toute mesure d’irréductibilité mazimale 1.

14
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Ce théoreme nous conduit & une nouvelle dichotomie parmi les chaines récurrentes.
On distingue celles admettant une mesure de probabilité invariante (la chaine est dite
positive récurrente) des autres (la chaine est dite nulle récurrente). Avec des notations
évidentes, cette dichotomie s’écrit : R = P + N, avec pour (X,,) € R :

(X,) €EP <= VBeB, n(B)= /P(x, B)7(dx)

ou 7 est une mesure de probabilité, et

(X,)eEN <= VBeB, ulB)> /P(:B,B)u(dm)

ot 41 est une mesure telle que u(X) = +00. Notons qu’il existe d’autres caractérisations
de la positive (ou nulle) récurrence fondées sur le temps de retour : par exemple si I'on
peut trouver un compact C' tel que sup,co Elro | Xo = y] < +00, la chaine est positive
récurrente moyennant quelques conditions supplémentaires. [assurant que les compacts

sont des petite sets, voir Théoréme 1.6.1 plus bas|.

1.5 Ergodicité

L’ergodicité traduit la convergence des itérés du noyau de transition vers la mesure
stationnaire [42]|. Jusqu'ici nous avons caractérisé la stabilité d’une chaine en terme de
récurrence. Une autre fagon d’envisager la stabilité d’'une chaine consiste a étudier si elle
converge vers un état stationnaire quelque soit son point de départ. Nous avons déja vu
que l'existence d'une mesure de probabilité invariante était une condition nécessaire pour
qu’une telle convergence ait lieu. Nous allons voir que pour les chaines @ —irreductibles
et positives récurrentes la propriété est vérifiée pour une notion forte de la convergence
que nous allons préciser. Rappelons que la norme en variation totale d’une mesure p est
définie par |||l = sup [ fdp, ou le supremum est pris sur {f : X — R, f mesurable et
|f| < 1}. Plus généralement, on définit ||ull, = sup{[ fdu : |f| < g},ong: X — R"

est mesurable.

Théoréme 1.5.1 [47] Si (X;) est une chaine de Markov Harris récurrente, positive de

mesure invariante m et apériodique, alors pour toute mesure initiale
[ /P”(x, Jp(dz) —7|| — 0 quand n — +o00

En prenant pour u la masse de Dirac en x, un corrolaire de ce théoréme est que pour

toute fonction f bornée et mesurable :

WreX, lim E[f(X,)|Xo=1] = /fdw. (12)

n——+o00
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En particulier, pour f =1p, B € B: P*(x, B) — ©(B), Vx € X.
Les chaines vérifiant les hypothéses du théoréme sont dites ergodiques.

Lorsque f n’est pas supposée bornée, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.5.2 [47| Soit (X;) une chaine de Markov Harris récurrente, positive de
mesure invariante w, fortement apériodique, de mesure d’irréductibilité maximale 1, et
soit f + X — [1,+o0]. Alors

1. si [ fdrm = +o0, E[f(X,)|Xo = 2] — +00 quand n — +00

2. si [ fdm < 400, alors pour tout © € A, ou A est absorbant et tel que 1 (A°) =0, on
a
|P"(z,.) = 7|y — 0 quand n — +o0.

On obtient en particulier, cette fois-ci pour f non nécessairement bornée (mais sous

des hypothéses un peu plus fortes)

Vo € A, lim E[f(X,)|Xo=2] = /fdw. (1.3)

n—-+00

Si dans le théoréme, la condition 2 est vraie pour tout x, la chaine est dite f—ergodique.
Il est parfois nécessaire de connaitre la vitesse de convergence vers 0 de ||P"(z,.) — 7|y,

et cela va étre 'objectif des deux chapitres suivants.

1.6 Critéres de classification

Pour des modéles particuliers, il n’est généralement pas facile de vérifier directement
les propriétés de chaine de Markov transitoire, récurrente ou admettant une loi de proba-
bilité invariante. Il existe heureusement des critéres s’exprimant simplement & partir de
conditions sur les probabilités de transition en une étape. Ces contraintes sont de deux
types : continuité et controle de la dérive moyenne. Pour simplifier la présentation nous
supposerons dans cette partie que l'espace d’états X est égal & R?, ou d est un entier,
muni de sa topologie usuelle.

La condition suivante est appelée forte continuité :

(Co) : L’application P(., B) est continue, pour tout B € B.

Cette contrainte se révele souvent trop forte. Rappelons qu'une fonction h : X — R est
semi-continue inférieurement si I’ensemble {x : h(x) > ¢} est ouvert pour toute constante
c. Une chaine telle que, pour tout ouvert B, l'application P(., B) est semi-continue infé-

rieurement est dite Fellerienne. Plus généralement, on a la définition suivante.

Définition 1.6.1 [47] S’il existe une application T(.,.) telle que
1.Vx e X,VB € B, P(x,B) > T(z,B),
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2. T(., B) est semi-continue inférieurement, VB € B,
3. T(z,.) est une mesure non nulle sur (X,B), Vo € X

(X}) est appelée T— chaine.

Une chaine vérifiant (Cy) est évidemment une T'—chaine. La condition 1. peut étre
remplacée, si nécessaire, par des contraintes moins fortes, portant sur toutes les probabi-

lités de transition, du type
1. Il existe une suite (a,) de constantes positives de somme égale a 1 telle que
K.(x,B) =Y _a,P"(z,B) > T(z,B).
n>1
T est alors appelée composante continue de K,.

Ces contraintes de continuité ne sont pas nécessaires pour la stabilité, mais elles per-

mettent d’obtenir des caractérisations en se limitant aux ensembles compacts.

Théoréme 1.6.1 [47] Si (X;) est une T—chaine Y—irréductible, les compacts sont des

petite sets.

L’autre type de conditions porte sur l'opérateur de dérive A. A toute fonction V :

X — R, intégrable par rapport aux mesures P(z,.) (Vo € X'), on associe
AV(@) = [ Pladn)Viy) = V() = BV (X)) = V(X | X, = 2

Cet opérateur calcule, pour tout point initial z, la valeur moyenne de la variation de V' (x)

en une étape. On a le critére de récurrence suivant :

Théoréme 1.6.2 [47] Soit (X,,) une chaine de Markov y—irréductible, V une fonction
de X — R, intégrable par rapport auz mesures P(z,.), Vo € X, et C un compact (ou
un petite set). Alors si (Cy) est vraie, ou si (X,,) est une T—chaine, et si AV (zx) <0,

Vo € C° la chaine (X,,) est récurrente.

L’interprétation de l'inégalité est évidente : si la chaine sort d'un certain compact,
il existe une "force de rappel" faisant diminuer, en moyenne, la valeur de V(X;). En
pratique, il s’agit de trouver une telle fonction V' (appelée fonction test, ou fonction
de Lyapounov) ainsi qu'un compact C' permettant de conclure. L’existence d'une loi de

probabilité invariante peut étre obtenue a partir du résultat suivant.

Théoréme 1.6.3 [47] Sous les hypothéses du Théoréme 1.6.2 et si

AV(z) < -1 Vo e C°
AV(z) < M Ve e C

ot M est une constante, la chaine (X;) est positive récurrente.
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Dans la premiére inégalité, la valeur —1 peut étre remplacée par n’importe quelle
constante strictement négative (quitte & modifier V). Le critére suivant permet d’obtenir

I'existence de moments de la probabilité invariante.

Théoréme 1.6.4 [47] Soit (X;) une chaine de Markov positive récurrente de loi de pro-

babilité invariante w. Soient V', f et s des fonctions X — R™T telles que
AV (z) < —f(z) + s(z), Vee X
Alors [ fdm < [ sdr.

Si dans ce Théoréme on peut choisir s de la forme : s(z) = blo(z), ou b est une

constante positive et C' € B, on obtient
/fd?T < br(C) < +o0.
Donnons pour conclure cette partie, des critéres utilisant ’'opérateur de dérive.

Théoréme 1.6.5 [47] Si (X;) est une chaine de Markov v¥—irréductible et si, pour V :
X — RT, ona AV (z) >0 Ve € C°
ou C € B, et

sup / P, dy)|V (z) — V()] < oo,

TeX
Si de plus {x € X |V (x) > sup,cc V(y)} € BT, alors la chaine n'est pas positive récur-

rente.

Théoréme 1.6.6 [47| Soit (X;) est une chaine de Markov yp—irréductible. Alors (X;) est
transitoire si et seulement si il existe une fonction, V : X — R™ bornée, et r > 0 tels

que
1. {z|V(x) <r} et {x|V(z) >r} appartiennent ¢ B
2. Pour tout x tel que V(x) >r, on a AV (xz) > 0.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit les principaux outils et concepts de la théorie
de stabilité dans les chaines de Markov, que nous utiliserons dans les chapitres suivants.
L’accent est mis sur les outils de base (Noyau de transition, irréductibilité, atome, apé-
riodicité, ...). De méme, nous avons précisé la différence entre les chaines récurrentes et
les chaines transitoires. Ainsi, nous avons donné des conditions suffisantes sur le noyau de
transition pour l'existence d’une unique mesure invariante 7. Et nous avons terminé par

des critéres de classification.
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LAV-ERGODICITEUNIFORMEET LA
V-STABILITEFORTE

2.1 Préliminaires et notations

Dans ce paragraphe, on présente tous les objets mathématiques dont on aura besoin
au cours de ce travail. Ainsi, on définit dans la catégorie des espaces topologiques, la sous
catégorie particuliére des espaces mesurables, de méme que leurs foncteurs particuliers

correspondants, de la maniére suivante :

1. Soit (X, B) un espace mesurable, ot B est une o—algébre engendrée par une partie
dénombrable X'.

2. On considére X = {X;, t =0, 1, ...} une chaine de Markov a valeurs dans X', donnée

par un noyau de transition régulier P(z, B), z € X, B € B.

3. On suppose que la chaine admet une unique mesure invariante 7 de 'opérateur P tel
que 7(X) = 1 (mesure de probabilité). Cette hypothése est satisfaite, en particulier,

si la chaine est récurrente positive au sens de Harris.
4. On considére mB (mBT), 'espace des mesures finies (non négatives) sur 5.
5. On considére J (J V), 'espace des fonctions mesurables bornées (non négatives).

Associons a chaque noyau de transition P les deux applications linéaires suivantes :
L, : mB— mB

et
L, J—J
définies par

uP(B) = L,()(B) = / w(dz)P(x, B), YB € B

X
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et
PIB) = £(1)a) = [ Ple.di)f(), Vo e X

Le produit de la mesure p € mB et la fonction f € 7, sera noté uf, et défini par

usz}M@ﬂ@

Le produit des deux noyaux de transition P et () est défini de la maniére suivante :

PQe.B) = [ Plr.dy)Qy.B). Vo X. VB €5

X
Supposons que 'espace mB3 est muni d’une norme ||.||, qui confére au sous espace M =
{p € mB : ||p|]| < oo} une structure d’espace normé complet et par suite d’espace de

Banach. Cette norme met en évidence dans la classe des applications linéaires de ’espace
M dans M, 'espace A des opérateurs bornés dont la norme induite par celle de M est
définie par

[P|| = sup{||xP[, [lpll < 1}

Remarque 2.1 Le produit uf défini une forme bilinéaire qui établie la dualité entre les

deux espaces M et J. Les opérateurs £ et L* sont transposés, en d’autres termes :

p(Pf) = (uP)f

Dans la suite, on notera
a) L,(u) par pP pour p € M.
b) L:(f) par Pf pour f € J.
Pour cela, le noyau stochastique P correspond a un opérateur linéaire positif P sur le

come M = mB*t N M. On suppose de plus que la norme ||.|| est compatible avec I'ordre

structurel sur M et de la topologie uniforme sur le cone M™ | c’est a dire :

1.
]l < [l + pol| Vpi € MT Vi = 1,2 (2.1)

2.
]l < llpa = pall Vi € MT et py Lopy (2.2)

3.
|1l (X) < Kllull Yue M (2.3)

ou |p| est la variation de la mesure u et k une certaine constante finie positive.
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4. On suppose tout le long de ce travail que la condition ci-dessous est vérifiée.
|P|| < o0 (2.4)

Supposons, en plus, dans certaines situations que la propriété suivante est vérifiée.

lpr = poll = llpr + poll Yps € MT et py Lo (2.5)

Cette condition signifie que |u| et p ont la méme norme. De plus, |u(X)| < k||p|
pour tout u € M.

Remarquons ici que les classes de normes définies par

Hmv:Lvmmww

lrellae =

fXI Lladp)s Vp << getq>1
sinon.

vérifient les conditions (2.1), (2.2) et (2.3), o V est une fonction mesurable bornée ar-
bitraire strictement positive (pas nécessairement finie) et ¢ une mesure finie positive.

Notons que dans l'expression (2.3),
ul] = |p(X)| < [ul(X) < K[pll Vpe M — I <k <oo — 1 €J

ou 1 est une fonction identiquement égale a I'unité. On note par Il = 1 o 7 le projecteur

stationnaire de noyau P, En d’autres termes, le noyau défini par
(x,dy) = 1(z)n(dy), Y(z,dy) € X x B (2.6)

et par I 'opérateur identité sur M. On considére 'opérateur de Césaro défini par
t—1
PO =ty P teN
s=0

Munissons ’espace M d’une certaine norme |.|| = ||.||v, définie par

nwvzﬂyummm> (2.7)

ouV : X — R, et vérifie les propriétés suivantes :
L. sup[V(z)™, 2z € X] = 0> 0.
2. V est B—mesurable.
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La norme induite dans I'espace J est

HNv=$m(%%gnI€X>

Elle met en évidence dans la classe des applications linéaires de M dans M, 'espace A

des opérateurs linéaires bornés, de norme

Jx V()| P(z,dy)|
V() ’IEX)

Ces normes induites vérifient alors les propriétés suivantes :

Yue M, Vfe J,VP e A, ona

a) |uPllv < [lullvIPllv-

b) |pf| < llplivILfllv-

c) [lfoplly < IAAvIEdy-

d) [[Pfllv < [IPIvIflv-

e) |[1|ly =sup[V(z)™!, z € X] = o, ou 1 est la fonction égale a 'unité, 1 € 7.
£) 1PQ[lv < | PlvIQlv-

g) |ul(B) < ellpllv, ou B €B.

Avant de terminer ce paragraphe nous donnons la définition du potentiel d’une chaine.

Hmwzmm(

Définition 2.1.1 [51] Soit la chaine X de noyau de transition P. On appelle potentiel

W:ZPt

>0

de X ou de P, le noyau

Signalons que la mesure W (z,.) n’est pas toujours o—finie. Pour le voir, il suffit de

prendre P = I, ou [ est 'opérateur identité.

2.2 V-Ergodicité uniforme

Pour formuler la V' —ergodicité uniforme, soit une chaine de Markov homogéne (X,,)
sur (X, B), et soit P, et P, deux noyaux de transition, et pour une fonction positive
1 <V < oo, on définie la distance V—norme entre P; et P, par

[Pz, .) — Py(z, )llv
Py — Blly = sup .
I I Sup @)

Le produit externe de la fonction 1 et la mesure m est noté par

(2.8)

1 ®7n|(z,B)=1I(B), v€ X, BeB.

Dans des applications typiques nous considérons la distance || P* — 1 @]y = ||P*—11||

pour un certain k grand.
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Définition 2.2.1 [47] Une chaine de Markov ergodique (X,,) est dite V —uniformément
ergodique si

|P" —1I||y — 0, quand n — +o0.

2.3 Ergodicité uniforme et stabilité forte

La notion d’ergodicité uniforme correspond a la convergence uniforme de ||P" — II||

vers zéro par rapport a z, lorsque n tend vers I'infini.

Définition 2.3.1 [47] Une chaine (X,,) est dite uniformément ergodique si elle est V —

uniformément ergodique et cela dans le cas particulier ou V =1 c’est a dire :
|P" —1I|] — 0, quand n — oo.
ou bien mous pouvons écrire,
sup [|P"(z,.) — 7| — 0, quand n — oo.
zeX

Pour les T'—chaines, nous donnons le résultat suivant :

Théoréme 2.3.1 [47| Si (X,,) est une T'—chaine Y—irréductible et apériodique, et si l’es-

pace des états X est compact, alors (X,,) est uniformément ergodique.

Théoréme 2.3.2 |6, 36| La chaine (X,,) est uniformément ergodique par rapport a la

norme ||.|| si et seulement si lopérateur I — P + 11 est inversible et borné
(I —P+1I)7" < oo (2.9)
De plus, la relation (2.9) entraine ||II|| < occ.

Remarque 2.2 Il est important de noter que :

1. Linverse de B = I — P + II est défini dans le sous espace M.A
MA={uP : pe M, Pe A}

De plus, [|A~1]| = sup([pA~| : lull <1, 4 € MA).
2. On définit la période d(X) d’une chaine quelconque X par 'égalité

d(X) =supdim{p € M : u= uP'}
t

Dans le cas ot d(X) = 1, la chaine X est dite apériodique et si d(X) > 1, on dira

alors que X est périodique.
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3. Si la chaine est de Harris, alors la période d(X) coincide avec la période introduite
dans la définition 1.3.4.

4. Pour les chaines uniformément ergodiques, comme pour les chaines récurrentes au
sens de Harris, il est possible de construire des sous classes d’états périodiques, c’est

I'objet du théoréme suivant.

Théoréme 2.3.3 (6, 36] Considérons une chaine X uniformément ergodique par rapport

a la norme ||.||. Alors, il existe une période finie d = d(X) et une partition de l’espace
d
X:UXi, X, € BYi et X;NX; =0 pour i # j
i=0

tel que les conditions suivantes sont vérifiées

1. Pour chaque 1 < i < d, la restriction P; du noyau P? & lespace (X; : X; N B) est
un noyau de transition relatif a une chaine de Markov apériodique uniformément

ergodique par rapport & la norme ||u(.)|jo = ||p(X; N )]

2. L’ensemble Xy est tel que : w(Xy) = 0 et limy o [|uP|lo — O uniformément sur
{w: flpll < 13-

Le résultat suivant présente la premiére estimation de ’ergodicité d’une chaine apério-
dique. Pour cela, on considére le coefficient d’ergodicité A;, pour les chaines apériodiques,
définis par

A(P) = sup{[|pP"|| « [lull < 1, p(X) = 0et p € MP}

Théoréme 2.3.4 |6, 36] Une chaine de Markov X, récurrente au sens de Harris et apé-
riodique, est uniformément ergodique par rapport a la norme ||.|| si et seulement si l'une

des conditions équivalentes suivantes et vérifice.
1. Ay(P) < 1 pour un certain t > 1.

3. Il existe un opérateur compact K tel que |P* — K| < 1 pour un certain t > 1 et
d(X)=1.

4. |Pt =T — 0 lorsque t — +o00.

5. Il emiste 0 < p < 1 tel que
| P* —1II|| = O(p") pour t — +o00

Une conséquence importante du théoréme, est décrite par le corollaire suivant.
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Corollaire 2.3.1 Une chaine de Markov X, récurrente au sens de Harris et apériodique,
est uniformément ergodique par rapport & la norme ||.|| si et seulement si, il existe un

entier n € IN* et un nombre réel 0 < p < 1 tel que :
[uP"[| < pllpll, Vi€ M u(X) =0 (2.10)

Une des conditions les plus significatives pour 'ergodicité des chaines de Markov est

la condition de Doeblin, qui est définie comme suit :

Définition 2.3.2 [47] (Condition de Doeblin) Supposons qu’il existe une mesure de
probabilité ¢ avec la propriété telle que pour un certain m € N, 0 <e <1, >0

¢(B)>e = P™(x,B) > (2.11)
pour tout r € X.

Théoréme 2.3.5 [47| Une chaine (X,,) —irréductible et apériodique, satisfait la condi-

tion de Doeblin si et seulement si elle est uniformément ergodique.

Introduisons a présent la notion de stabilité forte.

Définition 2.3.3 La chaine de Markov X est dite fortement stable par rapport a la norme
11l si
1. |P]| < oc.

2. Chaque noyau de transition Q) dans un certain voisinage {Q : ||Q — P|| < €}, admet

une mesure invariante unique v = v(Q).

3. 1l eziste une constante C' = C(P), telle que
lv ==l <P -Q

Notons qu’une chaine peut étre stable par rapport & une norme et instable par rapport
a une autre.

Pour le cas ||pu]] = |p|(X), les chaine uniformément ergodiques ont été étudiées dans
[41], [54] et [69]. Des exemples exposés dans plusieurs travaux (cf. [2]) montrent qu'une
classe importante de chaines de Markov (de type marche aléatoire) n’ont pas la propriété
de récurrence fortement positive et ne sont pas quasi-compacts. Néanmoins, ces chaines

sont ergodiques pour un choix judicieux des normes poids (V —normes |.||v).

Enoncons a présent un résultat qui exprime qu’'une petite déviation sur les noyaux de

transition induit une déviation de méme ordre sur les mesures stationnaires.
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Théoréme 2.3.6 (6, 36| La stabilité forte de la chaine X par rapport a la norme ||.|| est
équivalente a son ergodicité uniforme par rapport a cette méme norme. Pour cela, quel

que soit le noyau (), de mesure invariante v, on a
lv ==l = O([|Q — P|)) (2.12)

SlipHQt—PtH =0(|Q — P|) (2.13)
quand ||Q — P|| — 0

Caractérisons a présent la méthode de stabilité forte.

Théoréme 2.3.7 [6, 3| Soit X une chaine uniformément ergodique. Alors, chaque noyau
stochastique @ dans un certain voisinage {Q : ||Q — P|| < €} correspond & une chaine de

Markov uniformément ergodique et fortement stable par rapport a la méme norme ||.||.

Pour démontrer 'ergodicité uniforme et 1’estimation de la vitesse de convergence dans

les théorémes (2.3.3)-(2.3.6), on peut utiliser le critére suivant :

Théoréme 2.3.8 [6, 3| Soit X une chaine de Markov récurrente au sens de Harris de
mesure de probabilité invariante . Alors, X est uniformément ergodique par rapport a la

norme ||.|| et apériodique, si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
G)Iae Mt etheJ" tel que th >0, al =1 et ah > 0.

B,) P=T"+ hoa« pour un certain n > 1, ot T est un noyau non négatif, ||a|| < oo et
|h]| < oc.

Cw) [T < p pour un certain m >1 et 0 < p < 1.

De plus, la condition C,,) découle de ’ergodicité uniforme et de l'apériodicité de la chaine

X pour tout n, et h vérifiant les conditions G) et By,).

Remarque 2.3 On peut noter les remarques suivantes :

1. Pour ||| = |p|(&X), les conditions du théoréme sont équivalentes aux conditions de

Doeblin relatives a la quasi-compacité du noyau P (J. Neveu [54]).

2. L’hypothése de récurrence au sens de Harris de la chaine X, n’est pas nécessaire pour
démontrer 'équivalence entre 'ensemble des conditions G), B,,) et C,) et la relation
2.10 du corollaire 2.3.1.

3. De plus, les conditions G) et B,,), sont toujours vérifiées dans toute chaine X récur-

rente au sens de Harris.
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2.4 Généralisation des concepts de base

Afin de généraliser les théorémes (2.3.4) et (2.3.8) pour les chaines périodiques, N.V.

Kartashov a introduit le coefficient d’ergodicité A¢, de la fagon suivante
A{(P) = sup{[|uP"[|; lull < 1, p(X) =0 et p € MPD}

On a alors, dans le cadre général (périodique) des chaines de Markov récurrentes au

sens de Harris, le résultat suivant.

Théoréme 2.4.1 [36] Une chaine de Markov X, récurrente au sens de Harris, est uni-
formément ergodique par rapport & la norme ||.|| si et seulement si ['une des conditions

équivalentes suivantes est vérifiée pour un certain d > 1 :
1. AYP) < 1 pour un certain t > 1.
2. limy_,o AY(P) = 0.
3. Il existe un opérateur compact K tel que ||P* — K| < 1 pour un certain t > 1.
4

. Pour un certain 0 < p < 1, le spectre de l'opérateur P dans le domaine {z : |z| > p}
contient seulement des racines de l'unité dont ['ordre de multiplicité est au plus égal

a d et qui constituent des poles simples pour la résolvante.
5. [|PD(P—1I)|| = O(p!) quand t — oo, pour un certain 0 < p < 1.

6. 1l existe une projection orthogonale bornée 11y de dimention au plus égale a d tel que :
| P — Ty|| = O(P") quand t — oo

pour un certain 0 < p < 1.
De plus, le plus petit nombre d satisfaisant le théoréme coincide avec la période d(X)

de la chaine X et la dimension de la projection 11y est égale dans ce cas a d(X).

Remarque 2.4 Les remarques suivantes s’imposent.

a) Les conditions 1),...,6) sont équivalentes sans la condition que X est de Harris.
b) Chacune des conditions 1),...,6) implique que X est uniformément ergodique.
¢) On remarque que si on remplace d = 1 dans AY(P), on aura A}(P) = Ay(P).

Formulons a présent un critére d’ergodicité uniforme dans le cas périodique, qui géné-

ralise le théoréme 2.3.8.

Théoréme 2.4.2 [36] Soit X une chaine récurrente au sens de Harris. Alors, X est
uniformément ergodique par rapport a la norme ||.|| si et seulement si :
Il existe des entiers positifs n et d, et des mesures o; € M™ et des fonctions h; € JT,

1 < <d tel que les assertions suivantes soient vérifiées :
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1) wh; >0, a;1 =1, a;h; > 0 et a;hj = 0 pour tout i # j.
2) Le noyau T = P™ — Zle h; o ; est non négatif.
Cm) ||T™] < p pour un certain 0 < p <1 et m > 1.

De plus, le plus petit d vérifiant [’assertion 2) coincide avec la période d(X) de la chaine
X.

Remarque 2.5 1l est a noter que.

A La décomposition de P est presque similaire a celle des opérateurs quasi-compacts,
ce qui nous montre, une fois de plus, la généralisation des résultats obtenus dans le
cadre de la théorie des opérateurs quasi-compacts. L’opérateur T' représente en fait
I'opérateur de déviation. En d’autres termes, il constitue la mesure de la perturbation

induite sur 'opérateur P.

A Notons que la convergence en norme de 'opérateur 7' (||7|| — 0), en général, n’assure
pas la stabilité forte [36, 37|, alors que l'ergodicité uniforme est assurée par le biais
du théoréme 2.3.8.

2.5 V-Stabilité forte d’une chaine de Markov

Définition 2.5.1 On dit qu’une chaine de Markov est V —fortement stable, si elle est

fortement stable par rapport a une norme ||.||v.

Remarque 2.6 Pour la classe de norme ||.||y/, donnée par I'expression (2.7), la condition

Cy,) du théoréme 2.3.8 est équivalente a la condition
TV (z) < pV(z) Vo € X pour un certain 0 < p < 1 (2.14)

De plus, les conditions () et B,,) et la relation (2.14), pour V' = 1, sont équivalentes a
la quasi-compacité de 'opérateur de transition P et par suite a la condition de Doeblin
2.11. Ce qui montre clairement que la méthode de la V —stabilité forte généralise celle des
opérateurs quasi-compacts pour les chaines de Harris a espace de phase dénombrablement

engendré.

Corollaire 2.5.1 [1] Pour que la chaine de Markov X récurrente au sens de Harris soit

fortement V —stable, il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées.
I.3aeMt etdheT" tels que : ah >0, al =1 et wh > 0.
2. Le noyau T'= P — h o a est non négatif.
3. 3 p<1tel que, TV (z) < pV(x) Vo € X.
4- ||P|lv < o0.
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Ce corollaire n’est qu'une condition suffisante du théoréme 2.3.8 avec n = m = 1.

Le choix de la norme appropriée, se réduit a la recherche d'une fonction test V. Des
techniques de construction des fonctions pour une large classe de chaines de Markov sont
données dans [38] et [69].

Soient les conditions notées par A), G), B,,) et C,,) définies respectivement par :

) |IP| < .

G)Jae Mt etIhe T telsque : ah >0, al =1 et 7h > 0.

B,) P=T"+ hoa, ou T est un noyau non négatif, « € M* et h e J+.

Cn) 30<p<letdm>1tel que [T < p.

Théoréme 2.5.1 Pour qu’une chaine de Markov, d’opérateur de transition P a valeurs

dans X soit fortement V —stable, il est suffisant que les conditions A), G), By) et Cy,)

soient vérifiées.

2.6 Les inégalités de stabilité

Sous les conditions du théoréme 2.3.8, on peut obtenir les estimations quantitatives de
la stabilité, telles que la déviation de la distribution stationnaire de la chaine de Markov

X en termes des fonctions V', h et la mesure «.

Théoréme 2.6.1 Soit une chaine de Markov X, de noyau de transition P et de me-
sure invariante m. supposons que X est fortement V —stable et vérifiant les conditions du
théoreme 2.3.8. Alors, pour des noyaux stochastiques (), de mesure invariante v tels que,

|Q — Pllv est suffisamment petit, [’égalité suivante est vérifiée,
v = w[l —ARy(I —1I)]"

= 7+ iW[ARO(I — 1)),

=1

o A=Q—PetRy=(1—-T)".
Conséquence 2.6.1 Dans les conditions du théoréeme 2.3.8,
v=m+mARy(I —1I) + o(||AlI3),

pour ||Ally — 0.
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Conséquence 2.6.2 Dans les conditions du théoréeme 2.3.8, pour |A|ly < %, on a

[’estimation

lv = 7lly < A[lv][7llvC(1 = p = CllA[lv)
ol

C = ml[P[7 (1 + [ Llvllxllv):
Izl < (@V)(L = p)~ (xh)ml|P[[7~".

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit et discuté les concepts d’ergodicité uniforme et
de stabilité forte des chaines de Markov. Nous avons montré que la méthode de la stabilité
forte généralisait les notions de quasi-compacité et de récurrence fortement positive. En
effet, la méthode de stabilité forte, initialement introduite dans la théorie de stabilité des
chaines de Markov. peut s’appliquer d’une maniére efficace aux systémes de files d’attente

du moment que la plupart de ces derniers peuvent étre régis par des chaines de Markov.
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Il est intéressant de comprendre comment les propriétés ergodiques des chaines de
Markov persistent sous diverses perturbations. Le lien entre la stabilité et I'ergodicité a
été trés tot établi. Comme nous 'avons déja vu, 'ergodicité uniforme est équivalente a la

stabilité forte sous quelques conditions.

L’ergodicité géométrique est un outil trés puissant dans 1’étude des chaines de Markov.
Les conditions de 'ergodicité géométrique et les propriétés des chaines géométriquement
ergodiques ont fait I’'objet de nombreux travaux. Nous exposons dans ce qui suit quelques
résultats utiles pour notre contexte. Nous suggérons 'ouvrage de Meyn et Tweedie [47|

pour plus de détails.

Soit X = {X,, : n € N} une chaine de Markov a temps discret sur un espace d’états
général X', muni d’une o—algebre B. On désigne par P"(x,B), n € Z,,x € X, B € B les

probabilités de transition (stationnaire) de la chaine, i.e.
P"(z,B) =P{X, € B| Xy, ==z}

ou P désigne la loi de probabilité de la chaine sous la condition initiale Xy = x. Pour
toute fonction non négative f, nous écrivons Pf et P" f respectivement pour les fonctions

[ P(z,dy)f(y) et [ P*(z,dy)f(y), et pour toute mesure de probabilité p nous écrivons
p(f) pour [ p(dy)f(y).

Nous supposons tout au long de ce travail, que la chaine est 1)—irréductible et apério-
dique [47], et nous écrivons B* = {B € B : ¢(B) > 0}.
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3.1 FErgodicité géométrique

La notion d’ergodicité géométrique est I'une des formalisations possibles de la conver-
gence "a vitesse exponentielle" d’une chaine ergodique vers sa loi invariante. Par rapport a
la notion précédente (ergodicité uniforme), on ne demande plus seulement la convergence
de ||P™ —1II||, mais la convergence exponentiellement rapide de ce terme vers zéro, lorsque

n — +00.

Définition 3.1.1 [47] Une chaine de Markov X est dite géométriquement ergodique, s’il
existe une mesure de probabilité invariante unique 7 et des constantes telles que R, < 00,
p < 1 vérifiées

[P (x,.) = 7|| < Rop"

oureX, ne€ly.

Théoréme 3.1.1 [47| Les propriétés suivantes sont équivalentes, sans prendre en compte

celles de —irréductibilité et de 'apériodicité :
1. (X,) est uniformément ergodique.

2. Il eiste p < 1 et R < oo tel que pour tout x € X on a
1P (x,.) — x| < Rp".
3. Pour un certainn € 7.,

sup || P"(z,.) — 7| < 1.
zeX

3.2 V-Ergodicité géométrique

Définition 3.2.1 [47| Soit X une chaine de Markov positive au sens de Harris, et soit V' :
X — [1,+00[ avec m(V') < oo, alors nous dirons que la chaine est V—géométriquement

ergodique, s’il existe une constante p < 1 telle que
> p P (,) — v < oo, VzeX.
n=1

Considérons cette définition

Définition 3.2.2 [47| La chaine de Markov X ayant l’opérateur de transition P sera dite

V —géométriquement ergodique si :
|P" — ||y < Rp", n > 0. (3.1)

avec R < 0o et p <1 des constantes.
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Proposition 3.2.1 [47] Supposons que w est une mesure de probabilité invariante, et pour

un certain ng < n, on a
IP— ||y < 0o et ||[P™ —TII||y < 1.

Alors il existe un p < 1 tel que

> pIPr =Ty < oo

n=1
La notion de l'ergodicité V —géométrique est un outil théorique puissant mais la condi-
tion (3.1) est difficile & vérifier en pratique. La principale difficulté réside dans le calcul
des puissances de 'opérateur de transition.

3.3 Fonctions de Lyapunov
Considérons la définition suivante basée sur une fonction de Lyapunov.

Définition 3.3.1 Pour un certain petite set C, il existe une fonction de Lyapunov V,
V(z) > 1, Vo € X, et des constantes A < 1 el b < oo, tels que la condition de Lyapunov
sutvante soit vérifiée :

PV <AV +bl¢ (3.2)

on trouve communément dans la littérature cette condition appelée critere de Dérive.

Les théorémes suivants montrent la relation entre la condition de Lyapunov et la
V —ergodicité géométrique.

Théoréme 3.3.1 [47] Si (X,,) est une chaine de Markov v—irréductible et apériodique.
Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes pour toute fonction V> 1 :
1. (X,) est V—uniformément ergodique, ||P™ — 11|y — 0 quand n — oc.

2. 1l existe p < 1 et R < 0o, pour tout n € Z on a
|1P* =Ty < Rp". (3:3)
3. Il existe n > 0 tel que |P" —II|ly < oo pouri <n et
| P =TIy < 1. (3.4)

4. Pour un certain petite set C' (et donc pour tout petite set B € BT ), il existe une
fonction Vo : X — [1,400[ et des constantes A\ < 1 et bo < +oo tels que la
condition :

PVo < \cVe + belg, (3.5)

soit vérifice.

33



V-Ergodicité géométrique

Théoréme 3.3.2 [47] Si (X,,) est une chaine p—irréductible, et pour V. > 1 il existe
p<1letR<oo tel que pour tout n € Z.,.

[P =1}y < Rp". (3.6)

Alors la condition (3.5) est vérifiée, ou Vi est équivalent a 'V dans le sens que pour une
certaine constante c > 1 on a,
WV < Ve <V (3.7)

Notre objectif est de trouver des bornes pour les constantes p et R.

3.4 Bornes pour les chaines V-géométriquement ergo-

diques

Rappelons d’aprés [47] que pour une chaine ¢—irréductible, tout ensemble B € B*
contient un small set C' : qui est, un ensemble pour lequel il existe une certaine mesure

de probabilité v qui vérifice v(C°) = 0 et v(C) = 1, et un certain § > 0 et m avec
P™(x,B) > év(B), xe€C, BebB. (3.8)

L’expression en (3.1) de délimitation R et p sera en termes de quantités ¢ et m dans (3.8)
et avec les constantes A, b et une fonction V' > 1 satisfaisant I'inégalité de dérive donnée
par (3.2).

Sous I'hypothése que 'espace entier est small, alors il existe un m, v et d tels que pour
tout x
P™(z,.) > ov(.), z€X,

et d’aprés [47] nous avons alors
1P (z,.) =7 < (1L=0)"™, zeX,

oil, nous pouvons choisir R = 1 et p = (1 —6)"/™. Ce résultat a été exploité par plusieurs
auteurs, citons |71, 81, 58, 46|. Cependant, la condition que X soit small est extrémement

restrictive, et ne satisfait pas la plupart des modéles de nature infini.

L’existence de la solution pour I'inégalité dérive est équivalente & I'ergodicité géomé-
trique. Pour les chaines a espaces d’états dénombrables, ce probléme a été étudié par Popov
[59] et dans [56, 82] pour le cas général. La vérification de l'ergodicité géométrique est

le plus souvent fait par le biais de ces limites, voir [47] ou des exemples tels que [17, 18, 16].
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D’aprés [48, 30|, la V —ergodicité uniforme est pour une classe spécifique de fonctions
V', réellement cela est équivalent a la V —ergodicité géométrique d’apres [57, 55|. Effecti-

vement, nous l'observons bien d’aprés le théoréme 3.3.1.

I1 découle de [47], et de fait que P* — I = (P — II)" que la convergence devrait étre

géométriquement plus rapide afin que (1) devrait impliquer (2) dans le théoréme 3.3.1.

La détermination des bornes supérieures pour le taux de convergence p et la constante
R pour les chaines a espaces d’états finis est un probléme qui a été bien étudié [73| et
dans quelques cas particuliers, les meilleures bornes ont été obtenues explicitement : pour

un exemple voir [45].

Pour les chaines a espaces d’états dénombrables, ce probléme a été étudié juste apres le
travail original sur l'ergodicité géométrique [85], sur cet espace ou pour un espace d’états
plus général tel que R"™, le probléme a attiré une attention considérable récemment, une
grande partie en raison de 'utilisation des techniques de Monte Carlo Chaine de Markov
(MCMC). Dans ce contexte, pour mettre un arrét aux régles des simulations, on doit
connaitre la précision des approximations des n étapes, et ceci motive le calcul des limites
en (3.1).

3.4.1 Bornes calculables

Nous considérons le cas ot la condition (3.2) est vérifiée pour un small set o qui est

un atome, c’est a dire P(x,.) = P(«,.) pour tout = € a.

Théoréme 3.4.1 [49] Supposons que pour un certain atome o € B, il existe une fonction

V > 1, et des constantes A < 1 et b < 0o, tels que la condition suivante soit vérifiée :

PV <AV + b1, (3.9)
Soit 9 =1— M7, ou
My=——=[1=X+b+b*+ (u(b(1 — A) + b 1
g L AT G =) + )] (3.10)
et
(o = sup Z[Pn(a,a) — P" Yo, a)]2"]. (3.11)
|Z|S1 n=0

Alors X est V—uniformément ergodique, et pour un certain p > 19, nous avons

n P N
P 10|y £ —— 7. 3.12
Py < Lo ne (3.12)
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Ce théoréme, donne une borne explicite pour la constante R = p/(p — ) et le taux
de convergence p > 9 avec ¥ = 1 — M !, & condition que nous pouvons aussi trouver une
borne pour (,. Bien que dans des cas spécifiques (, peut étre estimée avec précision, c’est

pourquoi la borne M, a été donnée sous la forme de (3.10).

Théoréme 3.4.2 [49| Supposons que la chaine de Markov X vérifie la condition (5.9)
pour un atome o € B, et que cet atome est fortement apériodique, c’est a dire, pour un

certain 6
P(a,a) > 0. (3.13)

32-852/ b \?
< . .

Alors

Dans le cas d’une chaine fortement apériodique, la situation est plus complexe, et le

résultat est donné par le théoréme suivant :
Théoréme 3.4.3 [49] Supposons que pour un certain ensemble C' € B, nous avons
P(z,.) >dv(.), ze€C (3.15)

pour un certain 0 > 0 et une mesure de probabilité v sur C' qui vérifie v(C°) = 0 et

v(C) =1, tels que pour un certain \¢ < 1, bo < oo et une fonction V> 1,
PV <AV +bcle (3.16)
pour un certain Vg, nous avons
V(r) <vg<oo, xze€C. (3.17)
Alors la chaine X est V—fortement ergodique, et

|P" =Ty < (14 90)—Lsp", n €2 (3.18)

pour chaque p > 19 =1 — Mgl, ot
1 - . .

Mo =——<—[1=A+b+0*+ (b1 = N) +b%)]. 3.19
°=7 _MQ[ Co(b( ) +b%)] (3.19)
tels que
Yo = 6 2[4bo + 26)\cvel; (3.20)
A= De+rel/l+7e] <1 (3.21)
b = vo+ e < oo; (3.22)
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et la borne , )
- 4—9 be
< ; 2
ou, dans le cas ou
n = 122 P(z,C)—=6>0 (3.24)
(3.19) s’écrit en fonction des constantes suivantes
be = [1—=6]"be +5(Aeve — v(V))]; (3.25)
vo = [on] 1 =albgs b =v(V) = Ag; (3.26)
A= Detrl/l+qc] <1; b=b+7c < oo (3.27)
et ) )
= _1-=n be
o= (25 (3.28)

3.4.2 Bornes pour 'opérateur inverse

Le théoréme 3.4.1 est une conséquence de deux ensembles d’observations, le premier

utilise la théorie spectral des opérateurs et le deuxiéme utilise les bornes probabilistes.

D’aprés le théoréme 3.4.1, la condition (3.9) implique la convergence V —uniforme de
I'opérateur P = P — II & un taux géométrique. En conséquence, il découle que la norme
de I'inverse (I — zP)~! est borné pour |z| appartient & une région contenue dans un cercle
unité. Pour utiliser ce fait, les auteurs de [49] ont généralisé un résultat de [70], qui permet
de déplacer explicitement d’une borne M sur le cercle unité a une borne dans un plus
grand cercle, comme il est donné dans I'inégalité (3.12), qui est la théorie des opérateurs.
D’autre part la théorie probabiliste vient alors comme générateur de bornes sur le cercle

unité, qui donne la forme de M, dans (3.10).

Soit D(r) C C désigne un disque ouvert centré de rayon r, lorsque r = 1 alors D =

D(r).

Théoréme 3.4.4 [49] Supposons que A : J — T est un opérateur borné, alors l'inverse
(I — zA)‘l existe pour chaque z appartenant au disque unité fermé D, et pour un certain
M, on a

(I —2A)7 Yy <M, z€D. (3.29)
puis (I — 2A)7" existe sur un disque ouvert D(%), et pour tout 1 < r < %,
M
i I — -, 7 —
@) 7= 4) v < s Bl =
M
ii "y L ————r7" Z,.
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3.4.3 Bornes pour 'opérateur inverse sur [z| <1

Pour appliquer le théoréme 3.4.4 pour opérateur P = P — II, Meyn et Tweedie ont
obtenu une borne supérieure M, sur la norme de l'inverse (I —zP)~! pour |z| < 1, et cela

dans le cas ou la condition (3.9) est vérifice.

Cette borne découle de la décomposition de régénération indiquée dans le théoréme

13.2.5 de [47]. Nous avons dans la notation de convolution
Pz, f) = oP"(z, f) + az x u s ty(n)

pour n > 1, soit 7, le temps de retour a «,

P'(z, f) = E[f(Xp)l(7a = n)]
az(n) = Pu(ta=n)
u(n) = Po(X,=«q)
tr(n) = Eu[f(Xn)l(7a 2 n)]

Et posons ¢;(0) =0 et f = f — 7(f). Donc la borne de la V—norme [|(I — zP)7!||y sera

donnée en fonction de ces quantités.

Proposition 3.4.1 [49] Si un atome o € X existe alors pour |z| < 1,

(T = 2P) Yy < 1+ sup {Ex[fj T+ caEa[fjnan)u} rex

IfI<V n=1

ot (a—sup|z ) —u(n —1))z"| comme dans (3.11).

zeD

Proposition 3.4.2 [49] Pour toute fonction positive h et tout ensemble B € B, on a

/ Er[ijlnmxn)wx) -/ Ez[gmx

Proposition 3.4.3 [49] Si la condition (3.9) est vérifiée, alors les bornes suivantes sont

vérifiées pour tout x € X :

()() b

()_1—A

(i) EI[ZQ V(X,)] < %V(m) 1 %]la(x) ;

(iii) Ea[; WX S T e T T
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. 1 b
() Bara) < s {log V) + 31000}

= 1 m(log(V)) | b
(”Mzm%mmﬂ7m>+ﬁ'

n=1

3.4.4 Bornes pour les chaines fortement apériodiques
Nous avons du théoréeme 3.4.1 et du théoréme 3.4.2 une borne calculable sous les
conditions que :
(i) il existe un atome avec P(a, ) > 0 ; et
(ii) cet atome posséde une solution connue pour 'inégalité de dérive (3.9).

Dans cette partie, nous allons donner des bornes pour des conditions plus générales. Pour

un certain A < 1, b < oo et une fonction V' > 1,
PV < AV +bcle (3.30)
Pour un certain ensemble C' (pas nécessairement un atome) satisfaisant
P(z,.)>dv(.), z€C (3.31)

pour un certain 6 > 0 et une mesure de probabilité v sur C' qui vérifice v(C°) = 0 et
v(C)=1,et

sup V(z) = ve < oc. (3.32)
zeC

Donc a travers (3.31), nous admettons que la chaine est fortement apériodique, et suppo-

sons aussi que les conditions du théoréme 3.4.3 sont toutes vérifiées.

Considérons maintenant que la chaine posséde un atome « et un small set C tels que

a C O, et pour un certain § > 0,
P(x,a) >0, z€C; (3.33)

qui est un cas spécial de (3.31), ou « est un singleton et v une mesure de Dirac, le théo-
réme ci-dessous nous montre une fagon d’analyse d'une chaine fortement apériodique, en

utilisant la décomposition de Nummelin.

Théoréme 3.4.5 [49] Sous les conditions (3.33) et (3.30), il existe une fonction V' ot
V<V <V 4b;/6 tels que
PV <AV '+ 01,
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ol
A=[Ac+b5/0]/[L+ b5/ <1
et
b="b+b./0 < .
ainsi les théorémes (3.4.1) et (3.4.2) sont vérifiés pour ce méme choix de X\, b et V' a la

place de V', et pour p > 9
|P" Tl < [L+ b’a/é]ﬁ%ppn, nez,. (3.34)

Remarque 3.1 Meyn et Tweedie présentent dans la méme référence [47] différentes
(meilleurs) bornes pour le taux de convergence p et la constante R en considérant a

chaque fois des conditions supplémentaires.

3.5 Stabilité des chaines VV-géométriquement ergodiques

Nous supposons, maintenant, que 'opérateur de transition P soit perturbé en @),
de sorte que () soit 'opérateur de transition d’une autre chaine de Markov X’ ayant une

distribution stationnaire . Considérons les hypothéses suivantes :
Hypothése 3.1 La chaine de Markov X d’opérateur de transition P est y—irréductible.

Hypothése 3.2 La chaine de Markov X vérifie la condition (3.2) pour un certain atome
a, une constante § < 1, une constante b < 0o et une fonction de Lyapunov V| V(z) > 1,
Ve e X.

Hypothése 3.3 L'opérateur A = @Q — P est V—borné, i.e., [|Ally < g1, ot g3 > 0 est

une constante.

Nous supposons par la suite que la chaine de Markov X ayant I’opérateur de transition
P vérifie | P||y < oc.

Théoréme 3.5.1 Sila chaine de Markov X est V —géométriquement ergodique, alors elle

est fortement V —stable.

Théoréme 3.5.2 Sila chaine de Markov X est V —géométriquement ergodique alors pour
tout noyau stochastique Q) au voisinage de P, nous avons pour un certain R < co et un

certain p < 1 :
R

1—p

lv = 7llv < lvlivIiAllv

En particulier, st V =1, alors :
R
1—p

lv =7l < [A[L
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Théoréme 3.5.3 Si la chaine de Markov X est V—géométriquement ergodique, alors
pour tout noyau stochastique () au voisinage de P nous avons pour un certain R < oo et

un certain p < 1 :

||I/ . 71_”V RHWHVHAHV
T 1-p—R|Aly’
En particulier, si V =1, alors :
R|All
v —mr < :
1—p—R|Alx

Théoréme 3.5.4 Si les hypothéses (3.1) et (3.2) sont vérifiées pour la chaine de Markov

X, alors, X est fortement stable par rapport a la norme ||.||v.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons clarifié la relation entre 'ergodicité géométrique et la
stabilité forte des chaines de Markov. Des bornes de perturbation sont obtenues sous la
condition de 'ergodicité géométrique. En particulier, nous avons montré qu’il est possible
d’utiliser les fonctions de Lyapunov pour I'étude de la stabilité forte et pour 'obtention

des inégalités de stabilité.
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SURL APPROXIMATION DE LA
DISTRIBUTION STATIONNAIRE D'UNE

CHAINE DE MARKOV

Soit P = (P(i,j))ij>1, une matrice stochastique infinie, irréductible et récurrente
positive. Elle admet donc une distribution stationnaire unique 7 = (7(j)),>1. Le calcul de
cette distribution étant en général difficile sinon impossible, il est souhaitable de disposer
d’approximations simples et convergeant rapidement vers cette distribution. Pour cela,
une solution consiste & approcher P par une matrice stochastique finie () P.
Considérons le coin Nord-Ouest d’ordre n de la matrice P : ()T = (P(i,4))1<ij<n. P
étant irréductible, il existe au moins une ligne i pour laquelle Z?Zl P(i,j) < 1si bien que
la matrice tronquée (,)T" n’est pas stochastique.

A partir de (,,)T', on construit une matrice stochastique (,) P = ((n)P(%, j))1<i j<n Vérifiant
mP > T, cest a dire () P(i,5) > P(i,7) pour 1 < 4,5 < n. Cela peut se faire de

plusieurs fagons, citons les principales.

4.1 Les différents types d’augmentation

4.1.1 L’augmentation linéaire

La masse de probabilité perdue lors de la troncature de P est redistribuée sur les
colonnes de ()T, plus précisément.
Soit (A = (ma(?,7))i<ij<n une matrice stochastique quelconque, on pose pour 1 <
1,7 <n
mP(i,5) = P, §) + ma(i,j) > P(i, k) pour 1<4d,j<n.
k>n
En particulier, on obtient :

— L’augmentation de la premiére colonne seulement si (,ya(é,1) = 1 pour 1 < i < n.

— L’augmentation de la derniére colonne seulement si (,ya(i,n) = 1 pour 1 < i < n.
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— L’augmentation uniforme si (,a(i,j) = n~" pour 1 <i,j < n.
— On peut aussi prendre pour (,)A une matrice dont toutes les lignes sont identiques.
C’est un cas examiné par Gibson et Seneta (1987) [25].

— Encore plus simplement, on peut comme Van Dijk (1991) [21] choisir (,)A. booléenne.

4.1.2 Renormalisation

Posons S(i,n) = 37, P(i,7), on choisit alors pour 1 <4,j <n:

P(i,5)
S(i,n)

m P, ]) =

en prenant n assez grand afin que S(i,n) > 0.

Notons que les deux conditions () P stochastique et (,,) P > ()T impliquent lim ,)P(¢, j)
n—o0

= P(i,j). Par conséquent, si n est grand (,)P et P sont voisines. ce qui améne aux ques-

tions suivantes :
(Q1) (n)P admet - elle une distribution stationnaire (,ym?
(Q2) (7 converge-t-elle, en un sens & préciser, vers 7?7

En ce qui concerne (Q1), I'existence d’une ou de la distribution stationnaire ()7 a été
étudiée pour divers types de matrices ()P, en particulier par Seneta (1980, 1981) [74, 75]
. Nous ne développerons pas cette question, nous contentant de noter que d’aprés [78§],
si I'état 1 est récurrent positif pour (,) P, il existe au moins une distribution stationnaire
7. En effet, la chaine réduite a la classe de I'état récurrent 1 admet une distribution
stationnaire qu’on peut compléter par 0 sur les autres états.

De nombreux travaux ont été consacrés a I’étude de (Q2), parmi les plus intéressants,
citons :

(1) Wolf 1980 [86], qui s’est intéressé, en particulier, a 'approximation de la distri-
bution stationnaire d’une matrice infinie P, irréductible, récurrente positive, par ailleurs
quelconque, par les distributions stationnaires de matrices finies (). II examine quatre
types de matrices ()P, obtenues par :

— augmentation de la premiére colonne

— augmentation de la derniére colonne

— augmentation uniforme des colonnes

— renormalisation
et établit la convergence en variation de ()7 vers m, sous des conditions analogues au
critére de Foster.

(2) Seneta (1980) [74] a prouvé que (,ym, converge faiblement vers 7 si et seulement si la
suite ((,)m) est uniformément tendue. Cet argument a été repris dans Gibson et Seneta

(1987) [25] pour établir la convergence faible de (,,ym vers T quand P est stochastiquement

43



Sur P’approximation de la distribution stationnaire d’une chaine de Markov

monotone et (,) P construite par augmentation.

(3) Kalashnikov et Rachev (1990) [32] ont aussi étudié le probléme de I'approximation
d’une chaine de Markov infinie. I’essentiel de leurs travaux est orienté vers I’approximation
uniforme de la chaine initiale par des chaines finies construites par augmentation de la

premiére colonne.

4.2 Approximation de la distribution stationnaire d’une

chaine de Markov

Dans cette partie, nous traitons ’approximation de la distribution stationnaire pour
une chaine de Markov a espace d’état dénombrable en utilisant la troncature de la matrice
de transition.

Spécifiquement, soit P = {P(i, j)} une matrice de transition pour une chaine de Markov
définie sur 'espace des entiers positifs Z, = {0,1,2,...}, et 7 sa distribution invariante,
Supposons que P est irreductible et positive récurrente, donc 7 existe toujours et elle est
unique, avec 7(j) > 0, j € Z4 et Y w(j) = 1. Considérons le coin Nord-Ouest d’ordre n
de la matrice P : ()P = (P(%,7))ij<n-

Beaucoup de procédures que nous pouvons trouver dans |76, 77, 83| conduisent & approxi-

mer (n)% avec la propriété que

w7/ w7 (k) = 7(j)/7(k), J, k€ Z.

Nons allons considérer comme dans [84] que
wE()/) D wFk) = 7)), j € Zy. (4.1)
k

et nous allons prouver que la relation 4.1 est toujours satisfaite pour les deux classes

suivantes :

(a) pour les matrices "géométriquement ergodique", ou il existe p < 1 tel que pour tout
7, j, on a
PG, ) — ()| — M), n € Zy

ol P" est la n'®™¢ puissance de P.

(b) pour les matrices dominés par des matrices stochastiquement monotones, ou il existe

une matrice positive récurrente () tel que pour tout i, j avec ¢ < 7, nous avons

Zk>m Q(Zv k) < Zk>m Q(], k?) VYm, et
N QG k) =S Plik), imeZ,.

k>m k>m
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Nous considérons dans la suite le cas ot 'approximation est donnée en prenant ) 7(j)/ >,

(k) = 7h(J), ot (7, est la mesure invariante de la matrice stochastique ()P

construite par augmentation de la troncature ()P sur la hi*me colonne seulement.

4.2.1 Les chaines uniformément ergodiques

Considérons la forme de I'ergodicité géometrique ot la chaine est "uniformément

ergodique", c’est a dire pour un certain M indépendant de i et un certain p < 1, on a
sup |P"(i,.) —7|| < Mp"™, neZ,. (4.2)
D’aprés [84], puisque 7(0) > 0, alors pour un certain r et 6 > 0, on a
P"(i,0) >0, i€ Zy, (4.3)

effectivement, d’aprés le théoréme 16.0.2 de [47], cette condition est réellement équivalente
a l'ergodicité uniforme.
Définissons maintenant la matrice stochastique (,) % par augmentation de la premieére co-

lonne de (,,) P, alors (n)P et ()P s’accordent dans toutes les autres colonnes et (,) Py (7,0) =

P(i,0) + An( ), otl
=Y PG) (4.4
i>n
D’aprés [84], nous avons,

P (1,0), i<n (4.5)

s:l

Clairement, d’aprés 'augmentation elle est vraie pour m = 1, et

P™(i,0) = Y P(i,k)P" 7 (k,0)+ > P(i, k)P (k,0)

k>n k<n
m—1
< Y Plik)+) P(i.k)Y  wPi(k,0)
k>n k<n s=1
s=1

Ainsi d’aprés (4.3), pour chaque troncature n, les matrices stochastiques

T

P=r1 i P?, (n)pO =1 Z (n)POS
s=1

s=1

satisfont
]5(2',0) >4/r, (n)Po(i,O) > 0/r. (4.6)
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Puisque 7 est invariante pour P, alors elle est invariante pour P, d’aprés (4.6) et le

théoréme 16.0.2 de [47], nous avons,
|1P™(i,.) — 7| < (1 —=8/r)™ (4.7)

Pour tout n, il découle aussi d’aprés (4.6) que (,) P posséde une mesure invariante

unique, qui est la mesure invariante de (). Nous avons alors
oo Po" (i) = @ymol | < (1= a/r)™. (4.8)
Avec cette analyse, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.1 [84] Supposons que P est uniformément ergodique et soit w et 7o les

mesures invariantes respectivement de P et ). Alors, pour tout n nous avons

m—1r—1
o — 7| < 2(1 = 0/r)™ +2 Y PR AR (4.9)
7=0 s=0 ~h
D’ou
(nymo — 7| =0, n— oo, (4.10)

Preuve 1 Nous utilisons 'inégalité triangle sur la norme de variation totale. Pour tout

n et m, et pour tout état ¢ < n, nous avons de (4.7) et (4.8) que

mymo — 7| < ey Po" (4, ) = @ymol| + [1P™(3,.) — 7|
+ |1P™(4,.) — Py (i, )| (4.11)
20 =6/r)™ 4+ [|P™(i,.) — ) Py (i, )|

Maintenant, pour tout matrice A et B, on a la relation suivante
|A™(@,.) = B™ (i, )] < ZZ (@, K)||A(K, ) = B(, )l (4.12)
s=0 &k

Soit d(i) = ||P(i,.) — myPo(i,.)||, et appliquant la relation (4.12) pour (4.11), alors

m—1

1P (0, = P56 )1 < DY Pl k)d(k). (4.13)

on appliquant la relation (4.12) une deuxieéme fois, et du fait que ||P(h,.) — o) Fo(h, .)|| <

2A,,(h), nous aurons,

r 7t _ (4.14)
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Supposons que pour la relation (4.9) n — 0o, nous avons alors pour tout m fixé ||q)m —
7|| <2(1 —0/r)™, comme m peut étre grand, alors la relation (4.10) est démontré.
Aussi un cas spécial de ce résultat est donné lorsque » = 1, nous retrouvons le résultat de
[74]
m—1 .
lmymo — 7| <201 =)™ +2) Y~ ) P (i, 1) An(D) (4.15)
j=0 h
Dans le cas ot A,, = max; A, (k) — 0 lorsque n — oo, alors I'une des bornes les plus

simples est donnée par
||(n)7ro — 7| <2(1 —=0)™+2mA,

4.2.2 Les chaines géométriquement ergodiques

L’outil principal pour notre analyse est la norme poids, aussi appelée V —norme. Rap-

pelons que pour une matrice non négative K, la V—norme de K est donnée par

1K@, v

K p—

Hordijk et Spieksma [30] ont montré que lorsque une chaine est géométriquement

ergodique, alors pour une certain V', avec V(i) > 1, ¢ € Z, nous avons
[P —I|[y < Mp™, (4.16)

ou IT est le projecteur stationnaire, et 0 < M < 0o et p < 1 sont des constantes.
Soit C' = {0,...,m} un ensemble fini, d’aprés [47] si la chaine est géométriquement

ergodique, alors il existe toujours une fonction de Lyapunov V' > 1 telle que

> PV G) <AV (i) +ble(i) (4.17)

ol A< 1letb< oo

Théoréme 4.2.2 (84| Supposons que (4.17) est vérifée pour une certaine V avec V(i) > 1

et max;ec V(i) = ve, et pour un certain N < 0o, d¢c > 0 et pour tout i € C,

N

> Pr(i,0) > dc. (4.18)

r=1

Alors (4.16) est vérifiée pour la méme fonction V', et les constantes M < oo, p < 1 dépend
seulement de N, ¢, A\, b et ve.

Supposons (4.17) est vérifiée pour une certaine fonction V' et un ensemble fini C', comme
il est illustré dans [47], que V existe toujours telle que V(0) =1, V(j) > 1 pour 5 > 0, et
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avec C' = {0}.
Notons qu'’il existe un ensemble fini Cy = {0,..., N} (par réordination des indices si
nécessaire) tel que la matrice finie ()P est irréductible et qui contient C'. Nous avons

alors pour tout n > N
N

> wP(i,0)>6c, i€C. (4.19)
r=1
Définissons encore la matrice stochastique (,) % par augmentation de la premiére colonne
de (,)P. Cette augmentation assure que 'état zéro peut étre atteint par n’importe quel
autre état, donc (,)[% est bien irréductible, et donc il existe une mesure invariante unique
(n)To pour chaque ().

Une conséquence directe de (4.17) est

D Poli: V) < AV(D) + blei) (4.20)

et d’aprés (4.19), il découle que (4.18) est aussi vérifiée pour chaque (,)Py ot n > N, et
d’apres le théoréme 4.2.2 il existe alors un M et p indépendants de n tel que pour tout
m, on a

|y Fo" = myHollvy < Mp™ (4.21)
ou (n)Ilp est une matrice avec des lignes identiques a (,)my. Nous pouvons maintenant

étendre le théoréme 4.2.1 en utilisant la V —norme.

Théoréme 4.2.3 [84] Supposons que P est géométriquement ergodique et soit m et (,ymo

les mesures invariantes respectivement pour P et () Fy. Alors

lmmo = 7|l =0, n— oo, (4.22)
ou V est une fonction qui satisfait (4.17).
Preuve 2 Nous avons d’aprés (4.19) et (4.21) que pour chaque i et m

lmymo = 7llv < [ Fo" (7 ) = mymollv + [[P"(i,.) = 7llv
HIP™ ) = o B )llv (4.23)
< 2Mp"V (@) + [P (i) — ) B (0, )]y -
et par (4.20) et (4.17), alors || Pollv < [A+ 0] et [|P|ly < [X+ b], par itérations, nous

avons alors pour chaque k
e P llv < A+ 05, [IP¥|ly < A+ ). (4.24)

Par prolongement de (4.12), alors si V' satisfait (4.17), nous aurons

m—1

1P™ (i) =y Bg (i )y < )0 ) PPl w) A+ 5" Ay (w, V). (4.25)

s=0 w
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ou
An(w, V) = ||P(w,.) = wyPo(w, )llv = Y Plw, j)[1 + V()] (4.26)
i>n
De (4.26), il découle que si n — oo alors A, (w,V) — 0, ainsi prenant la limite dans
(4.25) et utilisant la convergence par dominance, alors le troisiéme terme de (4.23) tend

vers zéro. Ainsi nous obtiendrons

liyrln l|mymo — ||y < 2Mp™V (7).

4.2.3 Les chaines stochastiquement monotones

Dans cette partie, nous allons considérer une classe des chaines ol nous pouvons en-
core établir les convergences vers 7, et beaucoup de bornes d’approximation (dans le cas
d’ergodicité géométrique) peuvent étre calculée plus explicitement.

Pour chaque deux distributions p et ¢ sur Z,, nous dirons que p est stochastiquement
dominante a ¢ si, pour chaque j, nous avons p(j,j + 1,...) > ¢q(j,7 +1,...). Nous dirons
aussi que P est stochastiquement monotone si, P(i,.) domine P(k,.) lorsque ¢ > k.
Nous étendons cette définition. Nous dirons alors que si P et () sont deux matrices sto-
chastiques, alors ) domine P si, pour chaque i, 7, nous avons Q(¢,{j,j + 1,...}) >
P(i,{j,j+1,...}). En conséquence, si () domine stochastiquement P et () est monotone,
alors pour chaque m nous avons aussi Q" domine P™, et méme en limite, c¢’est a dire que
si (Q est récurrente positive, alors la mesure invariante de () domine la mesure invariante
de P.

Supposons que P est monotone, avec 7 sa mesure invariante, et soit (,) P, la matrice sto-
chastique définie par augmentation de la derniére (n™°) colonne de (n)PP. Par construction
il s’avere que (,,) P, est aussi monotone, et clairement P domine (,)F,.

Soit V' une fonction croissante avec V' > 1 tel que
PV <AV + bl (4.27)
Nous avons d’aprés la forme discréte du théoréme 2.2 de [60], que pour i > 0
|| P"(i,.) — 7||v <2\ [V ()[1 — Lo(2)] + b/ (1 — N)]. (4.28)

D’autre part ,,) P, satisfait aussi (4.27), et comme dans (4.23), utilisant le cas i = 0

m—1

™ = 7llv < AN"D/(1=A) + D> B0, w)[A + 8" Ay (w, V) (4.29)

An(w, V) = ||P(w,.) = yPalw, Iy = Y Plw, j)[V(n) + V().

ji>n
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utilisant le fait que Y )P (0, w)g(w) T3, ;7 (w)g(w) pour g monotone croissante, et
puisque V' est monotone, alors il en est de méme pour A, (w, V). Soit D = S>"" M\ +b)°,

alors

m—1

V)

> B0, w)A 45" AL (w, V)
1

=0
m

Z_[)\ + i Z P20, w) A, (w, V)

w

V)
(=)

3

<SS ATy m(w) A (w, V) (4.30)

»
[e=)

IN
-

> )Y Pw, j)V(n)+ Y mr(w) > Plw, V()

L w j>n j>n

TV () + > (@)D Pw, V() = Y Plw, )V ()]

Jj<n

<

o

Si nous considérons V = 1, alors

Théoréme 4.2.4 [84] Supposons que P est monotone et géométriquement ergodique, et
V' satisfait (4.27) pour un certain A < 1 et b < co. Alors

i = 71l < 4X7B/(1 = A) + 2y () (431)
ol ()™ est la mesure invariante de () P,.

Preuve 3 Aveci =0, (4.30) et V =1,

m—1
oy = 7l SAXTD/ (L= N) + ) 0 o Pali, w) A (w, 1)

< AN"D/(1 = \) + 2;12 mm(w) Y P(w, ) (4.32)

< AN/ (1 = A) + 2mp(n)

4.3 Conclusion

Dans cette partie, nous avons traité I'approximation de la distribution stationnaire
pour une chaine de Markov a espace d’état dénombrable en utilisant la troncature de la
matrice de transition. Des bornes de perturbation sont obtenues dans le cas de I'ergodi-
cité uniforme, l'ergodicité géométrique, ainsi dans le cas des matrices dominées par des

matrices stochastiquement monotones.
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APPLICATION AUX SYSTEMES DE
FILESD'ATTENTEM/G/1

5.1 Systéme de files d’attente M /G/1 et sa troncature

Considérons un systéme de files d’attente M/G/1, le processus des arrivées est pois-
sonien de parameétre \ et le temps de service est réparti suivant une loi quelconque B(t),
de moyenne E(Y) =1/pu.

Considérons le processus { X (t), t > 0} ot X (¢) est le nombre de clients dans le systéme a
I'instant ¢. On définit ainsi un processus stochastique a temps discret : {X,, = X (t,), n =

1,2,...}. ou t, est I'instant de départ du n-iéme client.

Pour vérifier que cette suite de variables aléatoires est une chaine de Markov & temps
discret, on considére le nombre A, de clients qui entrent dans le systéme pendant que
le n-iéme client est servi. Les variables aléatoires A,, sont indépendantes entre elles, leur

distribution commune est

P(A, = k) = ay = /Ooo %dB(t).

La suite de variables aléatoires {X,,, n > 1} s’appelle chaine de Markov induite du pro-

cessus X (t). Ses probabilités de transition P(i,j) = P(X,41 = j|X, = i) se calculent

par
a; sij>0,1=0,
P(i,j) = ajip sil<i<j+1,
0 ailleurs.

51



Application aux systémes de files d’attente M/G/1

et la matrice des probabilités de transition prend la forme

Gop ap az as
apg ap; ao as
P = 0 ap ap as

0 0 ag aq

Notons par (,) P et ()P, les matrices finies des chaines de Markov induites ()Xo et () X,
obtenues par augmentation de la troncature de P respectivement & la premiére et a la
derniére colonne.

La matrice finie des probabilités de transition de ()% prend la forme

ag + ZkzN ar a; a2 -+ GaN-2 AaN-1
ap + ZkzN ar Qi Qa2 -+ AaN-2 AaN-1
Zk>N_1 ag ap @ -+ AaN-3 AaN-2
(mFo = -
ZkZN_g ag 0 a -+ an-s4 an—3
Zk22 ay 0 0 --- ao a;
pour 1 <7< N —1
Q5 sit = 0,
mPo(i,j) = ¢ aj_ip1 sil<i<j+1,
0 ailleurs.

pour j =0
a; + ZkZN ar sii=0,1,
Don—ip1 @ S12<i <N -1

myFo(i,j) = {

De la méme maniere, on construit la matrice finie des probabilités de transition de ()P,

ap ar Gy AN-2 D sy Gk
ap ar az v AN-2 D psnoq Gk
P — 0 a a1 -+ an—3 Zk2N72 Ak
TL) n 0 0 ag PN aAN_4 ZkZN—3 Qg
0 0 0o --- ap ZkZI Gk,
pour 0 <3< N -2
a; sit =0,
mPu(i,7) = ajip1 sil<i<j+1,

0 ailleurs.
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pour j =N —1

P,(i,j) = 2ken-a @k sii=0,
e DN sil<i<N-—1

5.2 Application de la méthode de stabilité forte

Nous voulons savoir si le modéle M /G /1 définie par la matrice P, peut étre estimé par
les modéles tronqués définie par les matrices () Py et () FP.
A présent supposons que le temps de service est réparti suivant une loi exponentielle.
Donc les probabilités de transition du systéme M/G/1 sont données par P = (P(i, j))i jeE,
E={0,1,...}.

a; sij>0,1=0,
P(Z,j)z Qj—i4+1 sil SZS]"‘L
0 ailleurs.
ou /\t()\ )k )\t()\ )k )\k
e M e M B L
= [ —2dB(t) = —— e Mt = —————
" / B0 / R Ot e

Les probabilités de transition pour le systéme défini par la matrice () sont données par

mFo = ((n)Po(’i,j))i,je(n)E, mE =1{0,1,...,N -1}
pour 1 <3< N -1

a; sii =0,
mPo(i, ) =14 aj_ip1 sil<i<j+1,
0 ailleurs.
pour j =0
wPo(i,j) =< 2 2keN ‘ '
Z@N,m ap si2<i<N-—-1
ou

Zak = 1—2%

k>N k=0
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et

Z ap = 1— ag

E>N—it1 k=0

Les probabilités de transition pour le systéme défini par la matrice (,) P, sont données
par (n)Pn = ((n)Pn(i7j))i,j€(n)E'7 (n)E = {O, 1, ey N — 1}
pour 0 <j <N —2

a; sit=0,
(n)Pn(i>j): Qj—i+1 sil<i<j+1,
0 ailleurs.
pour j =N —1
P,(i,j) = ZkZN—l ap sit=0,
e Dsn_i@r sil1<i<N-—1
ou
N—-2
Z ap = 1- Zak
E>N-1 =0
)\ N-1
- (m)
et
N—i—1
doa = 1= w
k>N—i =0

)\ N—1
- (A + M)

Théoréme 5.2.1 Supposons que N/ < 1, alors pour tout  tel que 1 < 5 < p/A, la

chaine de Markov induite définie par la matrice )Py est fortement V—stable pour une

fonction V (k) = B*.

Preuve 4 Pour prouver la V —stabilité de la chaine définie par la matrice ()% pour

une fonction V (k) = B, vérifions les conditions du corollaire 2.5.1. Pour cela, choisissons
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hi =

Nous avons (,)moh = (mymo(0) > 0, a1l =1 et ah =

. . 0
mTo(t,7) = @ Po(i, J) — hioy = {

D’ou, le noyau ()T est non négatif.

Nous avons,

mILi=o et a; = () Po(0, j), ot (I est la matrice identité d’ordre n.
(n)PO(O, 0) > 0.

sit =0,
(n)P0<i,j) sil<i<N-—1.

N-1
wToV (i) =Y FwToli, )
7=0
(a) Sii¢ =0, alors
N—
=0
(b) Si1<i< N -1, alors
N-1 N-1 N—-1 ‘
WV (@) = Y FwTh) =D Fwbj) = > a+ Y Fajin
=0 j=1 j>N—it+1 j=i—1
A N—i+1 N—i
_ 1—1
)
( )\ )N i+1 N—i j
() T E
A p u s A+
y O\ Vi B gx \ N
— i— 1
N (Aﬂt) o —6A< (AHL) )
1 N—i+1 A i
S
A+ 1 B()\+u—6)\) A+
N
1 BX N .
< + 1— V
= B(Aw) B(Hu—w)( G ) ©)
Pour montrer qu'il existe (,ypo < 1 tel que (;nToV (k) < ypoV (k), Yk € () E, il suffit de
1 N
choisir les valeurs de 8 > 1 tel que (,)pg = B()\ i M) +ﬁ(>\ +Z_ 53 <1 (AT#)N)< 1
Nous avons,
wTo = wPo—ha = Py = wTo+ha = ||mPollv < |lmDollv + [|R||v]|ellv,
o,
h su h;
il = sup sl =
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et

lelly = > V@l = Y BwP0,))

0<j<N-1 0<j<N—1
= Zaj—l— Z Fa;
j>N 0<j<N—-1
- () (- 6E)
A+ A+ — BA A+
= Bwpo
< oo.

D’Ofl, ||(n)PO||V < 0.

Théoréme 5.2.2 Supposons que A/ < 1, alors pour tout 5 tel que 1 < 5 < u/\, la
chaine de Markov induite définie par la matrice )P, est fortement V—stable pour une
fonction V (k) = B*.

Preuve 5 Pour prouver la V —stabilité de la chaine définie par la matrice (,)F, pour
une fonction V (k) = ¥, vérifions les conditions du corollaire 2.5.1. Pour cela, choisissons
hi = my)Lizo et aj = ;) Pn(0,7), ot ;I est la matrice identité d’ordre n.
Nous avons (,)T,h = (n)mn(0) > 0, al =1 et ah = ap = (,)P,(0,0) > 0.

0 sit =0,

nTn'l,:nPnla_hla:
) Tn(t,7) = () Pali; ) J {(n)Pn(z',j) sil<i<N -1

D’ou, le noyau ()T, est non négatif.

Nous avons,
N-1
j=0
(a) Sii =0, alors
N-1
§=0
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(b) Sil<i< N —1, alors

=z

-1

m TRV (i) =

i1

=2

-1

ﬁj(n)Tn(i7j> =

N-1

> FwPalig)

J=0

= Ba’] i1+ AV Z aj

J=i—

N-1

j>N—i+1

_ ﬁifl Z ﬁj*iJrla, ) _i_ﬂNfl A A
j—i+1 >\+/~L

jil

o ] (B N—it1
- 5 E:ﬁ% ()

_ pi-1 2
=F A+ p—BA
W

N—it1 i BA
D) (G

) N—i+1

— i ﬁ>\ N—i+1 i 5)\ N—i+1
N B{Mk+u—ﬁﬂ<l S+ﬂ) )+BAA+M) }

BA

VAN

Pour montrer qu’il existe (,)p, < 1 tel que (,yT,,V (k)

choisir les valeurs de 8 > 1 tel que (,)p, =

Nous avons,

N W BA
Eﬂk+u)+ﬂ@+u—ﬁM(1 Sy

Bﬂ%ﬂx+uw*ﬁu+5—ﬁﬁ(1 &ilfﬁ}

o < )PV (k),Vk € (» E, il suffit de

o,
il !
su i — 1
v 0< z<]I\)f 1 V( )

et

el =
0<j<N-1

Y. Vel =

> BP0,

0<j<N-1

= Y Fa+N" ) g

0<j<N-1

Jj=N

BA N
B()\+N)
= ﬁ(n)pn

< Q.

Do, H(n)PnHV < 0.

L BA N
+A+u—5AO'(A+M)>

)N)< 1.
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5.2.1 Déviation du noyau de transition

Lemme 5.2.1 Soit (,,)P et P les noyauz de transition des chaines de Markov induites
)Xo et X. Alors, pour tout 3 tel que 1 < 3 < By, on a :

1 p L2
1P = @y Pollv < (BN—H +5()\+M—ﬁ)\)> <)\+u)

Preuve 6 Nous avons,

1P, -) = ol -)llv
V(1)

|P — @y Follv = sup
(a) Pouri =0,

1P(0,.) = myPo(0,)lv = > P(0,5)(1+V(j)

j>N

= ) _P(0.j)+ > P0,5)V())

j>N J>N

= Zaj+2ﬁjaj

JjzN jzN

A \Y Bx Y\’
- (Mru) +/\+MZ (AML)
j>N

- () e G5
M+ A —BAX\ N+ 1

= wo

(b) Pour 1 <i< N —1,

1P(i,.) = mPoli, v = Y P, )1+ V()

Jj=N
= D Plg)+ Y PE.HV()
j>N j>N
= Z (j—it1 + Z Faj_ip
j>N J>N
( A )Ni+1 ‘ Z ‘
— + 61—1 ﬂ]aj
At p j>N—i+1
- () g () T (&)
A+ A \ A+ p . A+

j=0

_ ( )\ )Ni+1 + 67;_1 /,,L < ﬁ)\ )Ni+1
P =By \0ra
w

1(2

= +
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Nous avons,

<W1(i)> - | ( A >N"““+ p < BA )N‘”l

“PA\vey) T TP\ E U B+ n =P \A+p
)
AN T\ M+ B+ —BA) \A+p

B (ﬁN1+1 i ﬂmZ—ﬁA)) (ATM)Q
o (N — 1)

VIN—1)

On conclut alors que,

N-1 N-1
[P — () Follv < sup <w0, @i )> _ @ )

V(N —1) V(N - 1)

Lemme 5.2.2 Soit (,,P, et P les noyaux de transition des chaines de Markov induites
m)Xn et X. Alors, pour tout (3 tel que 1 < 8 < By, on a :

1 [ 2%
1P = wFallv < (E*mw—m) (Hu)

Preuve 7 Nous avons,

[|1P(i,.) — ) Puli, )l v
V(i)

1P — @myPullv = sup
(a) Pour i =0,

1P(0,.) = mPal0, )y = Y PO HVN=1)+V(j))

— x;(N = 1)) _P(0,5)+ > P0,5)V())

j>N J>N

= Zaj—i—Zﬁjaj

j>N J>N

_ pN-1 A N H BA g
-7 <A+u) +)\+MZ()\+M)

Jj=N

v (A § (m >N
=/ (A+u) L S

= wo
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(b) Pour 1 <i < N —1,

1P(i, ) = mPali, v = D PEHVIN = 1)+ V()

J>N
= VIN=-1)Y P@,j)+ Y P@i,j)V()

j>N jzN
= ph-t Z aj—it1+ Z ﬁjaj—z‘ﬂ

J>N Jj2N

y O\ N i—1 A\

_ g ( > LB 3 (5_>
A+ p At \ A+

= Bi2 < BA )N_Hl + it I ( BA )N_Hl

wl(z)

Nous avons,

51(@) B 1 6)\ N—i+1 ,u 6)\ N—3+1
SE”(V@)) - o @(Hu) BN (Aw)
LG et ()
B\ M) B =B \ A+ p

- (ﬁi i B(A+Z—BA)) <A5+Au)2
w1 (N —1)

V(N -1)"

On conclut alors que,

TV -1 (N -1
[P — () Pully < sup <ﬁojw1( )) _ @1 ( )

V(N —1) VN=T)  mA

5.2.2 Inégalités de stabilité

En se basant sur le conséquence 2.6.2, on a le résultat suivant

Lemme 5.2.3 Soit m (resp. (nymo) la distribution stationnaire de la chaine induite X
(resp. )Xo). Alors, pour tout 1 < < u/X, on a

B ) Po
l[mymollv < co = ————(m)m0(0) (5.1)

I — wpo
Preuve 8 D’aprés la conséquence 2.6.2, on sait que

oV
lomolly < —2V)

< ———(mymoh
1_wmQ)0)
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Or, N
B A 1 o BA N
aV) = A+u) )\+M—ﬁ)\< (Aﬂt))
= Bm)Po
Et

(n)ﬂ'oh = (n)ﬂ'o(O).
D’ou le résultat.

Théoréme 5.2.3 Soit ,,) X (resp. X ) la chaine de Markov induite du systeme définie
par )Py (resp. P), Soit (ymo (resp. w) sa mesure invariante. Alors, pour 1 < < /A,
on a linégalité :

|17 = mymollv < cocmyBo(1 = (m)po — cm) Do)

ol ¢y est donné par la formule 5.1 , ¢ =1+ ||m)mo||v.
Preuve 9 D’aprés la conséquence 2.6.2, on a
¢ = 1+ [[Lv||mmollv,

ou |
1|y =sup = = 1.
Il = sup
D’on
c=1+ ||(n)71‘0||v.

Lemme 5.2.4 Soit m (resp. m)7m,) la distribution stationnaire de la chaine induite X
(resp. )Xo). Alors, pour tout 1 < < /A, on a

B (n)Pr
WWMWS%:TfﬁFWmm) (5.2)

Preuve 10 D’apres la conséquence 2.6.2, on sait que

(V)
e allv 1—wmQ)>
Or,
1, BA N 7 BA N)
V)= 1 (P
(@) =35G+) +/\+u—6/\( S
Et

(n)ﬂ'nh = (n)ﬂ'n(()).
D’ou le résultat.
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Théoréme 5.2.4 Soit ()X, (resp. X ) la chaine de Markov induite du systeme définie
par )P, (resp. P), Soit (,ym, (resp. m) sa mesure invariante. Alors, pour 1 < 3 < /X,
on a l'inégalité :

|7 = mymnllv < coc ) An(l = gypn = ¢ An)

ot co est donné par la formule 5.2, ¢ =1+ |[myma|v-
Preuve 11 D’aprés la conséquence 2.6.2, on a
¢ = L+ |[Lv[lmmallv,

ou

[|L||y = sup =1.

1
k BF
D’ou

e =1+ [|oymally.

5.2.3 Algorithme de stabilité forte

Dans cette partie, nous présentons 1’application réalisée pour quantifier I'erreur dte
a 'approximation de la distribution stationnaire.
Le premier algorithme nous donne 'erreur d’approximation de la distribution stationnaire
de la chaine de Markov induite X, par la distribution stationnaire de la chaine de Markov
induite () Xo.
Le deuxieme algorithme nous donne l'erreur d’approximation de la distribution station-
naire de la chaine de Markov induite X, par la distribution stationnaire de la chaine de
Markov induite (,)X,.

62



Application aux systémes de files d’attente M/G/1

Initialisation : Choisir 'ordre de la troncature NV;

Introduire le taux d’arrivée A;

Introduire le taux de service p;

Début

fin

fin

fin
Fin

étape 1

Vérification de la stabilité;

si A/u > 1 alors

le systéme est instable;

Quitter ’algorithme;

sinon

Déterminer Sy = max{f : 1 < 8 < u/X et po < 1};

IRYEN 1 BA NN,
f“m“““‘B<A+u) +MA+M—6M(1_(A+M))’

fin

étape 2

1— n
Déterminer [Bpin; Bmaz) dans lequel A < #'00;
c

Avec;

1 1 Bx 2

Ay = -

(S0 (BW1+BO+M—BM)(A+M)’
c=1+||mmol|v;

ﬁ(n)ﬂo
co = ————mm0(0);
1 —-(n)Po( )

|yl v < co;

étape 3

Déterminer Bopr € [Bmin, Bmaz) qui correspond a une erreur d’approximation
|| — ()Tl |y minimale;

Avec;

C()C(n) AO

T — (n)T VS 5
[T = @ymol| R ——

Algorithme 1: Erreur de || — ()70l |v
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Initialisation : Choisir 'ordre de la troncature NV;
Introduire le taux d’arrivée A;
Introduire le taux de service p;
Début
étape 1
Vérification de la stabilité;
si A/u > 1 alors
le systéme est instable;
Quitter ’algorithme;
sinon
Déterminer Sy = max{f : 1 < 8 < p/A et pn < 1};
- 56 o= (1 ")
BN+’ BA+p—BA) A+

Avec () pn

fin

fin
étape 2
— (n)Pn

1
Déterminer [Bpin, Bmas] dans lequel (,)A,, < —————;
c

Avec;

(1 u BA N\
() Bn = <52 +6(A+M—BA)) (A+u> ’

¢ =1+ [|mmnllv;

Bwn)Pn
€0 = L(”)WH(O)Q
1- (n)Pn

H(n)ﬂ-nHV < Co;

fin
étape 3
Déterminer SBopt € [Bmins Bmaz) qui correspond a une erreur d’approximation
|7 — () ||v minimale;
Avec;

CoCm)Ay,
— (mPn ~ Cm)Ban

Y

||7T - (n)ﬂ-nHV S 1

fin
Fin

Algorithme 2: Erreur de |7 — ()7, ||v
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5.3 Application de I’approche sur les chaines stochas-

tiquement monotones

Dans cette partie, nous allons considérer la classe des chaines décrites dans la section
4.3.3. Nous pouvons facilement remarquer que la chaine de Markov induite définie par
la matrice P est stochastiquement monotone. Soit (,) P, la matrice finie obtenue par
augmentation de la troncature de P a la derniere colonne, donc ()P, est aussi monotone.

Soit V (k) = 8%, ot 8 > 1, et vérifions la condition de Lyapunov donnée par la formule
4.27, c’est a dire,
PV <6V +bly, d<1,b< 0. (5.3)

Pouri>1

PV(i) = S FPi,j) = > Fajin

Jj=0 jzi—1
— Bi—l Z Bj_i—‘rlaj—i—&-l — ﬁi_l Z ﬂ]a]
j=i—1 320
_ BFLJL_E:(_@L)]zzﬁwa__iL__
/\+uj20 A+ A+ — BA

{B@+Z—BM}W

{B<A+Z_m)}V(i), B=>1.

W
B+ p— BA)

06(8) _ —p(A +p— 2B))
B (BOA+p—BN)*

Définissons la fonction §(3) = sur § > 1. Sa dérivée est donnée par

B>1

On obtient alors,
95(5)
9B
qui est un minimum pour la fonction 6(f3).

. AN ~ A\ 4p .
Donc V(i) = (T) ,et 6 =9(P) = Ot ) = (1+p)2,oup:)\/,u.

Nous pouvons facilement vérifier que 6 < 1 Vp. En effet, le graphe suivant le montre bien.

S A+
=0 = B=55
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4
o9t
08}
07}
06}
5 05
04}
03}
02}

01

[

I I L I 1 I 1 I 1
0 0.1 0.2 03 04 0.5 06 07 0.8 0.9 1

p
FIG. 5.1 — Graphe de 4 en fonction de p.

Pour i =0
PV(0) =) BP(0,)) = ) Ha
Jj=0 Jj=20
a5
A = A+
Y
A+ p— BN
~ A
Pour 5 = = ;;\'uona ,
]
PV(0) = —— 5.4
0= (5.4
D’aprés 4.27, on a pour ¢ = 0 : PV(0) = dV(0) + b = 0 + b. Ainsi d’aprés 5.4, on obtient
b 20 A

At (A p)?*
La condition de Lyapunov est bien vérifiée. Donc, la chaine est géométriquement ergo-

dique.
D’apres 4.29 et 4.30, on a

|ym =7y < 46™b/(1 - 9)

+D |wrm)V () + Y mmw)d Plw,)V(G) = > Pw,j)V(j)]

w J Jjs<n
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ou

Et nous avons,
Pour w > 1

> P(w,§)V(j)

Pour w =0

Donc,

Application aux systémes de files d’attente M/G/1

n—w-+1

Z Ba;
§=0

n
ﬁw—l Z Bj_w+1aj—w+1 _ Bw—l

Jj=w—1

n—w-+1 1
w—1 M ﬁA ’
’ A+ p ; <A+u)
L 1_(ﬂ>n—w+2
A p— BA A p
" [ B ﬁ)\ n—w+2
B,mA+u—6»[1 (A+u> ]

V(w)o (1 - Qn_1w+2) |

Bw—l
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Alors pour tout w, on a,

> Pw )V () =D Pw i)V ()

< (SV(w) + 0L guw=0y) — ((1 - Qn_1w+z)5v(w) + (1= 2n1+1)(5 + b>]l{w:0})

1 (5+10)
S 2n—w+26v(w) +( gn+1 B 6)]1{“’:0}

Ainsi,

Y mm)Y ] Pw, V() =Y Plw, )V (j)]

w J j<n

1 d+0b
< Z (T (w) {2n_w+2 oV (w) + (<2n+1) — )1 gw=oy
< ) (0+0b)

= on+2 Z (n)ﬂ'(w)V(w)T” + ( ol 5)(n)71'(0)

w

ot § = 4 /(A +p), 6 +b =2/ (A + p), V(w) = (A4 p)/A)" et »m la distribution
stationnaire de () F,.
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5.3.1 Algorithme d’approximation

Nous avons alors le programme d’estimation suivant :
Initialisation : Trouver V', §, b pour que (4.27) soit vérifiée;
Choisir ¢;
Début
étape 1
‘ Choisir m suffisamment grand tel que 46™b/[1 — ¢] < €/2;;
fin
étape 2
‘ Avec m évaluer D = 37 Mo + b]%;
fin
étape 3
Pour chaque ()P, calculer ()7 et évaluer;

V() + Y m () P, V() = 3 Plw, j)V(j)] < 2/2D.

Jj<n

fin
Fin

Algorithme 3: Erreur de ||y7 — 7||v

5.4 Simulation de ’erreur due a P'approximation par

rapport & une norme donnée

Afin de simuler I’écart entre les distributions stationnaires du systéme idéal et perturbé
par rapport & une norme donnée, notre simulateur comportera deux procédures dont
I'une permettra de simuler la distribution stationnaire du systéme idéal et ’autre celle du
systéme perturbé. Aprés obtention des deux distributions stationnaires, il ne reste qu’a
utiliser les parameétres de la norme donnée pour calculer la somme des écarts par rapport

A cette derniére.
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5.4.1 Algorithme de simulateur

Initialisation : Choisir I'ordre de la troncature N,
Introduire le taux d’arrivée A;
Introduire le taux de service u;
Vérifier que A\ < pu pour que le systéme soit stable;
Définir les valeurs de la norme associée f3;
Début
étape 1
‘ Simulation de la distribution stationnaire de la chaine de Markov induite X;
fin
étape 2
Simulation de la distribution stationnaire de la chaine de Markov induite
)Xo (resp. () Xn);
fin

étape 3
Calcul de I'écart entre les distributions stationnaires par rapport & la norme

donnée

Erreur Simulée <~ Y~ |7 (j) — (ymo(j)| resp. > A (j) — (uyma(J)]
j=0 j=0

fin
Fin

Algorithme 4: Erreur Simulée

5.5 Application numérique

Dans cette partie, nous présentons les résultats d’application des algorithmes présentés
dans la partie précédente. En faisant varier les valeurs de p = A/u, et N qui est 'ordre
de la troncature.

L’algorithme 3 nous permet de calculer la valeur de N et m pour chaque précision €.
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Application de ’algorithme 1

L’implémentation de 'algorithme 1 et du simulateur pour les mémes valeurs de V'

ont permis d’obtenir les résultats représentés dans le tableau suivant :

pour N =5
p=Ap| Bo Bomin Bmaz | Bopt [T — (ymol|v | Erreur Simulée
0.1 9.9900 | 1.0400 | 7.2300 | 1.7800 | 0.1082 3.8774e-004
0.2 4.9900 | 1.1500 | 3.1000 | 1.6200 | 0.8166 0.0073
0.28 3.5614 | 1.3800 | 1.8314 | 1.5600 | 12.3145 0.0290
0.29 3.4383 | 1.4900 | 1.6383 | 1.5600 | 116.7656 0.0339
>0.3 — — — — —

TAB. 5.1 — Tableau comparatif des erreurs. Cas d’application de I'algorithme 1 et du

simulateur pour N = 5.

pour N = 50

p=XAu| Bo Bomin Bmaz Bopt /T — ymol|v | Erreur Simulée
0.1 9.9900 | 1.0300 | 7.1400 | 1.6700 | 0.1016 3.0669e-039
0.2 4.9900 | 1.0900 | 3.0600 | 1.5200 | 0.7079 3.2552e-026
0.28 3.5614 | 1.2400 | 1.8514 | 1.4600 | 6.0248 8.5993e-020
0.29 3.4383 | 1.2900 | 1.7083 | 1.4500 | 11.9039 3.5294e-019
0.3 3.3233 | 1.3800 | 1.5333 | 1.4500 | 87.1995 1.8954e-018
>0.31 — — — — —

TAB. 5.2 — Tableau comparatif des erreurs. Cas d’application de l'algorithme 1 et du

simulateur pour N = 50.

D’apres le tableau, nous pouvons remarquer que la condition de stabilité n’est pas vérifiée
pour p = A/u > .3 lorsque N = 5 (ainsi pour p = A\/p > .31 lorsque N = 50). D’ou
I'impossibilité d’obtenir la borne d’approximation.

De plus, on peut remarquer que ’erreur devient importante lorsque p croit.

De méme, on remarque que 'augmentation de la capacité N du systéme, n’apporte pas
une grande amélioration sur la borne d’approximation.

On constate aussi, que les erreurs obtenues par le simulateur sont toujours inférieures
aux erreurs algorithmiques. Ceci signifie que I'erreur numérique est réellement le seuil de

Ierreur qu’on peut faire lors de la perturbation de la capacité du systéeme.

Application de l’algorithme 2

L’implémentation de 'algorithme 2 et du simulateur pour les mémes valeurs de V' ont

permis d’obtenir les résultats représentés dans le tableau suivant :
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pour N =5
p= )\/,U 60 ﬁmm 5max 6opt H7T - (n)T(nHV Erreur Simulée
0.1 9.9900 | 1.0400 | 7.0700 | 1.8700 | 0.1627 2.0697e-005
0.2 4.9900 | 1.2000 | 2.8600 | 1.6600 | 1.6610 6.3380e-004
0.25 3.9900 | 1.5100 | 1.7800 | 1.6300 | 57.7339 0.0020
>0.26 — — — — —

TAB. 5.3 — Tableau comparatif des erreurs. Cas d’application de I'algorithme 2 et du

simulateur pour N = 5.

pour N = 50
P = )‘/:u BO ﬁmzn ﬂmax ﬁopt Hﬂ- - (n)ﬂ-nHV Erreur Simulée
0.1 9.9900 | 1.0400 | 7.1500 | 1.8700 | 0.1627 2.1271e-037
0.2 4.9900 | 1.2000 | 2.8900 | 1.6700 | 1.6539 7.3216e-008
0.25 3.9900 | 1.5000 | 1.8000 | 1.6400 | 47.1720 8.3804e-005
>0.26 — — — — —

TAB. 5.4 — Tableau comparatif des erreurs. Cas d’application de l'algorithme 2 et du

simulateur pour N = 50.

D’apres le tableau, nous pouvons constater que la condition de stabilité n’est pas vérifiée
pour p = A/ > .26 pour les deux cas N = 5 et N = 50. En plus, les résultats obtenus
par simulateur sont inférieurs a ceux obtenus par l'algorithme 2. Comme nous pouvons
remarquer sur les deux tableaux que l'erreur augmente avec I’augmentation de la valeur
de p. De méme, on remarque que ’augmentation de la capacité N du systéme, n’apporte
pas une grande amélioration sur la borne d’approximation. Ceci s’explique par le fait
que la déviation du noyau de transition est indépendant du paramétre N. De plus, on
remarque que les résultats obtenus par ’algorithme 1 sont meilleurs que ceux obtenus par
I’algorithme 2. Cela explique que la méthode d’augmentation de la premiére colonne est

meilleure que celle d’augmentation de la derniére colonne.

Application de P’algorithme 3

L’implémentation de ’algorithme 3 et du simulateur pour la méme fonction V' et le

méme ordre n a permis d’obtenir les résultats représentés dans le tableau suivant :
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p=Apln |m | |||T—=@wmllv | Erreur Simulée
0.1 7 4 0.5 | 0.4306 1.0833e-006
0.2 11 |7 0.5 | 0.4433 1.2242e-007
0.3 17 |11 | 0.5 | 0.4365 5.6723e-009
0.4 26 |19 |0.50.4795 5.2518e-010
0.5 43 |33 | 0.5 0.4703 2.9741e-011
0.6 76 | 62 | 0.5 0.4802 5.9735e-015
0.7 153 | 131 | 0.5 | 0.4983 6.5757e-018
0.8 366 | 362 | 0.5 | 0.4953 1.2443e-019
0.9 721 | 486 | 0.5 | 0.4942 3.2575e-020

TAB. 5.5 — Tableau comparatif des erreurs. Cas d’application de I'algorithme 3 et du

simulateur.

D’aprés le tableau, nous constatons que pour chaque précision €, nous pouvons trouver un
certain n et m tel que 'erreur d’approximation soit inférieur a cet . On remarque aussi
qu’a la différence de la méthode de stabilité forte, 'erreur d’approximation est calculable

quel que soit la valeur de p < 1, ce qui montre 'avantage de cette approche.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons implémenté des algorithmes et des simulateurs nous
permettant de déterminer le domaine d’approximation des caractéristiques stationnaires
des systémes relatifs aux bornes obtenues, tout en utilisant les conditions imposées dans
la partie théorique. Les erreurs d’approximation ont été comparées a celles obtenues par
simulation, ce qui nous a permis de valider ’applicabilité de la méthode de stabilité forte

ainsi de 'approche sur les chaines stochastiquement monotones.



CONCLUSION GENERALE

Le calcul de la distribution stationnaire d'une chaine de Markov a espace d’états infini
étant en général difficile sinon impossible, il est souhaitable de disposer d’approximations
simples et convergeant rapidement vers cette distribution. Pour résoudre ce probléme, on
fait souvent recours & des méthodes d’approximation qui consistent a assimiler le systéme
complexe a un systéme plus simple, analytiquement exploitable, qui lui est proche dans
un certain sens. Si 'approximation est possible, il est également important d’avoir une

idée de 'erreur commise sur les caractéristiques du systéme.

Dans ce mémoire, nous prouvons pour la premiére fois 'applicabilité de la méthode
de stabilité forte aux problémes de troncatures. Pour cela, nous avons considéré le cas de

la troncature d’une chaine de Markov induite associée au systéme M/M/1.

Dans un premier temps, nous avons appliqué la méthode de stabilité forte pour dé-
terminer les conditions pour lesquelles la chaine de Markov induite associée au systéme
tronqué est fortement V' —stable et cela dans les deux cas d’augmentation premiére co-
lonne et derniére colonne. Ceci nous permet de constater la possibilité d’approximer les
caractéristiques stationnaires du systéme M/M/1 par celles des systémes tronqués aug-
mentés, tout en obtenant les estimations quantitatives de stabilité avec un calcul exact

des constantes.

Dans un deuxiéme temps, nous avons appliqué I’approche sur les chaines V — géomé-
triquement ergodiques et stochastiquement monotones au modéle tronqué et augmenté
a la derniére colonne dans le but d’effectuer une étude comparative entre les résultats

obtenus via les deux méthodes.
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Conclusion générale

Nous avons présenté les résultats d’application des deux méthodes (stabilité forte et
I’approche sur les chaines V —géométriquement ergodiques et stochastiquement mono-
tones), en faisant varier les valeurs de p = A/, et N qui est l'ordre de la troncature. Nous
avons constaté que les résultats obtenus par application de la méthode de stabilité forte
dans le cas d’augmentation de la premiére colonne sont meilleurs que ceux obtenus dans le
cas d’augmentation de la derniére colonne. Dans ce cas, on peut affirmer que la méthode
d’augmentation de la premiére colonne est meilleure que celle d’augmentation de la der-
niére colonne. Par contre, I’application de ’approche sur les chaines V' —géométriquement
ergodiques et stochastiquement monotones, nous permet d’évaluer I'erreur d’approxima-

tion quel que soit la valeur de p < 1, ce qui montre 'avantage de cette approche.

L’obtention de ces résultats ouvre de nombreuses perspectives de recherche. Parmi les

directions les plus significatives :

¢ Estimation de l'erreur de la troncature par la méthode de stabilité forte aux cas des

réseaux de files d’attente.
& Envisager une autre méthode a appliquer pour le probléme de troncature.

¢ Etude comparative entre quelques méthodes d’approximation dans le cas du probléme

de troncature.

> Estimation de 'erreur de la troncature par la méthode de stabilité forte aux autres

modéles de files d’attente.

5
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