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Introduction

La théorie du contrôle analyse les propriétés des systèmes commandés, c’est-à-dire des systèmes
dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen d’une commande (ou contrôle). Le but est
alors d’amener le système d’un état initial donné à un certain état final en tenant compte
éventuellement de certains critères.

Les systèmes étudiés sont multiples : systèmes différentiels, systèmes discrets, systèmes avec
bruit, avec retard, etc. Leurs origines sont très diverses : mécanique, éléctricité, électronique,
biologie, chimie, économie, etc. L’objectif peut être de stabiliser le système pour le rendre insen-
sible à certaines perturbations (stabilisation), ou encore de déterminer des solutions optimales
pour un certain critère d’optimisation (contôle optimal).

En mathématique, la théorie du contrôle optimal s’inscrit dans la continuité du calcul des
variations. Elle est apparue après la seconde guerre mondiale, répondant à des besoins pratiques
de guidage, notament dans le domaine de l’aéronautique et de la dynamique du vol. Historique-
ment, La théorie du contrôle optimal est très liée à la mécanique classique, en particulier aux
principes variationnels de la mécanique.

Le point clé de cette théorie est le principe du maximum de Pontryaguine, fondé par ce
dernier en 1956 et qui donne une condition nécessaire d’optimalité, permettant ainsi de calculer
les trajectoires optimales.

La théorie moderne du contrôle optimal repose sur la publication en russe en 1958 (1962 en an-
glais) du livre ” Théorie Mathématique des Processus Optimaux” par Pontryaguine, Boltyanski,
Gamkrelidze et Mischenko. L’importance de ce livre ne réside pas seulement dans la formulation
rigoureuse du calcul des variations avec les variables de contrôle bornées, mais également dans
la preuve du principe du maximum pour les problèmes de contrôle optimal.

Dès lors, la théorie a connu un esssor spectaculaire, ainsi que de nombreuses applications.
De nos jours, les systèmes automatisés font complètement partie de notre quotidien, ayant pour
but d’améliorer notre qualité de vie et de faciliter certains tâches : systèmes de freinage ABS,
assistance à la conduite, servomoteurs, châınes industrielles de montage, opération au laser, robo-
tique, satellites, thermostats, circuits, contrôle des flux routiers, ferroviaires, aériens, boursiers,
fluviaux, photographie numérique, filtrage et reconstruction d’images, lecteurs CD et DVD,
réseau informatique, moteurs de recherche sur internet, etc. Les applications concernent tout
système sur lequel on peut avoir une action, avec une notion de rendement optimal.

Les points forts de la théorie ont été la découverte de la méthode de programmation dy-
namique, l’introduction de l’analyse fonctionnelle dans la théorie des systèmes optimaux, la
découverte des liens entre les solutions d’un problème de contrôle optimal et les résultats de
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Introduction

la théorie de stabilité de Lyapaunov. Plus tard sont apparues les fondations de la théorie du
contrôle stochastique et du filtrage des systèmes dynamiques ainsi que le contrôle d’équations
aux dérivées partielles (contrôle optimal des systèmes distribués).

Les problèmes de contôle optimal des systèmes dynamiques linéaires ont été étudiés dans la
littérature d’une manière très détaillée ([14], [22], [30], [32], [33], [37], [40], [43], [49]). Néamoins,
il est difficile de trouver des méthodes numériques très efficaces qui prennent en compte toutes
les spécifités du problème.

Dans ce mémoire, on s’intéresse au problème de contrôle optimal des systèmes dynamiques
linéaires avec un coût quadratique et un état initial libre. Ces systèmes sont d’une grande impor-
tance dans la pratique. En effet, un coût quadratique est souvent très naturel dans un problème,
par exemple lorsqu’on veut minimiser l’écart au carré par rapport à une trajectoire nominale
(problème de poursuite).

Kalman en 1960 a proposé de minimiser un critère de performance quadratique, ce qui a per-
mis de réaliser un compromis entre la qualité de la régulation et l’énergie dépensée en pondérant
l’erreur de sortie et l’amplitude de la commande.

Le problème étudié dans ce mémoire se présente comme suit : l’état initial du système à
optimiser est inconnu exactement, mais une information à priori de cet état est donnée par
l’inclusion x(0) ∈ X0. Par analogie avec la théorie de filtration, on dit que l’ensemble X0 est la
distribution à priori de l’état initial à contrôler.

Beaucoup d’algorithmes ont été développés pour la résolution du problème de programma-
tion quadratique convexe, la méthode la plus classique étant celle de Wolfe qui n’est autre que la
méthode du simplexe légèrement modifiée. Son principe est la résolution du système de Kuhn-
Tucker et consiste à trouver une solution réalisable de base pour un système linéaire avec une
condition supplémentaire du type xjδj = 0, où x et δ sont des vecteurs de même dimension.

Il existe aussi une autre méthode dite ”méthode directe de support” qui est une généralisation
de celle du simplexe. Son principe est de changer un seul indice non basique j0, mais les plans
de support admettent encore d’autres métriques pour les directions d’amélioration. Ainsi, on
présentera ici la méthode dite ”adaptée”, développée par R. Gabassov, O.I. Kostyukova et V.M.
Raketski, qui a servi pour la résolution d’un problème de programmation quadratique convexe
à variables bornées. Son principe est pratiquement le même que celui de la méthode directe de
support, ie, qu’au lieu d’utiliser la métrique du simplexe en changeant un seul indice non basique,
on utilise plutôt une autre métrique dite ”adaptée” qui consiste à considérer tous les indices non
optimaux en fonction desquels on construit une direction d’amélioration de la fonction objectif
et le pas le long de cette direction.

Pour finir cette brève introduction, nous indiquons le plan de ce mémoire.

Le chapitre 1 comporte une introduction aux systèmes linéaires et à la commande optimale.
Le chapitre 2 présente la méthode adaptée de la programmation quadratique convexe.
Notre contribution dans ce mémoire se trouve dans le troisième chapitre, ce dernier est

consacré à l’optimisation d’un système dynamique linéaire avec un coût quadratique et un état
initial libre, et ce, en utilisant la méthode adaptée de la programmation quadratique convexe.
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Introduction

Après avoir formulé le problème et donné les notions de support et de support généralisé, on
démontre les critères d’optimalité et de suboptimalité sur la base desquels est construit l’algo-
rithme de résolution. Ce dernier est illustré par un exemple numérique.
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Chapitre 1

Introduction aux Systèmes Linéaires et
à la Commande Optimale

1.1 Introduction

Partout, l’homme rencontre dans sa vie plusieurs tâches qui sont trop répétitives ou trop
complexes, pénibles ou délicates, qui ne peuvent être confiées à lui. Pour ces raisons, il fallait
substituer la machine à l’homme dans de telles opérations. Cette machine doit être conçue pour
assurer des tâches avec une intervention minimale de l’homme ou même sans intervention. On
dit qu’on est devant un problème d’automatisation des systèmes. Automatiser un système, c’est
le transformer en vu d’y réduire ou d’y supprimer toute intervention de l’être humain et toute
influence indésirable de tout autre élément externe. L’automatique est une science qui fournit la
théorie et les méthodes pour concevoir et réaliser les commandes automatiques des systèmes ou
procédés. Ainsi un système automatique est capable de fonctionner d’une manière autonome.

1.2 Système contrôlé

Un système contrôlé (ou commandé) est un système différentiel de la forme :

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(t) ∈ M, u(t) ∈ V. (1.2.1)

En général, le vecteur des états x(.) appartient à une variété différentielle M de dimension
n (on supposera que M est un ouvert convexe de Rn) et les contrôles u(.) appartiennent à un
ensemble de contrôles admissibles V , qui est un ensemble de fonctions localement intégrables
définies sur [0, +∞) à valeurs dans U ⊂ Rm. On suppose le champ de vecteur f suffisamment
régulier de sorte que pour toute condition initiale x0 ∈ M et tout contrôle admissible u(.) ∈ V ,
le système (1.2.1) admet une unique solution x(t) telle que x(0) = x0 et que cette solution est
définie sur [0, +∞). On notera cette solution x(t, x0, u(.)).

Ainsi, nous supposons que f : R × Rn × Rm → Rn vérifie les conditions du théorème de
Cauchy de sorte qu’on puisse assurer l’existence et l’unicité de la solution x(t, x0, u(.)).
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Introduction aux Systèmes Linéaires et à la Commande Optimale

1.3 Stratégie de contrôle d’un système dynamique

Les systèmes automatiques peuvent fonctionner selon l’une des deux configurations suivantes :
en boucle ouverte ou en boucle fermée.

– Les systèmes en boucle ouverte : ce sont des systèmes dont l’état de la sortie à un instant
donné t ne dépend que de la nature du système et de l’entrée.

– Les systèmes en boucle fermée : ce sont des systèmes dont l’état de la sortie à un instant
donné t dépend de la nature du système, de l’entrée et des états antérieurs de la sortie.

1.4 Approximation linéaire d’un système contrôlé

Les systèmes de contrôle sont en général non linéaires, on est alors très souvent amené à
linéariser le système le long d’une trajectoire, par exempple dans des problèmes de stabilisation.

L’intérêt de cette linéarisation réside dans le fait que l’analyse des systèmes non linéaires
n’est pas assez développée comme dans le cas linéaire, qui a été étudié dans la littérature de
manière très détaillée.

Le système linéaire s’obtient généralement par linéarisation du système non linéaire (1.2.1)
autour d’un point d’équilibre (xe, ue) pour lequel f(xe, ue) = 0. En effet, si on pose :

x̃ = x− xe, ũ = u− ue, A =
∂f

∂x
(xe, ue), B =

∂f

∂u
(xe, ue),

on obtient l’équation :
˙̃x = Ax̃ + Bũ + ◦(x̃, ũ).

Le système linéaire commandé ˙̃x = Ax̃ + Bũ s’appelle alors l’approximation linéaire (ou le
linéarisé tangent) du système non linéaire (1.2.1).

1.5 Contrôlabilité des systèmes dynamiques

1.5.1 Contrôlabilité

Un système est dit contrôlable si on peut le ramener à tout état prédéfini au moyen d’un
contrôle. Plus précisémént, on pose la définition suivante :

Définition 1.5.1. On dit que le système (1.2.1) est contrôlable (ou commandable) si pour tous

les états x0, x1 ∈ M , il existe un temps fini t1 et un contrôle admissible u(.) : [0, t1] → U tel que

x(t1, x0, u(.)) = x1.

1.5.2 Critère de contrôlabilité de Kalman

Il existe une caractérisation algébrique de la contrôlabilité d’un système linéaire, dûe à Kal-
man.
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Introduction aux Systèmes Linéaires et à la Commande Optimale

Théorème 1.5.1. Le système ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) , où x ∈ Rn, u ∈ Rm, A ∈ Rn×n et

B ∈ Rn×m, est contrôlable si et seulemnt si la matrice de contrôlabilité (ou de commandabilité)

de Kalman (B, AB, ..., An−1B) est de rang n. On dit alors que la paire (A,B) est commandable.

1.6 Problème de contrôle optimal

Le problème de contrôle optimal peut se formuler de la manière suivante :
Soit un système de contrôle, dont la position à un instant donné est représentée par un

vecteur. Des contrôles agissent sur le système, affectant la dynamique, sous forme de forces
extérieures, de potentiels thermique ou électrique, etc. Une équation est donnée, reliant les va-
riables et modélisant la dynamique du système. Typiquement on peut considérer le cas d’un
système d’équations différentielles. Il faut utiliser l’information présente et les caractéristiques
du problème pour construire des contrôles adéquats, permettant de réaliser un but précis. Des
contraintes sont donc imposées sur le processus ou sur les contrôles, qu’il faut prendre en
considération. On se donne un critère permettant de mesurer la qualité du processus conduit. Il
peut se présenter sous la forme d’une fonctionnelle dépendant de l’état et des contrôles. En te-
nant compte des contraintes précédentes, on cherche alors à minimiser (ou maximiser) ce critère
de qualité. Par exemple, on peut souhaiter se déplacer en un temps minimal d’un point à un
autre. Notons que l’allure des trajectoires optimales dépend fortement du critère d’optimisation.

La problématique générale du contrôle optimal est la suivante : Considérons un système
dynamique général

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(t0) = x0, t ≥ 0, (1.6.2)

où f est une application de classe C1 de I×M×V dans Rn, I est un intervalle de R, M un ouvert
de Rn, V un ouvert de Rm, (t0, x0) ∈ I ×M . Par ailleurs, on suppose que les contrôles u(.) ap-
partiennent à un sous ensemble de L∞Loc(I,Rm). Ces hypothèses assurent pour tout contrôle u(.)
l’existence et l’unicité d’une solution xu(t) sur un intervalle J ⊂ I du problème de Cauchy (1.6.2).

Par commodité d’écriture, on suppose que t0 = 0. Pour tout contrôle u, la trajectoire associée
xu(.) est définie sur un intervalle maximal [0, te(u)[, où te(u) ∈ R+ ∪ {+∞}.

Pour tout t1 > 0, t1 ∈ I, on note Ut1 l’ensemble des contrôles admissibles sur [0, t1], c’est-à-
dire l’ensemble des contrôles tels que la trajectoire associée soit bien définie sur [0, t1], autrement
dit t1 < te(u).

Soit L une fonction de classe C1 sur I ×M ×V et ϕ une fonction continue sur M . Pour tout
contrôle u ∈ Ut1 , on définit le coût de la trajectoire associée xu(.) sur l’intervalle [0, t1] :

J(u) = ϕ(t1, xu(t1)) +

∫ t1

0

L(t, xu(t), u(t))dt. (1.6.3)

Soient M0 et M1 deux sous ensembles de M ; Le problème de contrôle optimal est de
déterminer les trajectoires xu(.), solutions de ẋu(t) = f(t, xu(t), u(t)), telles que xu(0) ∈ M0

et xu(t1) ∈ M1, et minimisant le coût J(u).
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Introduction aux Systèmes Linéaires et à la Commande Optimale

1.7 Rappels et préliminaires

1.7.1 Application entrée-sortie

Considérons pour le système

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(0) = x0, (1.7.4)

le problème de contrôle suivant : étant donné un point x1 ∈ Rn, trouver un temps t1 et un
contrôle u sur [0, t1] tel que la trajectoire xu associée à u, solution de (1.7.4), vérifie : xu(0) = x0

et xu(t1) = x1. Ceci conduit à la définition suivante :

Définition 1.7.1. Soit t1 > 0. L’application entrée-sortie en temps t1 du système contrôlé (1.7.4)

initialisé à x0 est l’application

Et1 :U → Rn

u 7→ xu(t1),

où U est l’ensemble des contrôles admissibles, ie, l’ensemble des contrôles u tel que la trajectoire

associée est bien définie sur [0, t1].

Autrement dit, l’application entrée-sortie en temps t1 associe à un contrôle u le point final de la

trajectoire associée à u.

1.8 Principe du maximum de Pontryaguine

Le principe du maximum de Pontryaguine a révolutionné la théorie du contrôle optimal, dès
la publication (en russe en 1958) du livre ” the Mathematical Theory of Optimal Processes” par
les mathématiciens soviétiques Pontryaguine, Boltyanski, Gamkrelidze et Mischenko.

Un ensemble de conditions nécessaires pour l’optimalité d’une solution dans un problème de
contrôle optimal est connu sous le nom du ” Principe du Maximum de Pontryaguine”.
Soit le système :

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), (1.8.5)

où f est une application de classe C1 de R1+n+m dans Rn.

Définition 1.8.1. Le Hamiltonien du système (1.8.5) est la fonction

H :R× Rn × (Rn \ {0})× Rm → R

(t, x, ψ, u) 7→ H(t, x, ψ, u) = 〈ψ, f(t, x, u)〉,

où 〈.〉 est le produit scalaire usuel de Rn.

9



Introduction aux Systèmes Linéaires et à la Commande Optimale

Remarque 1.8.1. Avec les notations matricielles, on peut écrire :

H(t, x(t), ψ(t), u(t)) = ψ′(t)f(t, x(t), u(t)). (1.8.6)

Le vecteur qui correspond au vecteur des multiplicateurs de Lagrange ψ : [0, t1] → Rn \ {0} est

appelé vecteur d’état adjoint.

1.8.1 Enoncé général du Principe du Maximum de Pontryaguine

Théorème 1.8.1. [51]. Dans Rn on considère le système de contrôle (1.8.5), où f est une

application de classe C1 de R1+n+m dans Rn et où les contrôles sont des applications mesurables

et bornées définies sur un intervalle [0, t1[ de R+ et à valeurs dans U ⊂ Rm. Soient M0 et M1

deux sous-ensembles de Rn. On note U l’ensemble des contrôles admissibles u dont les trajectoires

associées relient un point initial de M0 à un point final de M1 en temps t(u) ≤ t1. Par ailleurs,

on définit le coût d’un contrôle u sur [0, t1] :

J(t1, u) = ϕ(t1, x(t1)) +

∫ t1

0

L(s, x(s), u(s))ds, (1.8.7)

où L : R1+n+m → R et ϕ : R1+n → R sont de classe C1, et x(.) est la trajectoire associée au

contrôle u, solution de (1.8.5).

On considère le prolème de contrôle optimal suivant : déterminer une trajectoire reliant M0 à

M1 et minimisant le coût (1.8.7). Si le contrôle u ∈ U associé à la trajectoire x(.) est optimal

sur [0, t1], alors il existe une application ψ(.) : [0, t1] → Rn absolument continue appelée vecteur

adjoint, et un réel ψ0 ≤ 0 tel que le couple (ψ(.), ψ0) est non trivial, et tels que pour tout

t ∈ [0, t1] :

ẋ(t) =
∂H

∂ψ
(t, x(t), ψ(t), ψ0, u(t)), (1.8.8)

ψ̇(t) = −∂H

∂x
(t, x(t), ψ(t), ψ0, u(t)), (1.8.9)

où H(t, x, ψ, ψ0, u) = 〈ψ, f(t, x, u)〉+ ψ0L(t, x, u) est le Hamiltonien du système, et on a la

condition du maximum presque partout sur [0, t1] :

H(t, x(t), ψ(t), ψ0, u(t)) = max
v∈U

H(t, x(t), ψ(t), ψ0, v). (1.8.10)
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Remarque 1.8.2. La convention ψ0 ≤ 0 conduit au principe du maximum. La convention

ψ0 ≥ 0 conduirait au principe du minimum.

Définition 1.8.2. Une extrémale du problème de contrôle optimal est un quadruplet (x(.), ψ(.), ψ0, u(.)),

solution des équations (1.8.8), (1.8.9) et (1.8.10) .

Si ψ0 = 0, on dit que l’extrémale est anormale, et si ψ0 6= 0 l’extrémale est dite normale.

1.8.2 Principe du Maximum avec Contrainte sur l’état

Le principe du maximum tel qu’il vient d’être énoncé prend en compte des contraintes sur le
contrôle, mais ne prend pas en compte d’éventuelles contraintes sur l’état. Ce problème est en ef-
fet beaucoup plus difficile. Il existe plusieurs variantes du principe du maximum avec contraintes
sur l’état. La théorie est cependant beaucoup plus compliquée. Une différence fondamentale avec
le principe du maximum classique est que la présence de contraintes sur l’état peut rendre le
vecteur adjoint discontinu. On rajoute alors des conditions de saut, ou de jonction.

Méthode de pénalisation

Un moyen simple de manipluler des contraintes sur l’état est de résoudre un problème de
contrôle optimal modifié, où, comme dans le théorie linéaire quadratique, on pondère cette
contrainte de manière à la forcer à être vérifiée.
Le principe de cette méthode est le suivant : supposons qu’on veuille imposer à l’état d’apparte-
nir à un sous-ensemble C ⊂ Rn. Donnons-nous une fonction ϕ sur Rn, nulle sur C et strictement
positive ailleurs. Alors , en ajoutant au coût J(t, u) le scalaire λ

∫ t1
0

ϕ(x(t))dt, où λ > 0 est un
poids que l’on peut choisir assez grand, on espère que la résolution de ce problème de contrôle
optimal modifié va forcer la trajectoire à rester dans l’ensemble C. En effet, si x(t) sort de l’en-
semble C, et si λ est grand, alors le coût correspondant est grand, et probablemnt la trajectoire
ne sera pas optimale.
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Chapitre 2

Méthode Adaptée de Programmation
Quadratique Convexe

Dans ce chapitre, nous allons d’abord faire un rappel sur la programmation quadratique
convexe, puis on va présenter une méthode dite adaptée, utilisée pour minimiser un problème
de programation quadratique à variables bornées.

Cette méthode a été développée par N. Abassi et M.O. Bibi en 2004 [1] en s’inspirant de la
méthode directe de support en programmation quadratique convexe et des travaux de R. Ga-
bassov, F.M. Kirillova, O.I. Kostyukova, V.M. Raketsky ([27], [28]), ainsi que celui de A.Faradji
[23], qui portent sur la minimisation d’un problème de programmation quadratique convexe à
variables bornées.

Cette méthode tient compte des spécifités du problème et de ce fait, elle traite les contraintes
telles qu’elles se présentent, c’est-à-dire, sans chercher à les modifier. Cela évite d’agrandir les
dimensions du problème et permet donc d’économiser l’espace mémoire sur ordinateur. En outre,
cette méthode présente l’avantage d’arrêter l’algorithme dès qu’une solution suboptimale est
obtenue. Sa particularité est le fait de changer tous les indices non optimaux à la fois.

2.1 Rappels sur la programmation quadratique convexe

2.1.1 Formes quadratiques et leurs propriétés

Définition 2.1.1. (Forme quadratique)

Une forme quadratique de n variables x1, ..., xn est une fonction réelle qui s’écrit de la façon

suivante :

F (x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj. (2.1.1)

En posant x = (x1, ..., xn), A = (aij, 1 ≤ i, j ≤ n), on a alors :

F (x) = x′Ax. (2.1.2)
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La matrice A peut toujours être supposée symétrique ; sinon on définit une nouvelle matrice D

symétrique telle que

D =
A + A′

2
⇒ D′ =

(A + A′)′

2
=

A′ + A

2
= D.

Ainsi, on peut écrire

F (x) = x′Ax = x′Dx, ∀x ∈ Rn.

Pour cela, il est naturel de considérer que la matrice associée à une forme quadratique est toujours

symétrique.

Définition 2.1.2. (Gradient d’une forme quadratique)

Soit une forme quadratique avec une matrice D symétrique :

F (x) = x′Dx. (2.1.3)

En écrivant la matrice D sous forme de vecteurs colonnes

D = (d1, d2, ..., dj, ..., dn),

on aura

F (x) = (x1, x2, ..., xj, ..., xn)




d′1x

d′2x
...

d′jx
...

d′nx




= x1d
′
1x + x2d

′
2x + . . . + xjd

′
jx + . . . + xnd′nx.

Par conséquent, le gradient de F (x) est :

∇F (x) =




∂F
∂x1

∂F
∂x2

...

∂F
∂xj

...

∂F
∂xn




,
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avec

∂F

∂x1

= d′1x + d11x1 + ... + d1jxj + ... + d1nxn

= 2d′1x

∂F

∂x2

= d′2x + d21x1 + ... + d2jxj + ... + d2nxn

= 2d′2x

...

∂F

∂xj

= d′jx + dj1x1 + ... + djjxj + ... + djnxn

= 2d′jx

...

∂F

∂xn

= d′nx + dn1x1 + ... + dnjxj + ... + dnnxn

= 2d′nx,

d’où

∇F (x) = 2




d′1x

d′2x
...

d′jx
...

d′nx




= 2Dx.

Définition 2.1.3. (Fome quadratique définie positive)

F (x) est dite définie positive si x′Dx > 0, ∀x ∈ Rn et x 6= 0. On dit que D est définie positive

et se note D > 0.

Définition 2.1.4. (Fome quadratique semi-définie positive)

F (x) est dite semi-définie positive si x′Dx ≥ 0, ∀x ∈ Rn et ∃x0 6= 0 tel que x′0Dx0 = 0. On dit

que D est semi-définie positive et se note D ≥ 0.

Définition 2.1.5. (Fome quadratique définie négative)

F (x) est dite définie négative si x′Dx < 0, ∀x ∈ Rn et x 6= 0. On dit que D est définie négative

et se note D < 0.
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Définition 2.1.6. (Fome quadratique semi-définie négative)

F (x) est dite semi-définie négative si x′Dx ≤ 0, ∀x ∈ Rn et x 6= 0. On dit que D est semi-définie

négative et se note D ≤ 0.

Définition 2.1.7. (Fome quadratique non définie)

Une forme quadratique F (x) est dite non définie si elle est positive pour certains valeurs de x et

négative pour d’autres.

Définition 2.1.8. (Mineur d’une matrice D)

Considérons la matrice symétrique suivante :

D =




d11 d12 . . . d1n

d21 d22 . . . d2n

. . . . . .

dn1 dn2 . . . dnn




.

Le mineur de la matrice D, formé des lignes i1, i2, ..., ip, et des colonnes j1, j2, ..., jp, sera noté

comme suit :

D




i1, i2, ..., ip

j1, j2, ..., jp


 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

di1j1 . . . di1jp

di2j1 . . . di2jp

. . . . .

dipj1 . . . dipjp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Ce mineur est dit principal si i1 = j1, i2 = j2, ..., ip = jp, c’est à dire s’il est formé de lignes et de

colonnes portant les mêmes numéros. Les mineurs suivants

D1 = d11, D2 =

∣∣∣∣∣∣∣
d11 d12

d21 d22

∣∣∣∣∣∣∣
, . . . , Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d11 d12 . . . d1n

d21 d22 . . . d2n

. . . . . .

dn1 dn2 . . . dnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

sont appelés mineurs principaux successifs.

Théorème 2.1.1. [1](Critère de sylvester)
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(i) Pour qu’une matrice D soit définie positive (D > 0), il est nécessaire et suffisant que les

mineurs principaux successifs de D soient positifs :

D1 > 0, D2 > 0, ..., Dn > 0;

(ii) pour qu’une matrice D soit semi-définie positive (D ≥ 0), il est nécessaire et suffisant que

les mineurs principaux de D soient non négatifs :

D




i1, i2, ..., ip

i1, i2, ..., ip


 ≥ 0, 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ip ≤ n, p = 1, 2, . . . , n.

2.1.2 Convexité

La notion de convexité joue un rôle fondamental dans la théorie de l’optimisation. Dans le

cas de la minimisation convexe, les conditions d’optimalité sont à la fois nécessaire et suffisantes.

Définition 2.1.9. (Ensemble convexe)

Un ensemble S dans Rn est dit convexe si ∀x1, x2 ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1], le vecteur λx1 +(1−λ)x2 ∈ S.

Définition 2.1.10. (Hyperplan)

On appelle hyperplan de Rn tout ensemble H de dimension (n− 1), ayant la forme :

H = {x ∈ Rn : a′x = α}, α ∈ R.

Le vecteur a ∈ Rn est appelé le vecteur normal à H. Cet hyperplan sépare l’espace Rn en deux

demi-espaces :

H− = {x ∈ Rn : a′x ≤ α}, H+ = {x ∈ Rn : a′x ≥ α},

où H− et H+ sont convexes.

Définition 2.1.11. (Polyèdre)

L’intersection d’un nombre fini de demi-espaces est un polyèdre convexe. Un polyèdre borné est

appelé polytope.

Définition 2.1.12. (Fonction convexe)

Une fonction réelle f définie sur un ensemble convexe S de Rn, est dite convexe, si ∀x, y ∈ S et

∀λ ∈ [0, 1], l’inégalité suivante est vérifiée :

f(λx + (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y). (2.1.4)
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Propriété 2.1.1. (Forme quadratique convexe)

Une forme quadratique F (x) = x′Dx est dite convexe si est seulement si D est semi-définie

positive.

2.1.3 Programmation non linéaire

Soit f une fonction non linéaire, définie de Rn dans R et de classe C1. Le problème de

programmation non linéaire, consiste à trouver x∗ ∈ S ⊂ Rn tel que

f(x∗) = min f(x), x ∈ S. (2.1.5)

L’ensemble des contraintes S est donné en général par des équations et des inéquations, linéaires

ou non. Il peut être représenté de la manière suivante :

S = {x ∈ Rn /g(x) ≤ 0}, (2.1.6)

où la fonction g est une fonction vectorielle, définie de Rn dans Rm et de classe C1, avec

g(x) =




g1(x)

g2(x)

...

gm(x)




, ∇g(x) = (∇g1(x),∇g2(x), . . . ,∇gm(x)),

∇g(x) =




∂g1

∂x1
(x) ∂g2

∂x1
(x) . . . ∂gm

∂x1
(x)

∂g1

∂x2
(x) ∂g2

∂x2
(x) . . . ∂gm

∂x2
(x)

...
...

...

∂g1

∂xn
(x) ∂g2

∂xn
(x) . . . ∂gm

∂xn
(x)




.

Le problème que l’on étudie ici dans ce travail est celui de la recherche du minimum d’une fonction

quadratique convexe avec des contraintes d’égalités et d’inégalités, où le domaine admissible est

du type :

S = {x ∈ Rn/Ax = b, d− ≤ x ≤ d+}.

Pour cela, nous allons rappeler les résultats importants concernant les problèmes de minimisation

avec contraintes.

Ainsi, soit f une fonction réelle, définie sur un ensemble ouvert S de Rn.
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Définition 2.1.13. (Minimum local)

La fonction f admet un minimum local en x∗ ∈ S si ∃B(x∗, ε) = {x/‖x−x∗‖ < ε} ⊂ S telle que

f(x) ≥ f(x∗), ∀x ∈ B(x∗, ε). (2.1.7)

Définition 2.1.14. (Minimum local au sens strict)

La fonction f admet un minimum local au sens strict en x∗ ∈ S si ∃B(x∗, ε) = {x/‖x − x∗‖ <

ε} ⊂ S telle que

f(x) > f(x∗), ∀x ∈ B(x∗, ε), x 6= x∗. (2.1.8)

Définition 2.1.15. (Minimum global)

La fonction f admet un minimum global en x∗ ∈ S si

f(x) ≥ f(x∗), ∀x ∈ S. (2.1.9)

Définition 2.1.16. (Direction admissible)

Le vecteur d ∈ Rn, d 6= 0, est appelé direction admissible en un point x ∈ S s’il existe un réel

α > 0 tel que x + θd ∈ S, ∀θ ∈ [0, α].

Lemme 2.1.2. Si x∗ est un minimum local de f et si f est différentiable en x∗, alors pour toute

direction d admissible en x∗, on a :

d′∇f(x∗) ≥ 0.

Théorème 2.1.3. [1] Si x∗ est un minimum local de f sur Rn et si f est différentiable en x∗,

alors

∇f(x∗) = 0. (2.1.10)

Un point vérifiant la condition (2.1.10) est appelé un point stationnaire.

Théorème 2.1.4. [1] Si x∗ est un minimum local (global) de f sur Rn et si f est deux fois

différentiable en x∗, alors

i) ∇f(x∗) = 0 (stationnarité) ;

ii) H(x∗) est semi-définie positive, où H(x∗) = ∇2f(x∗) est le Hessien de la fonction f au point

x∗.
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Théorème 2.1.5. [1](Conditions suffisantes de minimalité locale)

Si x∗ est un point où f est deux fois différentiable, et si

(i) ∇f(x∗) = 0 (stationnarité) ;

(ii) H(x∗) est définie positive ;

alors x∗ est un minimum local strict de f sur Rn.

Conditions nécessaire de minimalité de Karush-Kuhn-Tucher

Soit f une fonction non linéaire, définie de Rn dans R et de classe C1. Le problème de

minimisation de la fonction f avec des contraintes linéaires de type inégalité se présente ainsi :

f(x) → min, (2.1.11)

sous les contraintes suivantes :

S = {x ∈ Rn/gi(x) = A′
ix− bi ≤ 0, i ∈ I = {1, 2, ..., m}}, (2.1.12)

où b est un vecteur de Rm et A est une matrice d’ordre m× n, avec rangA = m < n, formée des

vecteurs-colonnes et des vecteurs-lignes suivants :

A = (a1, a2, ..., an), A =




A′
1

A′
2

...

A′
m




, g(x) =




g1(x)

g2(x)

...

gm(x)




,

où g(x) est une fonction définie de Rn dans Rm.

Définition 2.1.17. (Solution admissible)

On appelle solution admissible (réalisable) ou plan du problème (2.1.11)-(2.1.12), tout vecteur

x vérifiant les inégalités (2.1.12).

Définition 2.1.18. (Fonction de Lagrange)

La fonction L(x, λ) = f(x)+
∑m

i=1 λigi(x) est appelée fonction de Lagrange associée au problème

de minimisation de f sur S, où λ = (λ1, λ2, ..., λm) ∈ Rm, λ ≥ 0, est le vecteur des multiplicateurs

de Lagrange.
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Définition 2.1.19. L’ensemble des indices actifs au point x∗ est formé des indices i de I qui

vérifient gi(x
∗) = 0. Il est noté comme suit :

Ia = Ia(x
∗) = {i ∈ I/gi(x

∗) = 0}. (2.1.13)

Le théorème de Karush-Kuhn-Tucher est fondamental et donne sous certaines conditions

qu’on appelle ”qualification des contraintes”, une condition nécessaire de minimalité locale du

problème (2.1.11)-(2.1.12).

Faire l’hypothèse de qualification des contraintes (Kuhn-Tucher 1951, Abadie 1967) en x∗

qu’on note (QC)x∗, revient à chercher l’existence d’une direction d pointant à l’intérieur du cône

convexe défini par :

K = {d ∈ Rn/∇gi(x
∗)′d ≤ 0, ∀i ∈ Ia(x

∗)}, (2.1.14)

c’est à dire :

(QC)x∗ ⇔ ∃d/∇gi(x
∗)′d < 0, i ∈ Ia(x

∗). (2.1.15)

Lemme 2.1.6. Pour que (QC) soit verifiée en tout point x ∈ S, il suffit que l’une des conditions

(a) ou (b) soit réalisée :

(a) toutes les fonction gi sont linéaires (Karlin 1959) ;

(b) toutes les fonction gi sont convexes et S a un intérieur non vide (Slater 1950).

Pour que (QC) soit verifiée en un point x∗ ∈ S, il suffit que l’on a :

(c) les gradients ∇gi(x
∗), i ∈ Ia(x

∗), des contraintes saturées en x∗ sont linéairement indépendants

(Fiacco et McCormick 1968)

Théorème 2.1.7. (théorème de Karush-Kuhn-Tucher)

Si x∗ est un minimum local de f sur S et si (QC)x∗ a lieu, alors il existe λ∗ = (λ∗1, λ
∗
2, ..., λ

∗
m) ≥ 0

tel que :

(i) ∇f(x∗) +
∑m

i=1 λ∗i∇gi(x
∗) = 0,

(ii) λ∗i gi(x
∗) = 0, i ∈ I.

Ce qu’exprime (i) n’est autre que ∇Lx(x
∗, λ∗) = 0, qui n’est d’après Lagrange que l’extension

de la condition de minimalité ∇f(x∗) = 0, établie pour un problème de minimisation sans

contraintes de la fonction de Lagrange L(x, λ).
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Méthode Adaptée de Programmation Quadratique Convexe

2.1.4 Programmation convexe

L’hypothèse de convexité apporte élégance et simplicité à la théorie de l’optimisation. En

particulier, les conditions nécessaires de minimalité deviennent également suffisantes, et tout le

résultat acquiert un caractère global.

Définition 2.1.20. On dit qu’un programme mathématique est convexe (resp. strictement

convexe), s’il consiste à minimiser une fonction convexe (resp. strictement convexe) sur un do-

maine convexe.

L’objet de la programmation convexe est l’étude des problèmes convexes et des algorithmes

de résolution correspondants. Notons que :

– Les problèmes convexes sont synonymes de minimisation.

– Les problèmes convexes sont les bons problèmes de la théorie : ceux pour lesquel il existe

des algorithmes de résolution efficaces.

– L’hypothèse de convexité ne garantit cependant ni l’existence ni l’unicité d’une éventuelle

solution.

Citons certaines propriétés et théorèmes concernant la programmation convexe.

Propriété 2.1.2. Soit f une fonction convexe définie sur un convexe S de Rn. Alors, l’ensemble

des points où f atteint son minimum est convexe.

Propriété 2.1.3. Tout problème strictement convexe admet au plus une solution.

Propriété 2.1.4. Tout minimum local est un minimum global.

Propriété 2.1.5. Si la fonction f est strictement convexe, alors son minimum global est atteint

en un seul point x∗.

Considérons d’abord le problème sans contraintes donné sous la forme (2.1.11), où f est une

fonction convexe de classe C1.

Théorème 2.1.8. Soit f une fonction convexe continûment différentiable sur Rn. Alors, les

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) x∗ est un minimum global de f sur Rn.
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(ii) x∗ est un minimum local de f sur Rn.

(iii) x∗ est un point stationnaire de f ,i.e, ∇f(x∗) = 0.

Remarque 2.1.1. Dans le cas convexe, la stationnarité à elle seule constitue une condition

nécessaire et suffisante de minimalité globale.

Considérons maintenant le problème avec contraintes donné sous la forme (2.1.11)-(2.1.12),

où f est une fonction convexe de classe C1.

Théorème 2.1.9. Soit (x∗, λ∗) un couple de vecteurs tel que g(x∗) ≤ 0 et λ∗ ≥ 0, vérifiant les

conditions de Karush-Kuhn-Tucker :

(i) ∇xL(x∗, λ∗) = 0,

(ii) λ∗i gi(x
∗) = 0, i ∈ I.

Alors le vecteur x∗ constitue un minimum global de f sur S.

Programmation quadratique convexe

Il s’agit d’une classe de problèmes d’optimisation où la fonction objectif est quadratique,

s’écrivant sous la forme

f(x) =
1

2
x′Dx + c′x, (2.1.16)

avec D symétrique, que l’on minimise sur un polyèdre convexe fermé. Ce genre de programme

est convexe dès que la matrice D est semi-définie positive.

Remarque 2.1.2. On remarquera qu’un problème linéaire n’est autre qu’un problème quadra-

tique dégénéré (D = 0), et c’est toujours un problème convexe.

2.1.5 Dualité en programmation quadratique convexe

On retrouve souvent le concept de la dualité dans la littérature sur la programmation

mathématique. Le but est de trouver une formulation alternative équivalente du problème de

programmation mathématique, qui convient le plus à la pratique ou qui a une signification

théorique importante. Le problème original est dit problème primal et le problème transformé

est le problème dual. Les variables dans le problème dual peuvent être interprétées comme des
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multiplicateurs de Lagrange pour le cas linéaire et prennent la valeur λ∗ comme solution duale,

où λ∗ est le multiplicateur associé à la solution optimale primale x∗. Cependant, dans le cas

non linéaire il existe toujours une fonction objectif, souvent reliée à la fonction de Lagrange, qui

doit être optimisée. Ici, on traitra de la dualité associée à un problème de programation convexe

comme problème primal.

Remarque 2.1.3. Si le problème primal n’est pas convexe, alors le problème dual peut ne pas

avoir de solution à partir de laquelle la solution primale peut être déduite.

Grâce à cette remarque, on déduit qu’on ne peut pas appliquer la dualité comme technique

générale dans le but de chercher une solution.

Nous allons par conséquent nous contenter d’introduire un résultat de base de la théorie de

la dualité en programmation convexe.

Dualité en programation convexe

Définition 2.1.21. (Problème primal)

On définit un problème primal comme un problème de minimisation, qui consiste à trouver un

vecteur x∗, s’il existe, tel que

(PCP )





F (x∗) = minS F (x),

x∗ ∈ S = {x ∈ Rn/g(x) ≤ 0},
(2.1.17)

où F est une fonction réelle convexe, de classe C1 sur Rn, et g est une fonction vectorielle convexe

de classe C1, définie de Rn dans Rm.

Définition 2.1.22. (Problème dual)

On définit le problème dual de (PCP) comme un problème de maximisation, qui consiste à

trouver deux vecteurs κ∗ ∈ Rn et y∗ ∈ Rm, s’ils existent, tels que

(PCD)





L(κ∗, y∗) = maxV L(κ, y),

(κ∗, y∗) ∈ V = {(κ, y) ∈ Rn × Rm/∇κL(κ, y) = 0, y ≥ 0},
(2.1.18)

où L(κ, y) = F (κ) + y′g(κ) est la fonction de Lagrange associée au problème (PCP).

Les relations existantes entre le programme primal et de son dual sont données par les deux

théorèmes suivants :
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Théorème 2.1.10. (théorème faible de la dualité, Wolfe 1961)

Soit F (x) et L(κ, y) les fonctions objectifs respectivement des problèmes primal et dual. On a

alors

L(κ, y) ≤ F (x), ∀(κ, y) ∈ V, ∀x ∈ S.

Théorème 2.1.11. (théorème fort de la dualité, Wolfe 1961)

Soit x∗ une solution optimale du problème primal (PCP). Alors il existe y∗ ∈ Rm, y∗ ≥ 0, tel

que le couple (x∗, y∗) est une solution du problème dual (PCD) et on a

F (x∗) = L(x∗, y∗).

Le problème quadratique convexe à variables bornées

Soit le problème primal de programmation quadratique convexe à variables bornées :

F (x) = 1
2
x′Dx + c′x → min,

Ax = b,

d− ≤ x ≤ d+,

(2.1.19)

où D′ = D ≥ 0, c ∈ Rn, b ∈ Rm, d−, d+ ∈ Rn, rangA = m < n.

Le problème dual de (2.1.19) se formule ainsi :





L(κ, y, v, w) = 1
2
κ′Dκ + c′κ + y′(−Aκ + b) + v′(−κ + d−) + w′(κ− d+) → max,

∂L
∂κ

= Dκ + c− A′y − v + w = 0,

κ ∈ Rn, y ∈ Rm, v ∈ Rn, v ≥ 0, w ∈ Rn, w ≥ 0.

La relation Dκ + c− A′y − v + w = 0 implique

κ′Dκ + c′κ− y′Aκ− v′κ + w′κ = 0.

En utilisant cette dernière égalité dans la fonction objectif, le problème dual de (2.1.19) s’écrit

finalement : 



L(κ, y, v, w) = −1
2
κ′Dκ + b′y + v′d− − w′d+ → max,

Dκ + c− A′y − v + w = 0,

κ ∈ Rn, y ∈ Rm, v ≥ 0, w ≥ 0.
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2.2 Méthode adaptée de programmation quadratique convexe

2.2.1 Position du problème

Considérons le problème de programmation quadratique convexe suivant :

F (x) =
1

2
x′Dx + c′x → min, (2.2.20)

Ax = b, (2.2.21)

d− ≤ x ≤ d+, (2.2.22)

où

– D : matrice carrée d’ordre n, symétrique et semi-définie positive,

– A : matrice d’ordre m× n, avec rang(A) = m < n,

– c, d−, d+, x : vecteurs de Rn,

– b : vecteur de Rm.

Les ensembles d’indices des lignes et colonnes de A sont respectivement notés par :

I = {1, 2, ..., m}, J = {1, 2, ..., n} = JB ∪ JN , avec JB ∩ JN = Ø, |JB| = m.

On peut alors écrire et fractionner les vecteurs et la matrice A de la manière suivante :

x = x(J) =




xB

xN


 , xB = (xj, j ∈ JB), xN = (xj, j ∈ JN),

c = c(J) =




cB

cN


 , cB = (cj, j ∈ JB), cN = (cj, j ∈ JN),

d− = (d−j , j ∈ J), d+ = (d+
j , j ∈ J), b = b(I) = (bi, i ∈ I),

A = A(I, J) = (aij, i ∈ I, j ∈ J), A = (aj, j ∈ J), aj =




a1j

...

amj




,

A = (AB|AN), AB = A(I, JB), AN = A(I, JN).
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2.2.2 Définitions

Définition 2.2.1. (Solution réalisable ou plan)

Un vecteur vérifiant les contraintes (2.2.21)-(2.2.22) est appelé plan ou solution réalisable du

problème (2.2.20)-(2.2.22).

Définition 2.2.2. (Plan optimal)

Un plan x∗ est dit optimal si

F (x∗) =
1

2
(x∗)′Dx∗ + c′x∗ = min

1

2
x′Dx + c′x,

où x est pris parmi tous les vecteurs vérifiant les contraintes (2.2.21)-(2.2.22).

Définition 2.2.3. (Plan suboptimal)

Un plan xε est ε-optimal ou suboptimal si

F (xε)− F (x∗) =
1

2
(xε)′Dxε + c′xε − 1

2
(x∗)′Dx∗ + c′x∗ ≤ ε,

où ε est un nombre arbitraire positif ou nul et x∗ est une solution optimale du problème (2.2.20)-

(2.2.22).

Définition 2.2.4. (Support)

L’ensemble JB ⊂ J , |JB| = m, est appelé support des contraintes (2.2.21)-(2.2.22) si

det AB 6= 0.

Définition 2.2.5. (Plan de support)

Le couple {x, JB}, formé du plan x et du support JB, est appelé plan de support des contraintes.

Définition 2.2.6. (Plan de support non dégénéré)

Le plan de support est dit non dégénéré si :

d−j < xj < d+
j , j ∈ JB.

2.2.3 Formule d’accroissement de la fonction objectif

Soit {x, JB} un plan de support des contraintes du problème (2.2.20)-(2.2.22) et considérons

un autre plan quelconque x̄ = x + ∆x. L’accroissement de la fonction objectif s’écrit alors

26
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F (x̄)− F (x) =
1

2
x̄′Dx̄ + c′x̄− 1

2
x′Dx− c′x

=
1

2
(x + ∆x)′D(x + ∆x) + c′(x + ∆x)− 1

2
x′Dx− c′x

=
1

2
(∆x)′D(∆x) + (∆x)′(Dx + c),

F (x̄)− F (x) = g(x)′(∆x) +
1

2
(∆x)′D(∆x),

(2.2.23)

où g(x) = (Dx + c) est le gradient de la fonction F en x, avec g(x) = g(J) = (gj, j ∈ J),

g =




gB

gN


 , gB = g(JB), gN = g(JN).

Par ailleurs on a :





Ax = b,

Ax̄ = b.

Donc Ax̄ = A(x+∆x) = Ax+A∆x = b, par conséquent A∆x = 0, et en fractionnant le vecteur

∆x comme suit :

∆x =




∆xB

∆xN


 , ∆xB = ∆x(JB), ∆xN = ∆x(JN),

l’égalité A∆x = 0 s’écrit alors ainsi :

AB∆xB + AN∆xN = 0 ⇔ ∆xB = −A−1
B AN∆xN . (2.2.24)

En vertu de la relation (2.2.24), la formule (2.2.23) devient :

F (x̄)− F (x) = g′B∆xB + g′N∆xN +
1

2
(∆xB, ∆xN)′D(∆xB, ∆xN)

= g′B(−A−1
B AN∆xN) + g′N∆xN +

1

2
(−A−1

B AN∆xN , ∆xN)′D(−A−1
B AN∆xN , ∆xN)

= [g′N − g′BA−1
B AN ]∆xN +

1

2
∆x′N



−A−1

B AN

IN




′

D



−A−1

B AN

IN


 ∆xN ,

où IN = I(JN , JN) est une matrice identité d’ordre (n−m). Posons

Z = Z(J, JN) =



−A−1

B AN

IN


 , M = M(JN , JN) = Z ′DZ, (2.2.25)

27
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et définissons le vecteur des potentiels u ainsi que le vecteur des estimations E de la manière

suivante :

u′ = g′BA−1
B , E ′ = E ′(J) = g′ − u′A = (E ′

B, E ′
N),

où

E ′
N = g′N − u′AN , E ′

B = 0.

Finalement, l’accroissement (2.2.23) aura la forme finale suivante :

F (x̄)− F (x) = E ′
N∆xN +

1

2
∆x′NM∆xN . (2.2.26)

2.2.4 Critère d’optimalité

Théorème 2.2.1. [1] Soit {x, JB} un plan de support des contraintes du problème (2.2.20)-

(2.2.22). Alors les relations :




Ej ≥ 0, si xj = d−j ,

Ej ≤ 0, si xj = d+
j ,

Ej = 0, si d−j < xj < d+
j , ∀j ∈ JN ,

(2.2.27)

sont suffisantes pour l’optimalité du plan x.

Ces même relations sont aussi nécessaires, si {x, JB} est non dégénéré.

Preuve 2.2.2. a) Condition suffisante : Soit {x, JB} un plan de support des contraintes

vérifiant les relations (2.2.27). Pour tout plan x̄ du problème (2.2.20)-(2.2.22), la formule

d’accroissement (2.2.26) devient :

F (x̄)− F (x) = E ′
N∆xN +

1

2
∆x′NM∆xN ≥ E ′

N∆xN ,

car la matrice M est semi-définie positive.

D’où

F (x̄)− F (x) ≥
∑
j∈JN
Ej>0

Ej(x̄j − xj) +
∑
j∈JN
Ej<0

Ej(x̄j − xj).

Comme d−j ≤ x̄j ≤ d+
j , on a x̄j − d−j ≥ 0, et x̄j − d+

j ≤ 0, et en vertu des relations

d’optimalité (2.2.27), on aura :

F (x̄)− F (x) ≥
∑
j∈JN
Ej>0

Ej(x̄j − d−j ) +
∑
j∈JN
Ej<0

Ej(x̄j − d+
j ) ≥ 0,
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d’où

F (x̄) ≥ F (x).

Par conséquent, x est optimal.

b) Condition nécessaire : Soit {x, JB} un plan de support optimal non dégénéré du problème

(2.2.20)-(2.2.22) et supposons que les relations (2.2.27) ne sont pas vérifiées, c’est à dire,

qu’il existe au moins un indice j0 ∈ JN , tel que :

(Ej0 < 0, xj0 < d+
j0

) ou (Ej0 > 0, xj0 > d−j0).

On construit un autre plan x̄ = x + θl, où θ est un nombre réel positif et l = l(J) est un

vecteur de direction à construire comme suit :




lj0 = −signEj0 ,

lj = 0, j 6= j0, j ∈ JN .

D’autre part, on doit avoir

Ax̄ = Ax + θAl = b ⇔ Al = ABlB + AN lN = 0,

d’où

lB = −A−1
B AN lN = A−1

B aj0signEj0 .

On a donc 



lj0 = −signEj0 ,

lj = 0, j 6= j0, j ∈ JN ,

lB = A−1
B aj0signEj0 .

En outre, le vecteur x̄ doit vérifier l’inégalité d− ≤ x̄ ≤ d+ ⇔ d− ≤ x + θl ≤ d+. Soit, en

écrivant composante par composante





d−j − xj ≤ θlj ≤ d+
j − xj, j ∈ JB,

d−j0 − xj0 ≤ θlj0 ≤ d+
j0
− xj0 .

Comme le plan de support est non dégénéré, on peut toujours trouver un nombre positif θ

assez petit tel que le vecteur x̄ sera un plan pour le problème (2.2.20)-(2.2.22). D’après la
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formule d’accroissement (2.2.26), on aura alors :

F (x̄)− F (x) = E ′
N∆xN +

1

2
∆x′NM∆xN

= θE ′
N lN +

1

2
θ2l′NMlN

= θ(−Ej0signEj0 +
1

2
θl′NMlN)

= θ(−|Ej0|+
1

2
θl′NMlN).

Pour θ et l ainsi choisis, on aura −|Ej0| + 1
2
θl′NMlN < 0. D’où F (x̄) − F (x) < 0, ce qui

contredit l’optimalité de x. Donc les relations (2.2.27) sont forcèment vérifiées si le plan

de support optimal est non dégénéré.

2.2.5 Critère de suboptimalité

Définition 2.2.7. (Estimation de suboptimalité)

Un nombre β(x, JB) qui estime l’écart entre la valeur optimale F (x∗) et une autre valeur F (x)

d’un plan de support des contraintes quelconque {x, JB} est appelé estimation de suboptimalité.

Théorème 2.2.3. [1] Soit {x, JB} un plan de support des contraintes du problème (2.2.20)-

(2.2.22), et ε un nombre positif ou nul arbitraire. Si le nombre

β(x, JB) =
∑
j∈JN
Ej>0

Ej(xj − d−j ) +
∑
j∈JN
Ej<0

Ej(xj − d+
j ) ≤ ε, (2.2.28)

alors {x, JB} est ε-optimal.

Preuve 2.2.4. Soit x∗ une solution optimale du problème (2.2.20)-(2.2.22). En remplaçant x̄

par x∗ dans la formule d’accroissement (2.2.26) et en minorant l’expression, on aura :

F (x∗)− F (x) = E ′
N∆xN +

1

2
∆x′NM∆xN

=
∑
j∈JN

Ej(x
∗
j − xj) +

1

2
∆x′NM∆xN ,

≥
∑
j∈JN

Ej(x
∗
j − xj).

D’où

F (x)− F (x∗) ≤
∑
j∈JN

Ej(xj − x∗j) =
∑
j∈JN
Ej>0

Ej(xj − x∗j) +
∑
j∈JN
Ej<0

Ej(xj − x∗j).
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Nous avons d−j ≤ x∗j ≤ d+
j , j ∈ JN , alors on aura :

Ej(xj − x∗j) ≤ Ej(xj − d−j ), siEj > 0,

Ej(xj − x∗j) ≤ Ej(xj − d+
j ), siEj < 0.

D’où

F (x)− F (x∗) ≤
∑
j∈JN
Ej>0

Ej(xj − d−j ) +
∑
j∈JN
Ej<0

Ej(xj − d+
j ) ≤ ε.

Par conséquent x est ε-optimal.

– Si β(x, JB) = ε = 0, alors x est optimal.

– Si β(x, JB) > ε, il faut améliorer le plan x.

2.2.6 Méthode de résolution

Avant de présenter le méthode de résolution, donnons quelques définitions essentielles.

Définition 2.2.8. ( Support de la fonction objectif)

On appelle support de la fonction objectif du problème (2.2.20)-(2.2.22), l’ensemble des indices

JS ⊂ JN tel que :

det MS = det M(JS, JS) 6= 0,

où M est la matrice (2.2.25). On posera JNN = JN \ JS.

Définition 2.2.9. ( Support du problème)

L’ensemble des indices JP = {JB, JS} est appelé support du problème (2.2.20)-(2.2.22), il est

formé du support des contraintes JB et de celui de la fonction objectif JS.

Définition 2.2.10. ( Plan de Support)

On appelle plan de support du problème (2.2.20)-(2.2.22), la paire {x, JP} formée du plan x et

du support JP ; il est dit accordé si E(JS) = 0.

Étant donné un nombre réel positif ou nul quelconque ε et un plan de support initial {x, JP}
accordé, le but de l’algorithme est alors de construire un plan ε-optimal xε ou carrément un plan
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optimal x∗. L’itération de l’algorithme consiste à faire le passage de {x, JP} à {x̄, J̄P} tel que

F (x̄) ≤ F (x). Pour cela, construisons le nouveau plan x̄ de la manière suivante :

x̄ = x + θl,

où l est la direction d’amélioration, et θ le pas le long de cette direction.

Construction d’une direction d’amélioration adaptée

Soit :

– lS : direction correspondant aux indices appartenant à JS,

– lNN : direction correspondant aux indices appartenant à JNN ,

– lB : direction correspondant aux indices appartenant à JB,

– lN : direction correspondant aux indices appartenant à JN .

Dans cet algorithme, on choisira la métrique suivante pour les composantes non basiques de la

direction admissible l :

d−j − xj ≤ lj ≤ d+
j − xj, j ∈ JNN = JN \ JS. (2.2.29)

Cette métrique dépend du plan x, et de ce fait, elle est dite adaptée. Afin de calculer les com-

posantes de la direction admissible d’amélioration l, considérons l’accroissement

∆F = F (x + l)− F (x) =
∑

j∈JNN
Ej>0

Ejlj +
∑

j∈JNN
Ej<0

Ejlj +
1

2
l′NMlN .

En tenant compte de la métrique (2.2.29), la partie linéaire de ∆F atteint son minimum pour

les valeurs des composantes de lNN suivantes :

lj =





d−j − xj, si Ej > 0,

d+
j − xj, si Ej < 0,

0, si Ej = 0, j ∈ JNN .

(2.2.30)

Nous calculons les composantes de lS de manière à assurer que Ēj = Ej(x + θl) = 0, j ∈ JS. En

vertu de (2.2.25), nous avons :

E ′
N = g′N − g′BA−1

B AN = (g′B, g′N)



−A−1

B AN

IN


 = g(x)′Z.
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Comme l doit être admissible, alors

Al = ABlB + AN lN = 0 ⇒ lB = −A−1
B AN lN ,

donc

l =




lB

lN


 =



−A−1

B AN lN

lN


 =



−A−1

B AN

IN


 lN = ZlN ,

on aura donc

Ē ′
N = g(x + θl)′Z = g(x)′Z + θl′DZ = g(x)′Z + θl′NZ ′DZ = E ′

N + θl′NM.

Finalement, nous avons

ĒN = EN + θMlN .

Comme E(JS) = 0, alors l’équation Ē(JS) = 0 est équivalente à :

M(JS, JN)lN = 0 ⇒ M(JS, JS)lS + M(JS, JNN)lNN = 0,

donc

lS = −M−1
S M(JS, JNN)lNN . (2.2.31)

Puis, nous calculons lB tel que Al = 0 :

lB = −A−1
B (ASlS + ANN lNN). (2.2.32)

Changement de plan

Construisons le nouveau plan x̄ sous la forme suivante :

x̄ = x + θ0l,

où l est la direction d’amélioration définie par les formules (2.2.30)-(2.2.32) et le nombre θ0 est le

pas le long de cette direction, avec θ0 = min{1, θj1 , θjs , θF}. Les nombres 1, θj1 et θjS
se calculent

de façon à ce que les contraintes directes sur le vecteur x̄ soient vérifiées :

d−j − xj ≤ θ0lj ≤ d+
j − xj, j ∈ JNN , (2.2.33)

d−j − xj ≤ θ0lj ≤ d+
j − xj, j ∈ JB, (2.2.34)

d−j − xj ≤ θ0lj ≤ d+
j − xj, j ∈ JS. (2.2.35)
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Donc

θj1 = min
j∈JB

θj, θjS
= min

j∈JS

θj,

où

θj =





d+
j −xj

lj
, si lj > 0,

d−j −xj

lj
, si lj < 0,

∞, si lj = 0.

Le nombre θ0 = 1 représente le pas correspondant aux indices de JNN .

Quand à θF , il se calcule de façon que le passage de x à x̄ assure une relaxation maximale de la

fonction objectif tout en gardant le même signe pour Ej et Ēj, où

E ′
N(x) = g′(x)Z, ĒN(x̄) = EN(x) + θ0MlN = EN(x) + θ0δN .

On posera donc θF = σj∗ = min σj, j ∈ JNN , avec

σj =





−Ej

δj
, si Ejδj < 0,

0, si Ej = 0, δj < 0,

∞, si Ejδj ≥ 0,

où δj = M(j, JN)lN .

Estimation de suboptimalité

Calculons la nouvelle estimation de suboptimalité β(x̄, JB) en fonction de β(x, JB) :

β(x̄, JB) =
∑
j∈JN

Ēj>0

Ēj(x̄j − d−j ) +
∑
j∈JN

Ēj<0

Ēj(x̄j − d+
j ).

β(x̄, JB) =
∑
j∈JN

Ēj>0

Ēj(xj + θ0lj − d−j ) +
∑
j∈JN

Ēj<0

Ēj(xj + θ0lj − d+
j )

=
∑
j∈JN
Ej>0

(Ej + θ0δj)(xj + θ0lj − d−j ) +
∑
j∈JN
Ej<0

(Ej + θ0δj)(xj + θ0lj − d+
j )

=
∑
j∈JN
Ej>0

Ej(xj − d−j ) +
∑
j∈JN
Ej>0

Ejθ
0lj +

∑
j∈JN
Ej>0

θ0δj(xj − d−j ) +
∑
j∈JN
Ej>0

θ0δjθ
0lj

+
∑
j∈JN
Ej<0

Ej(xj − d+
j ) +

∑
j∈JN
Ej<0

Ejθ
0lj +

∑
j∈JN
Ej<0

θ0δj(xj − d+
j ) +

∑
j∈JN
Ej<0

θ0δjθ
0lj.
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En vertu des relations (2.2.30), l’estimation deviendra alors :

β(x̄, JB) = β(x, JB) + θ0
∑
j∈JN
Ej>0

Ej(d
−
j − xj) + θ0

∑
j∈JN
Ej<0

Ej(d
+
j − xj) + θ0

∑
j∈JN
Ej>0

δj(−lj)

+ θ0
∑
j∈JN
Ej<0

δj(−lj) + (θ0)2
∑
j∈JN
Ej>0

δjlj + (θ0)2
∑
j∈JN
Ej<0

δjlj

= β(x, JB)− θ0β(x, JB)− θ0δ′N lN + (θ0)2δ′N lN .

Finalement, on aura la formule suivante :

β(x̄, JB) = (1− θ0)β(x, JB)− θ0(1− θ0)l′Dl. (2.2.36)

Changement de support

• Si θ0 = 1, alors le vecteur x0 = x̄ = x + l est une solution optimale du problème (2.2.20)-

(2.2.22).

Le changement de support s’effectue lorsque θ0 < 1 et β(x̄, JB) > ε. Dans ce qui suit, on énumère

les différents changements de support suivant la valeur que prend θ0.

• Si θ0 = θj1 , dans ce cas le choix de l’indice j0 n’est pas unique contrairemnet au simplexe, ce

qui est particulier à cette méthode. Lorsque ce cas se réalise pour un indice j1 ∈ JB, on a

alors

lj1 = −
∑
j∈JN

e′j1A
−1
B ajlj = −

∑
j∈JN

xj1jlj 6= 0,

où ej1 est un vecteur unitaire de dimension m dont la composante j1 vaut 1. Il existe

alors j0 ∈ JN tel que xj1j0 6= 0. Cette dernière condition nous assure par conséquent que

J̄B = (JB \ j1) ∪ j0 est bel est bien un support.

Si on peut avoir xj1j0 6= 0, avec j0 ∈ JS, on posera donc

J̄B = (JB \ j1) ∪ j0, J̄S = (JS \ j0).

Sinon, on choisira un indice j0 ∈ JNN tel que lj0 6= 0 et on posera

J̄B = (JB \ j1) ∪ j0, J̄S = JS.

• Si θ0 = θjs , on pose :

J̄B = JB J̄S = JS \ js.
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• Si θ0 = θF = σj∗ : dans ce cas, on aura

J̄B = JB J̄S = JS ∪ j∗.

Finalement, on pose

J̄P = {J̄B, J̄S}.

Une fois ces étapes exécutées, on recommence une autre itération avec le nouveau plan de support

{x̄, J̄P} si β(x̄, J̄B) > ε, où le support J̄P satisfait les conditions algébriques

det ĀB = det A(I, J̄B) 6= 0 et det M(J̄S, J̄S) 6= 0.

Algorithme de la méthode

La méthode est résumée dans l’algorithme suivant :

¨
§

¥
¦Algorithme 1 : Méthode adaptée pour le problème posé.

Debut

1. Soit un nombre réel positf ou nul quelconque ε, et un plan de support initial {x, JP} tel

que JP = {JB, JS}, avec JS = ∅ pour plus de facilité ;

2. Calculer le vecteur des potentiels u′ = g′BA−1
B et le vecteur des estimations E ′

N = g′N−u′AN ;

– SI β(x, JB) ≤ ε, alors x est ε-optimal ; aller à FIN.

– SINON Aller en 3 ;

– FINSI.

3. Changement du plan x par x̄ tel que x̄ = x + θ0l

– Calculer la direction d’amélioration l ;

– Calculer le pas θ0 = min{1, θj1 , θjs , θF} ;

– Calculer x̄ = x + θ0l ;

– Calculer l’estimation de suboptimalité β(x̄, JB) = (1− θ0)(β − θ0l′Dl) ;

– SI β(x̄, JB) ≤ ε, alors x̄ est ε-optimal ; aller à FIN ;

– SINON Aller en 4 ;
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Méthode Adaptée de Programmation Quadratique Convexe

4. Changement de support

– SI θ0 = 1, alors x̄ = x + l ; β(x̄, JB) = 0 ; x̄ est optimal ; aller à FIN ;

– SINON SI θ0 = θj1 , alors

– SI j0 ∈ JS tel que xj1j0 6= 0, alors J̄B = (JB \ j1) ∪ j0, J̄S = (JS \ j0) ;

– SINON SI j0 ∈ JNN tel que lj0 6= 0, alors J̄B = (JB \ j1) ∪ j0, J̄S = JS ;

– FINSI

– SINON SI θ0 = θjs , alors J̄B = JB, J̄S = JS \ js ;

– SINON

– SI θ0 = θF = σj∗ , alors J̄B = JB J̄S = JS ∪ j∗ ;

– FINSI

– FINSI

– FINSI

– SI β(x̄, J̄B) > ε, alors aller en 2 en partant de {x̄, J̄P};
– FINSI.

FIN.
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Exemple Numérique

Considérons le problème de programmation quadratique suivant :

F (x) = 4x2
1 − 4x1x2 + 2x2

2 + 2x1 + x2 − 3x3 − x4 → min, (2.2.37)

x1 − 4x2 + x3 = 3, (2.2.38)

2x1 + x2 + x4 = 4, (2.2.39)

−2 ≤ x1 ≤ 2, 0 ≤ x2 ≤ 4, 2 ≤ x3 ≤ 5, −3 ≤ x4 ≤ 6, (2.2.40)

avec

D =




8 −4 0 0

−4 4 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




, c =




2

1

−3

−1




, b =




3

4


 , d− =




−2

0

2

−3




, d+ =




2

4

5

6




.

Soit x = (0, 0, 3, 4) un plan initial du problème (2.2.37)-(2.2.40). Posons JB = {3, 4}, JN =

{1, 2}. Nous avons alors AB = (a3, a4) = I2 ; AN = (a1, a2) =




1 −4

2 1


 .

Calculons les matrices suivantes :

Z = Z(J, JN) =



−A−1

B AN

IN


 =




1 0

0 1

−1 4

−2 −1




,

M = Z ′DZ =




1 0 −1 −2

0 1 4 −1







8 −4 0 0

−4 4 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0







1 0

0 1

−1 4

−2 −1




=




8 −4

−4 4


 .

Calculons le vecteur gradient g(x) = (gB, gN) :

g(x) = Dx + c =




8 −4 0 0

−4 4 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0







0

0

3

4




+




2

1

−3

−1




=




2

1

−3

−1




,
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gB =



−3

−1


 et gN =




2

1


 .

Calculons le vecteur des estimations EN = gN − (g′BA−1
B AN)′

EN =




2

1


− (

(−3,−1)




1 −4

2 1




)′
=




7

−10


 .

Posons JS = ∅, JNN = JN \ JS = {1, 2}. La paire {x, JP}, avec JP = {JB, JS} est alors le plan

de support du problème (2.2.37)-(2.2.40). Calculons l’estimation de suboptimalité :

β(x, JB) =
∑
j∈JN
Ej>0

Ej(xj − d−j ) +
∑
j∈JN
Ej<0

Ej(xj − d+
j )

= E1(x1 − d−1 ) + E2(x2 − d+
2 )

= 7(0 + 2) + (−10)(0− 4)

= 54 > ε.

Itération 1 :

Calculons la direction d’amélioration :

l1 = d−1 − x1 car E1 > 0,

l2 = d+
2 − x2 car E2 < 0,

on a alors

l(JNN) = (lj, j ∈ JNN) =



−2

4


 .

l(JS) = (lj, j ∈ JS) = 0, car JS = ∅

l(JB) = (lj, j ∈ JB) = −A−1
B ANN lNN =



−1 4

−2 −1






−2

4


 =




18

0


 .

D’où

δN = δ(JN) =




δ1

δ2


 = MlN =




8 −4

−4 4






−2

4


 =



−32

24


 .

Calculons le pas θ le long de cette direction :

Pour j ∈ JNN , nous avons : θ0 = 1.
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Pour j ∈ JB, nous avons :

θj1 = min
j∈JB

θj = min{θ3, θ4} = min{1

9
,∞} = θ3 =

1

9
⇒ j1 = 3.

Pour j ∈ JS, nous avons : θjs = ∞, car JS = ∅.
Pour θF , nous avons σj∗ = min{σ1, σ2}, tel que : σ1 = −E1

δ1
= 7

32
; σ2 = −E2

δ2
= 5

12
.

D’où θ0 = min{1, 1
9
,∞, 7

32
} = θ3 = 1

9
.

On a alors

x̄ = x + θ0l =




−2
9

4
9

5

4




,

et

β(x̄, JB) = (1− θ0)(β(x, JB)− θ0l′Dl) =
2608

81
' 32.19.

Soit X = X(JB) = A−1
B aj0 =




xj1j0

xj2j0


, avec j0 ∈ JN non optimal.

X = X(JB) =




x31

x41


 = A−1

B a1 =




1

2


 ⇒ xj1j0 = 1 6= 0, avecj1 = 3, j0 = 1.

D’où

J̄B = {3, 4} \ {3} ∪ {1},

avec ĀB =




1 0

2 1


 ⇒ Ā−1

B =




1 0

−2 1


 . Donc

J̄B = {1, 4}; J̄S = ∅; J̄NN = {2, 3}; J̄P = {J̄B, J̄S}.

On commence la deuxième itération par le plan de support {x̄, J̄P} :

Calculons alors le nouveau vecteur des estimations :

g(x̄) = Dx̄ + c =




8 −4 0 0

−4 4 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0







−2
9

4
9

5

4




+




2

1

−3

−1




=




−14
9

33
9

−3

−1




, ĒN =




58
9

−31
9


 ,
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ainsi que la nouvelle estimation de suboptimalité :

β(x̄, J̄B) = Ē2(x̄2 − d−2 ) + Ē3(x̄3 − d+
3 ) =

232

81
' 2.86.

Déterminons la matrice M

M = Z ′DZ =




4 1 0 −9

−1 0 1 2







8 −4 0 0

−4 4 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0







4 −1

1 0

0 1

−9 2




=




100 −28

−28 8


 .

Calculons la direction l :

l(J̄NN) =




l2

l3


 =




−4
9

0


 ,

l(J̄B) = (lj, j ∈ J̄B) = −A−1
B ANN lNN =




4 −1

−9 2







−4
9

0


 =




−16
9

4


 .

D’où

δN =




δ2

δ3


 = MlN =




100 −28

−28 8







−4
9

0


 =




−400
9

112
9


 .

Calculons le pas le long de cette nouvelle direction :

Pour j ∈ J̄NN , nous avons : θ0 = 1.

Pour j ∈ J̄B, nous avons :

θj1 = min
j∈J̄B

θj = min{θ1, θ4}, tel que θ1 = 1 et θ4 =
1

2
.

θj1 = θ4 =
1

2
.

Pour j ∈ J̄S, nous avons : θjs = ∞, car J̄S = ∅.
Pour θF , nous avons σj∗ = minj∈J̄NN

σj = min{σ2, σ3}, tel que : σ2 = 29
200

; σ3 = 31
112

.

θF = σj∗ = σ2 =
29

200
.
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Ainsi θ0 = σj∗ = σ2 = 29
200

.

Nous avons alors :

¯̄x = x̄ + θ0l =




−24
50

19
50

5

229
50




,

et

¯̄JB = J̄B = {1, 4}; ¯̄JS = {2}; ¯̄JNN = {3}; ¯̄JP = { ¯̄JB, ¯̄JS}.

Donc le nouveau vecteur des estimations vaut :

g(¯̄x) = D ¯̄x + c =




8 −4 0 0

−4 4 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0







−24
50

19
50

5

229
50




+




2

1

−3

−1




=




−84
25

111
25

−3

−1




, ¯̄EN =




0

−41
25


 ,

et

β(¯̄x, J̄B) = (1− θ0)(β(x̄, J̄B)− θ0l′Dl) = 0.

La valeur de β(¯̄x, J̄B) étant nulle, le critère d’optimalité est alors vérifié.

D’où x∗ = (−24
50

, 19
50

, 5, 229
50

) est un plan optimal, avec F (x∗) = −911
50

= −18.22.
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Chapitre 3

Contrôle Optimal d’un Système
Dynamique Linéaire Avec Coût
Quadratique et État Initial Libre

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à un problème de contrôle optimal d’un système

dynamique linéaire avec un coût quadratique et un état initial libre.

Le problème se présente comme suit : l’état initial du système à optimiser n’est pas fixe, mais

appartient à un polyèdre. Une information à priori de l’état initial est donnée par l’inclusion

x(0) ∈ X0. Par analogie avec la théorie de filtration, on dit que l’ensemble X0 est la distribution

à priori de l’état initial à contrôler.

On se propose de développer une méthode de résolution pour minimiser un critère quadratique

terminal, et ce, en appliquant la méthode adaptée, conçue déjà pour résoudre des problèmes de

programmation quadratique convexe.

3.1 Position du problème

Sur un intervalle de temps T = [0, t1], considérons le problème de minimisation de la fonc-

tionnelle :

J(v) = J(z, u) =
1

2
x′(t1)Qx(t1) + c′x(t1), (3.1.1)

sur les trajectoires d’un système dynamique linéaire :

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t), x(0) = z ∈ X0 = {z ∈ Rn, Gz = γ, d− ≤ z ≤ d+}, (3.1.2)

où
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– Q : matrice symétrique semi-définie positive ;

– c : vecteur de dimension n ;

– x(t) : vecteur de dimension n représentant l’état du système à l’instant t ;

– u(t) : commande à l’instant t (signal d’entrée), fonction scalaire constante par morceaux,

telle que |u(t)| ≤ 1; t ∈ T = [0, t1] ;

– x(0) = z : position initiale du système non fixé, où z ∈ X0 qui est l’ensemble des états

initiaux possibles, et v = (z, u) ;

– A : matrice (réelle) carrée d’ordre n qui caractérise le système (pour plus de simplicité on

la suppose constante, c’est-à-dire ne dépendant pas de la variable t) ;

– b : vecteur de Rn ;

– G : matrice d’ordre l × n, avec rang G = l < n ;

– γ : vecteur de Rl ;

– d+ et d− sont des vecteurs de dimension n.

On suppose de plus que la trajectoire x(t), t ∈ T , solution du système (3.1.2) est soumise à une

contrainte terminale au temps t = t1 :

Hx(t1) = g, (3.1.3)

où H est une matrice d’ordre m× n, avec rang H = m, m + l ≤ n et g un m-vecteur.

On définit les ensembles d’indices suivants : I = {1, ..., m}, J = {1, ..., n}, L = {1, ..., l}.
Ainsi, le problème considéré se présente sous la forme :

J(v) = J(z, u) =
1

2
x′(t1)Qx(t1) + c′x(t1) → min, (3.1.4)

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t), x(0) = z ∈ X0 = {z ∈ Rn, Gz = γ, d− ≤ z ≤ d+}, (3.1.5)

Hx(t1) = g, (3.1.6)

|u(t)| ≤ 1, t ∈ T = [0, t1], (3.1.7)

avec A = A(J, J), b = b(J), c = c(J), G = G(L, J), γ = γ(L), d− = d−(J), d+ = d+(J), H =

H(I, J), g = g(I).

La solution du système dynamique (3.1.5) est donnée par la formule de Cauchy :

x(t) = F (t)[z +

∫ t

0

F−1(τ)bu(τ)dτ ], t ∈ T, (3.1.8)
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où F (t) = exp(At) est une matrice carrée d’ordre n, solution du système différentiel homogène





Ḟ (t) = AF (t),

F (0) = In,

In étant la matrice identité d’ordre n.

L’état final s’écrit alors

x(t1) = F (t1)[z +

∫ t1

0

F−1(t)bu(t)dt]. (3.1.9)

Si l’on note q(t) = F (t1)F
−1(t)b, on obtient :

x(t1) = F (t1)z +

∫ t1

0

q(t)u(t)dt, (3.1.10)

Hx(t1) = HF (t1)z +

∫ t1

0

Hq(t)u(t)dt. (3.1.11)

Posons : 



D(I, J) = HF (t1)

p(t) = Hq(t), t ∈ T.

En remplaçant la solution (3.1.10) dans le problème (3.1.4)-(3.1.7), on obtient la formulation

équivalente suivante :

J(v) = J(z, u) =
1

2
x′(t1)Qx(t1) + c′x(t1) → min, (3.1.12)

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t), x(0) = z, (3.1.13)

D(I, J)z +

∫ t1

0

p(t)u(t)dt = g, (3.1.14)

G(L, J)z = γ, (3.1.15)

d− ≤ z ≤ d+, |u(t)| ≤ 1, t ∈ T = [0, t1]. (3.1.16)

– Objectif du contrôle : L’objectif du contrôle est de diriger la trajectoire du système

(3.1.13) à partir d’un ensemble X0 = {z ∈ Rn, Gz = γ, d− ≤ z ≤ d+}, i.e, x(0) ∈ X0, en

un temps fini fixe t1 > 0 vers un ensemble S = {x ∈ Rn, Hx = g}, i.e, x(t1) ∈ S, tout

en satisfaisant les contraintes sur la commande et en minimisant le critère quadratique

terminal J(z, u).
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3.2 Définitions

Définition 3.2.1. (Commande généralisée)

La paire v = (z, u), formée du vecteur z ∈ Rn, et de la commande u ≡ u(.) = (u(t), t ∈ T ), est

appelée commande généralisée.

Définition 3.2.2. (Commande admissible)

La commande généralisée v = (z, u) est dite admissible si elle satisfait les contraintes (3.1.14)-

(3.1.16).

Définition 3.2.3. (Commande optimale)

Une commande admissible v0 = (z0, u0) est dite optimale si elle minimise la fonctionnelle J(v) =

J(z, u), i.e,

J(v0) = min
v

J(v),

où v est prise parmi toutes les commandes généralisées admissibles.

Définition 3.2.4. (Commande suboptimale)

Pour ε ≥ 0, on appelle commande ε-optimale (ou suboptimale) toute commande admissible

vε = (zε, uε) satisfaisant l’inégalité :

J(vε)− J(v0) ≤ ε,

où v0 est une commande optimale du problème (3.1.12)-(3.1.16).

Définition 3.2.5. (Support des contraintes)

On choisit un sous-ensemble TB ⊂ T de k moments isolés (k ≤ m) et un sous-ensemble JB ⊂ J

de m + l − k éléments. On forme la matrice :

PB =




D(I, JB) p(t),t∈ TB

G(L, JB) 0


 , (3.2.17)

avec PB ∈ R(m+l)×(m+l). L’ensemble SB = {JB, TB} est un support des contraintes (3.1.14)-

(3.1.16) si det PB 6= 0.

Définition 3.2.6. (Commande de support des contraintes)

La paire {v, SB} formée d’une commande admissible v = (z, u) et d’un support SB est dite

commande de support des contraintes (3.1.14)-(3.1.16).
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Définition 3.2.7. (Commande de support non dégénérée)

La commande de support des contraintes {v, SB} est primalement non dégénérée si :

1. d−j < zj < d+
j , j ∈ JB ;

2. Pour tj ∈ TB, il existe un nombre δ > 0 tel que |u(t)| < 1, t ∈ [tj − δ, tj + δ] ; ou bien tj est

un point de discontinuité de u(t).

3.3 Formule d’accroissement de la fonctionnelle

Soit {v, SB} une commande de support des contraintes du problème (3.1.12)-(3.1.16). Considérons

une autre commande admissible v̄ = (z̄, ū) = v + ∆v, où z̄ = z + ∆z, ū(t) = u(t) + ∆u(t), t ∈ T ,

et sa trajectoire correspondante x̄(t) = x(t) + ∆x(t), t ∈ T . L’accroissement de la fonctionnelle

s’écrit alors :

∆J(v) = J(v̄)− J(v)

= (Qx(t1) + c)′∆x(t1) +
1

2
∆x(t1)

′Q∆x(t1),

= (Qx(t1) + c)′[F (t1)∆z +

∫ t1

0

q(t)∆u(t)dt] + Γ,

où Γ = 1
2
∆x(t1)

′Q∆x(t1) ≥ 0. On obtient donc

∆J(v) = J(v̄)− J(v) = (Qx(t1) + c)′F (t1)∆z + (Qx(t1) + c)′
∫ t1

0

q(t)∆u(t)dt + Γ.

Construisons le vecteur des potentiels ν :

ν ′ = q′BP−1
B , q′B =

(
[(Qx(t1) + c)′F (t1)]j, j ∈ JB, (Qx(t1) + c)′q(t), t ∈ TB

)
, (3.3.18)

où ν =




νu

νz


 ∈ Rm+l, νu ∈ Rm, νz ∈ Rl,

et introduisons le vecteur des estimations E pour la variable z :

E ′ = ν ′




D(I, J)

G(L, J)


− (Qx(t1) + c)′F (t1), (3.3.19)

avec E ′ = E ′(J) = (E ′(JB), E ′(JN)) ∈ Rn, JN = J \ JB.

Soit la fonction ψ(t) définie comme suit :

ψ′(t) = [ν ′uH − (Qx(t1) + c)′]F (t1)F
−1(t), t ∈ T,
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qui est solution du système conjugué suivant :

ψ̇ = −A′ψ, ψ(t1) = [H ′νu − (Qx(t1) + c)]. (3.3.20)

Introduisons la fonction de co-commande ∆(t), t ∈ T :

∆(t) = ψ′(t)b

= [ν ′uH − (Qx(t1) + c)′]F (t1)F
−1(t)b

= [ν ′uH − (Qx(t1) + c)′]q(t)

= ν ′uHq(t)− (Qx(t1) + c)′q(t).

Comme p(t) = Hq(t), alors la co-commnande s’écrit sous la forme :

∆(t) = ν ′up(t)− (Qx(t1) + c)′q(t), t ∈ T. (3.3.21)

Montrons que E(JB) = 0 et ∆(TB) = 0 : on a

ν ′ = q′BP−1
B ⇒ ν ′PB = q′B

⇒ (ν ′u, ν
′
z)




D(I, JB) p(t), t ∈ TB

G(L, JB) 0


 = q′B

⇒ (ν ′uD(I, JB) + ν ′zG(L, JB), ν ′up(TB)) = q′B,

E ′(JB) = ν ′




D(I, JB)

G(L, JB)


− [(Qx(t1) + c)′F (t1)](JB),

et

∆(TB) = ν ′up(TB)− (Qx(t1) + c)′q(TB).

D’où

(E ′(JB), ∆(TB)) =
[
ν ′




D(I, JB)

G(L, JB)


 , ν ′up(TB)

]
−

[
[(Qx(t1)+ c)′F (t1)](JB), (Qx(t1)+ c)′q(TB)

]
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(E ′(JB), ∆(TB)) = ν ′PB − q′B = q′B − q′B = 0, d’où E(JB) = 0 et ∆(TB) = 0.

En vertu de (3.3.19) et (3.3.21), l’accroissement de la fonctionnelle prend la forme suivante :

∆J(v) = J(v̄)− J(v)

= (Qx(t1) + c)′F (t1)∆z + (Qx(t1) + c)′
∫ t1

0

q(t)∆u(t)dt + Γ

= [ν ′




D(I, J)

G(L, J)


− E ′]∆z +

∫ t1

0

[ν ′up(t)−∆(t)]∆u(t)dt + Γ

= ν ′




D(I, J)

G(L, J)


 ∆z − E ′∆z +

∫ t1

0

ν ′up(t)∆u(t)dt−
∫ t1

0

∆(t)∆u(t)dt + Γ.

De l’admissibilité de v et v̄, on a :

D(I, J)z +
∫ t1
0

p(t)u(t)dt = g

D(I, J)z̄ +
∫ t1
0

p(t)ū(t)dt = g





=⇒ D(I, J)∆z +

∫ t1

0

p(t)∆u(t)dt = 0,

et

G(L, J)z = γ

G(L, J)z̄ = γ





=⇒ G(L, J)∆z = 0.

Donc

ν ′




D(I, J)

G(L, J)


 ∆z +

∫ t1

0

ν ′up(t)∆u(t)dt = ν ′uD(I, J)∆z + ν ′zG(L, J)∆z +

∫ t1

0

ν ′up(t)∆u(t)dt

= ν ′u
[
D(I, J)∆z +

∫ t1

0

p(t)∆u(t)dt
]

+ ν ′zG(L, J)∆z

= 0.

L’accroissement de la fonctionnelle devient :

∆J(v) = J(v̄)− J(v) = −E ′∆z −
∫ t1

0

∆(t)∆u(t)dt + Γ, (3.3.22)

qu’on peut écrire sous la forme :

∆J(v) = J(v̄)− J(v) = −
∑
j∈JN

Ej∆zj −
∫ t1

0

∆(t)∆u(t)dt + Γ. (3.3.23)
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3.4 Critère d’optimalité

Théorème 3.4.1. Soit {v, SB} une commande de support des contraintes. Alors les relations :





∆(t) ≥ 0, si u(t) = +1,

∆(t) ≤ 0, si u(t) = −1,

∆(t) = 0, si −1 < u(t) < +1, t ∈ TN = T \ TB,

Ej ≥ 0, si zj = d+
j ,

Ej ≤ 0, si zj = d−j ,

Ej = 0, si d−j < zj < d+
j , j ∈ JN ,

(3.4.24)

sont suffisantes, et dans le cas de la non dégénéréscence, aussi nécessaires pour l’optimalité de

la commande de support des contraintes {v, SB}.

Preuve 3.4.2. Condition suffisante : Soit {v, SB} une commande de support des contraintes

vérifiant les relations (3.4.24). Pour toute autre commande admissible v̄ = (z̄, ū) du

problème (3.1.12)-(3.1.16), la formule d’accroissement (3.3.23) donne alors :

J(v̄)− J(v) = −E ′
N∆zN −

∫ t1

0

∆(t)∆u(t)dt + Γ ≥ −E ′
N∆zN −

∫ t1

0

∆(t)∆u(t)dt,

car la matrice Q est semi-définie positive.

Soit

J+
N = {j ∈ JN : Ej > 0}, J−N = {j ∈ JN : Ej < 0},

T+
N = {t ∈ TN : ∆(t) > 0}, T−

N = {t ∈ TN : ∆(t) < 0}.

D’où

J(v̄)−J(v) ≥
∑

j∈J+
N

Ej(zj−z̄j)+
∑

j∈J−N

Ej(zj−z̄j)+

∫

T+
N

∆(t)(u(t)−ū(t))dt+

∫

T−N

∆(t)(u(t)−ū(t))dt.

Comme d−j ≤ z̄j ≤ d+
j , j ∈ J , et −1 ≤ ū(t) ≤ +1, t ∈ T , on a alors

d−j − z̄j ≤ 0, d+
j − z̄j ≥ 0, −1− ū(t) ≤ 0, 1− ū(t) ≥ 0.

Les relations (3.4.24) nous permettent ensuite d’écrire :

J(v̄)−J(v) ≥
∑

j∈J+
N

Ej(d
+
j −z̄j)+

∑

j∈J−N

Ej(d
−
j −z̄j)+

∫

T+
N

∆(t)(1−ū(t))dt+

∫

T−N

∆(t)(−1−ū(t))dt ≥ 0.
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D’où

J(v̄) ≥ J(v) ⇒ v est optimale.

Condition nécessaire : Soit {v, SB} une commande de support optimale non dégénérée, où

SB = {JB, TB}, TB = {tj, j = 1, k}, k ≤ m. On suppose que les relations (3.4.24) ne sont

pas vérifiées. Deux cas peuvent se présenter :

(1) ∃t0 ∈ TN tel que : ∆(t0) < 0 et u(t0) > −1 ou bien ∆(t0) > 0 et u(t0) < 1;

(2) ∃j0 ∈ JN tel que : Ej0 < 0 et zj0 > d−j0 ou bien Ej0 > 0 et zj0 < d+
j0

.

Supposons qu’on a le cas (1) : ∆(t0) > 0 et u(t0) < 1. Comme ∆(t), t ∈ T , est continue et

la commande u(t), t ∈ T , est continue à droite, alors ∃α > 0 tel que

∆(t) > 0 et u(t) < 1, t ∈ [t0, t0 + α].

Pour la commande de support optimale non dégénérée {v, SB}, on peut considérer sans

nuir à la généralité que les premiers p moments de support tj, j = 1, p, p ≤ k, sont des

points de commutation de la commande u(t), les autres moments (s’ils existent) sont tels

que :

−1 < u(t) < +1, t ∈ [tj − δ, tj + δ], j = p + 1, k, δ > 0. (3.4.25)

La condition (3.4.25) montre qu’il existe des nombres γj > 0 tels que :

u(t) + γj ≤ 1, u(t)− γj ≥ −1, t ∈ [tj − δ, tj + δ], j = p + 1, k.

Construisons une nouvelle commande admissible v̄α = (z̄, ū(t, α)) telle que z̄ = z + ∆z et

ū(t, α) = u(t) + ∆u(t, α), t ∈ T , où

∆zN = 0, (3.4.26)

∆zB = ∆z(JB) = θB = (θj, j = k + 1,m + l), (3.4.27)

et

∆u(t, α) =





1− u(t), si t ∈ [t0, t0 + α[,

u(tj − 0)− u(tj + 0), si t ∈ [tj, tj + θj[, θj > 0,

u(tj + 0)− u(tj − 0), si t ∈ [tj + θj, tj[, θj < 0, j = 1, p,

γj, si t ∈ [tj, tj + θj[, θj > 0,

−γj, si t ∈ [tj + θj, tj[, θj < 0, j = p + 1, k,

0, ailleurs.

(3.4.28)
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Soit θ = (θj, j = 1,m + l) et F (α, θ) =




F1(α, θ)

F2(α, θ)


 , où

F1(α, θ) = D(I, JB)θB +

∫ t1

0

p(t)∆u(t, α)dt,

F2(α, θ) = G(L, JB)θB.

Alors

F (α, θ) =




D(I, JB)θB +
∫ t0+α

t0
p(t)(1− u(t))dt +

∑k
j=1 aj

∫ tj+θj

tj
p(t)dt

G(L, JB)θB


 , (3.4.29)

où

aj = u(tj − 0)− u(tj + 0) 6= 0, j = 1, p; aj = γj 6= 0, j = p + 1, k.

On a

∂F (α, θ)

∂θB

=




D(I, JB)

G(L, JB)


 ,

et pour j = 1, k, on a :

∂F (α, θ)

∂θj

=




ajp(tj + θj)

0


 ,

d’où

∂F (α, θ)

∂θ
=




D(I, JB) ajp(tj + θj), j = 1, k

G(L, JB) 0


 ⇒ ∂F

∂θ
(0, 0) =




D(I, JB) ajp(tj), j = 1, k

G(L, JB) 0


 .

La fonction F (α, θ) est continûment différentiable au voisinage du point (α, θ) = (0, 0) ∈
R× Rm+l et satisfait les conditions suivantes

F (0, 0) = 0, det
∂F

∂θ
(0, 0) =

k∏
j=1

aj det PB 6= 0.

En vertu du théorème des fonctions implicites, on déduit alors pour α > 0 suffisamment

petit l’existence d’une fonction continûment différentiable θ(α) = (θj(α), j = 1,m + l) telle

que

θ(0) = 0 et F (α, θ(α)) ≡ 0. (3.4.30)

Par conséquent, en posant θj = θj(α) dans les formules (3.4.27) et (3.4.28) et en tenant
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compte de la formule (3.4.30) et de la non dégénéréscence de {v, SB}, on conclut que la

nouvelle commande v̄α = (z̄, ū(t, α)), est admissible pour tout α > 0 suffisamment petit.

Soit alors x̄(t, α), t ∈ T , la trajectoire du système (3.1.13) correspondant au contrôle v̄α =

(z̄, ū(t, α)), t ∈ T . Posons ∆x(t, α) = x̄(t, α)− x(t, α), t ∈ T . Alors pour α > 0 assez petit,

il s’ensuit que :

∆x(t1, α) = F (t1)(J, J)∆z(J) +

∫ t1

0

q(t)∆u(t, α)dt

= F (t1)(J, JB)θB(α) +

∫ t0+α

t0

q(t)(1− u(t))dt +
k∑

j=1

aj

∫ tj+θj(α)

tj

q(t)dt

= αF (t1)(J, JB)
dθB

dα
(0) + αq(t0)(1− u(t0)) + α

k∑
j=1

ajq(tj)
dθj

dα
(0) + ◦(α)

= α
[
F (t1)(J, JB)

dθB

dα
(0) + q(t0)(1− u(t0)) +

k∑
j=1

ajq(tj)
dθj

dα
(0) +

◦(α)

α

]

= αf(α),

(3.4.31)

où f(α) est une fonction bornée au voisinage de α = 0 et limα→0
◦(α)

α
= 0.

D’où

Γ =
1

2
∆x′(t1, α)Q∆x(t1, α) =

α2

2
f ′(α)Qf(α). (3.4.32)

Calculons alors l’accroissement de la fonctionnelle :

J(v̄α)− J(v) = −E ′
N∆zN −

∫ t1

0

∆(t)∆u(t, α)dt + Γ

= −
∫ t1

0

∆(t)∆u(t, α)dt + Γ

= −
∫ t0+α

t0

∆(t)(1− u(t))dt−
k∑

j=1

aj

∫ tj+θj(α)

tj

∆(t)dt + Γ.

(3.4.33)

En vertu de ∆(tj) = 0, j = 1, k, et de la relation (3.4.32), on obtient :

J(v̄α)− J(v) = α[∆(t0)(u(t0)− 1) +
◦(α)

α
+

α

2
f ′(α)Qf(α)]. (3.4.34)

Comme ∆(t0)(u(t0) − 1) < 0, alors pour α > 0 suffisamment petit, on obtient l’inégalité

J(v̄α) < J(v), contredisant l’optimalité de la commande de support des contraintes {v, SB}.
La preuve pour les autres cas se fait de manière analogue que pour le premier cas.
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3.5 Calcul de l’estimation de suboptimalité et critère d’ε-

optimalité

Le nouveau contrôle v̄ = (z̄, ū) admissible satisfait les contraintes :

d−j − zj ≤ ∆zj ≤ d+
j − zj, j ∈ JN et − 1− u(t) ≤ ∆u(t) ≤ +1− u(t), t ∈ T. (3.5.35)

Le minimum de la partie linéaire de la fonctionnelle (3.3.23) sous les contraintes (3.5.35) est

atteint pour :

∆zj =





d−j − zj, si Ej < 0,

d+
j − zj, si Ej > 0,

∈ [d−j − zj, d
+
j − zj], si Ej = 0, j ∈ JN ,

∆u(t) =





−1− u(t), si ∆(t) < 0,

+1− u(t), si ∆(t) > 0,

∈ [−1− u(t), +1− u(t)], si ∆(t) = 0, t ∈ T.

On introduit l’expression :

β(v, SB) =
∑

j∈J+
N

Ej(d
+
j − zj) +

∑

j∈J−N

Ej(d
−
j − zj) +

∫

T+
N

∆(t)(1− u(t))dt +

∫

T−N

∆(t)(−1− u(t))dt,

(3.5.36)

où

T+
N = {t ∈ TN : ∆(t) > 0}, T−

N = {t ∈ TN : ∆(t) < 0}, TN = T \ TB,

J+
N = {j ∈ JN : Ej > 0}, J−N = {j ∈ JN : Ej < 0}, JN = J \ JB.

Le nombre β(v, SB) est appellé estimation de suboptimalité de la commande de support des

contraintes {v, SB}. On a la condition suffisante d’ε-optimalité suivante :

Théorème 3.5.1. Pour ε ≥ 0, la commande admissible v est ε-optimale si β(v, SB) ≤ ε.

Preuve 3.5.2. Tout d’abord, montrons l’inégalité

J(v)− J(v0) ≤ β(v, SB).
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En effet, en remplaçant dans la formule d’accoissement (3.3.23) le vecteur v̄ = (z̄, ū) par une

commande optimale v0 = (z0, u0) et en minorant l’expression, on aura alors :

J(v0)− J(v) = −
∑
j∈JN

Ej∆zj −
∫ t1

0

∆(t)∆u(t)dt + Γ

= −
∑
j∈JN

Ej(z
0
j − zj)−

∫ t1

0

∆(t)(u0(t)− u(t))dt + Γ

≥ −
∑
j∈JN

Ej(z
0
j − zj)−

∫ t1

0

∆(t)(u0(t)− u(t))dt.

D’où

J(v)− J(v0) ≤
∑
j∈JN

Ej(z
0
j − zj) +

∫ t1

0

∆(t)(u0(t)− u(t))dt.

Nous avons d−j ≤ z0
j ≤ d+

j , j ∈ JN , alors on aura

d−j − zj ≤ z0
j − zj ≤ d+

j − zj,

donc

Ej(z
0
j − zj) ≤ Ej(d

+
j − zj), si Ej > 0,

Ej(z
0
j − zj) ≤ Ej(d

−
j − zj), si Ej < 0.

D’autre part, on a −1 ≤ u0(t) ≤ +1, t ∈ T ; donc

−1− u(t) ≤ u0(t)− u(t) ≤ 1− u(t),

∆(t)(u0(t)− u(t)) ≤ ∆(t)(1− u(t)), si ∆(t) > 0,

∆(t)(u0(t)− u(t)) ≤ ∆(t)(−1− u(t)), si ∆(t) < 0.

D’où

J(v)−J(v0) ≤
∑

j∈J+
N

Ej(d
+
j −zj)+

∑

j∈J−N

Ej(d
−
j −zj)+

∫

T+
N

∆(t)(1−u(t))dt+

∫

T−N

∆(t)(−1−u(t))dt.

Par conséquent, on obtient :

J(v)− J(v0) ≤ β(v, SB).

Finalement, si β(v, SB) ≤ ε, on obtient J(v)− J(v0) ≤ β(v, SB) ≤ ε ⇒ v est ε−optimale.
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3.6 Algorithme numérique pour résoudre le problème

Soit ε ≥ 0 et {v, SB} une commande de support du problème (3.1.12)-(3.1.16) qui ne satis-

fait pas les critères d’optimalité et d’ε-optimalité. La méthode suggérée est ittérative, son but

est de construire une solution ε-optimale ou carrément optimale du problème (3.1.12)-(3.1.16).

L’itération consiste à passer d’une commande de support initiale {v, SB} à une nouvelle com-

mande de support {v̄, S̄B} telle que J(v̄) < J(v).

Pour cela, l’algorithme se décompose en deux procédures :

– Changement de commande v → v̄,

– Procédure finale.

Au début de chaque ittération, les informations suivantes sont stockées :

– Une commande admissible v,

– Un support SB,

– La valeur de suboptimalité β(v, SB).

3.6.1 Conditions de passage à la procédure finale

On considère une commande de support telle que β(v, SB) > ε. On construit la quasi-

commande ṽ = (z̃, ũ) avec :

z̃j =





d−j , si Ej < 0,

d+
j , si Ej > 0,

∈ [d−j , d+
j ], si Ej = 0, j ∈ J,

ũ(t) =





−1, si ∆(t) < 0,

+1, si ∆(t) > 0,

∈ [−1, +1], si ∆(t) = 0, t ∈ T,

et sa quasi-trajectoire correspondante x̃ = (x̃(t), t ∈ T ), du système ˙̃x = Ax̃ + bũ, x̃(0) = z̃.

On définit les ensembles suivants :

J∗ = {j ∈ JN : signEj 6= signEj(ṽ)},

T ∗ = {t ∈ T : sign∆(t) 6= sign∆(ṽ, t)},
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où Ej(ṽ), j ∈ J , et ∆(ṽ, t), t ∈ T , sont respectivement l’estimation et la co-commande corres-

pondant au couple {ṽ, SB}.
Construisons le vecteur :

λ(JB, TB) = P−1
B




D(I, J)z̃ +
∫ t1
0

p(t)ũ(t)dt− g

G(L, J)z̃ − γ


 .

Remarque 3.6.1. Si ‖λ(JB, TB‖ = 0, alors la quasi commande ṽ est admissible pour le problème

(3.1.12)-(3.1.16). Celle-ci est optimale si de plus on a J∗ = ∅ et |T ∗| = 0.

On choisit trois paramètres positifs µ1, µ2 et µ3. Ainsi, lorsque les inégalités suivantes

‖λ(JB, TB)‖ ≤ µ1, |Ej| ≤ µ2, |Ej(ṽ)| ≤ µ2, j ∈ J∗ et |T ∗| ≤ µ3, (3.6.37)

sont vérifiées, alors on passe à la procédure finale.

3.6.2 Changement de commande

Soient α1 > 0, α2 > 0 et h > 0 comme étant les paramètres de l’algorithme. Soient les

ensembles suivants :

J0 = {j ∈ J : |Ej| ≤ α1}, J∗ = {j ∈ J : |Ej| > α1}, où |J0| = K,

T0 = {t ∈ T : |∆(t)| ≤ α2}, T∗ = {t ∈ T : |∆(t)| > α2},

et subdivisons T0 en sous-intervalles [τi, τ
i], i = 1,M , tels que τi < τ i ≤ τi+1, T0 =

⋃M
i=1[τi, τ

i],

τ i − τi ≤ h, TB ⊂ {τi, i = 1,M}, u(t) = ui = const, t ∈ [τi, τ
i[, i = 1,M .

On pose K̄ = J0 ∪ {K + 1}, M̄ = {1, ..., M,M + 1}, d = (dj, j ∈ K̄), l = (li, i ∈ M̄), et on

construit une nouvelle commande v̄ = (z̄, ū) telle que :

z̄j =





zj + dj, d−j − zj ≤ dj ≤ d+
j − zj, j ∈ J0,

zj + dK+1(z̃j − zj), j ∈ J∗, 0 ≤ dK+1 ≤ 1,

et

ū(t) =





ui + li, t ∈ [τi, τ
i[, i = 1,M, l−i ≤ li ≤ l+i , i = 1,M,

u(t) + lM+1(ũ(t)− u(t)), t ∈ T∗, l−M+1 ≤ lM+1 ≤ l+M+1,

où

l−i = −1− ui, l
+
i = 1− ui, i = 1,M, l−M+1 = 0, l+M+1 = 1.
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L’acroissement de la fonctionnelle vaut :

∆J(v) = J(v̄)− J(v) = (Qx(t1) + c)′∆x(t1) +
1

2
∆x(t1)

′Q∆x(t1).

On calcule d’abord ∆x(t1) :

∆x(t1) = F (t1)(J, J)∆z +

∫ t1

0

q(t)∆u(t)dt

=
∑
j∈J0

F (t1)(J, j)dj + dK+1

∑
j∈J∗

F (t1)(J, j)(z̃j − zj) +
M∑
i=1

∫ τ i

τi

q(t)lidt

+ lM+1

∫

T∗
q(t)[ũ(t)− u(t)]dt.

On pose

fj = F (t1)(J, j), j ∈ J0, fK+1 =
∑
j∈J∗

F (t1)(J, j)(z̃j − zj),

qi =

∫ τ i

τi

q(t)dt, i = 1,M, qM+1 =

∫

T∗
q(t)[ũ(t)− u(t)]dt.

Donc

∆x(t1) =
∑
j∈J0

fjdj + fK+1dK+1 +
M∑
i=1

qili + lM+1qM+1

=
∑

j∈J0∪{K+1}
fjdj +

M+1∑
i=1

qili,

d’où

∆J(v) = (Qx(t1)+c)′(
∑

j∈J0∪{k+1}
fjdj+

M+1∑
i=1

qili)+
1

2
(

∑

j∈J0∪{k+1}
fjdj+

M+1∑
i=1

qili)
′Q(

∑

j∈J0∪{k+1}
fjdj+

M+1∑
i=1

qili).

(3.6.38)

Soient

rj = (Qx(t1) + c)′fj, j ∈ K̄, si = (Qx(t1) + c)′qi, i ∈ M̄,

Rj = Hfj, j ∈ K̄, Si = Hqi, i ∈ M̄.

On a alors

H∆x(t1) = 0 ⇒
∑

j∈K̄

Rjdj +
∑

i∈M̄

Sili = 0.
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On pose

Gj = G(L, j), j ∈ J0, GK+1 =
∑
j∈J∗

G(L, j)(z̃j − zj),

d’où

G∆z = 0 ⇒
∑

j∈K̄

Gjdj = 0.

Pour trouver d = (dj, j ∈ K̄) et l = (li, i ∈ M̄), on considère le problème de programmation

quadratique suivant appelé problème de support :

∆J(v) =
∑

j∈K̄

rjdj +
∑

i∈M̄

sili +
1

2
(
∑

j∈K̄

fjdj +
∑

i∈M̄

qili)
′Q(

∑

j∈K̄

fjdj +
∑

i∈M̄

qili) → min, (3.6.39)

∑

j∈K̄

Rjdj +
∑

i∈M̄

Sili = 0, (3.6.40)

∑

j∈K̄

Gjdj = 0, (3.6.41)

l−i ≤ li ≤ l+i , i = 1,M, 0 ≤ lM+1 ≤ 1, (3.6.42)

d−j − zj ≤ dj ≤ d+
j − zj, j ∈ J0, 0 ≤ dK+1 ≤ 1. (3.6.43)

On résoud ce problème par la méthode adaptée de programmation quadratique convexe. On

obtient un plan de support ε−optimal (dε
j , l

ε
i , J̄B, T̄B). La nouvelle commande v̄ = (z̄, ū) se

construit comme suit :

z̄j =





zj + dε
j , j ∈ J0,

zj + dε
K+1(z̃j − zj), j ∈ J∗,

et

ū(t) =





ui + lεi , t ∈ [τi, τ
i[, i = 1,M,

u(t) + lεM+1(ũ(t)− u(t)), t ∈ T∗,

satisfait ainsi l’inégalité J(v̄) ≤ J(v).

On calcule la nouvelle valeur de suboptimalité β(v̄, S̄B). Si β(v̄, S̄B) ≤ ε, alors la commande

v̄ = (z̄, ū) est ε−optimale ; sinon, cette procédure de changement de commande est répétée

jusqu’à ce que les conditions de passage à la procédure finale (3.6.37) soient vérifiées.

3.6.3 Procédure finale

Soit {v, SB} la commande de support obtenue dans la procédure précédante.

On calcule les fontions correspondantes x(t), ∆(t), ũ(t), x̃(t), ∆(ṽ, t), t ∈ T , et les vecteurs
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correspondants γ, E, z̃, E(ṽ). On considère que les conditions (3.6.37) sont satisfaites.

On désigne par J0 = {j ∈ J,Ej = 0}, avec |JB| ≤ |J0| = p ≤ n et T 0 = {t ∈ T : ∆(t) = 0} =

{θi, i = 1, s}, |TB| ≤ s ≤ n, avec θ0 = 0, θs+1 = t1. On suppose que ∆̇(θi) 6= 0, i = 1, s.

La procédure finale consiste à déterminer les vecteurs y = ν ∈ Rm+l, ξj = zj, j ∈ J0 et τ =

(τi, i = 1, s), en résolvant le système d’équations à (m + l + p + s) inconnues :





Hx̃(t1, τ)− g = 0,

∑
j∈J0 Gjξj +

∑
j∈J\J0 Gj z̃j − γ = 0,

Ej(y, ξ, τ) = 0, j ∈ J0,

∆(y, ξ, τ, τi) = 0, i = 1, s,

(3.6.44)

où

(E ′
j(y, ξ, τ), j ∈ J0) = y′




D(I, J0)

G(L, J0)


− (Qx̃(t1, τ) + c)′F (t1)(J, J0),

∆(y, ξ, τ, t) = y′up(t)− (Qx̃(t1, τ) + c)′q(t), t ∈ T ;

x̃(t, τ), t ∈ T , est la trajectoire construite selon la commande suivante ũ(t, τ), t ∈ T :

ũ(t, τ) =





−sign∆̇(θ1), si t ∈ [0, τ1[,

−sign∆̇(θi), si t ∈ [τi−1, τi[, i = 2, s,

sign∆̇(θs), si t ∈ [τs, t1].

(3.6.45)

On résoud le système (3.6.44) par la méthode de Newton en commançant par l’approximation

initiale

X1 = (y1, ξ1, τ 1) = (y, z(J0), T 0).

Pour des paramètres µ1, µ2 et µ3 positifs assez petits, la commande optimale v0 = (z0, u0) s’écrit :





z0 = (z0
j , j ∈ J), avec z0

j = ξj, j ∈ J0; z0
j = z̃j, j ∈ J \ j0;

u0(t) = ũ(t, τ), t ∈ T.
(3.6.46)

3.6.4 Schéma de l’algorithme

La méthode est résumée dans l’algorithme suivant :
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¨
§

¥
¦Algorithme 2 : Méthode adaptée pour le problème posé.

Debut

1. On suppose dés l’introduction que le système est commandable.

2. Soit {v, SB} une commande de support de départ admissible du problème (3.1.12)-(3.1.16).

– Déterminer la trajectoire admissible x(t), t ∈ T .

– Calculer D(I, J) = HF (t1).

– Calculer q(t) = F (t1)F
−1(t)b.

– Calculer p(t) = Hq(t).

– Calculer le vecteur des potentiels ν ′ = q′BP−1
B .

– Calculer le vecteur des estimations E ′ = ν ′




D(I, J)

G(L, J)


− (Qx(t1) + c)′F (t1).

– Calculer la co-commande ∆(t) = ν ′up(t)− (Qx(t1) + c)′q(t), t ∈ T .

– Calculer la valeur de la fonctionnelle J(v) = 1
2
x′(t1)Qx(t1) + c′x(t1).

3. Test d’optimalité de la commande de support de départ

– Calculer la valeur de suboptimalité β(v, SB), où

β(v, SB) =
∑

j∈J+
N

Ej(d
+
j −zj)+

∑

j∈J−N

Ej(d
−
j −zj)+

∫

T+
N

∆(t)(1−u(t))dt+

∫

T−N

∆(t)(−1−u(t))dt.

.

– SI β(v, SB) = 0, alors la commande de support {v, SB} est optimale ; aller à FIN.

– SI β(v, SB) ≤ ε, alors la commande de support {v, SB} est ε- optimale ; aller à FIN.

– SINON, aller en 4.

– FINSI.

4. Changement de la commande v en v̄

– Construire la quasi-commande ṽ = (z̃, ũ) avec :

z̃j =





d−j , si Ej < 0,

d+
j , si Ej > 0,

∈ [d−j , d+
j ], si Ej = 0, j ∈ J,

61



Contrôle Optimal d’un Système Avec Coût Quadratique et État Initial Libre

et

ũ(t) =





−1, si ∆(t) < 0,

+1, si ∆(t) > 0,

∈ [−1, +1], si ∆(t) = 0, t ∈ T,

et sa quasi-trajectoire correspondante x̃ = (x̃(t), t ∈ T ), x̃(0) = z̃,

– On définit les ensembles suivants :

J∗ = {j ∈ JN : signEj 6= signEj(ṽ)},

T ∗ = {t ∈ T : sign∆(t) 6= sign∆(ṽ, t)}.

– Construisons le vecteur λ(J̄B, T̄B) comme suit :

λ(JB, TB) = P−1
B




D(I, J)z̃ +
∫ t1
0

p(t)ũ(t)dt− g

G(L, J)z̃ − γ




SI ‖λ(JB, TB)‖ ≤ µ1, |Ej| ≤ µ2, |Ej(ṽ)| ≤ µ2, j ∈ J∗ et |T ∗| ≤ µ3, alors aller à la

procédure finale.

– Construire les ensembles :

J0 = {j ∈ J : |Ej| ≤ α1}, J∗ = {j ∈ J : |Ej| > α1}, où |J0| = K,

T0 = {t ∈ T : |∆(t)| ≤ α2} et T∗ = {t ∈ T : |∆(t)| > α2},

– subdiviser l’ensembles T0 en intervalles [τi, τ
i], i = 1,M ,

– Calculer les quantités suivantes fj, rj, Rj, j ∈ K̄ et qi, si, Si, i ∈ M̄

– Résoudre le problème suivant par la méthode adaptée : minimiser

∆J(v) =
∑

j∈K̄

rjdj +
∑

i∈M̄

sili +
1

2
(
∑

j∈K̄

fjdj +
∑

i∈M̄

qili)
′Q(

∑

j∈K̄

fjdj +
∑

i∈M̄

qili), (3.6.47)

∑

j∈K̄

Rjdj +
∑

i∈M̄

Sili = 0, (3.6.48)

∑

j∈K̄

Gjdj = 0, (3.6.49)

l−i ≤ li ≤ l+i , i = 1,M, 0 ≤ lM+1 ≤ 1, (3.6.50)

d−j − zj ≤ dj ≤ d+
j − zj, j ∈ J0, 0 ≤ dK+1 ≤ 1. (3.6.51)
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– Calculer la nouvelle commande de support {v̄, S̄B}, où

z̄j =





zj + dj, j ∈ J0,

zj + dk+1(z̃ − zj), j ∈ J∗,

et

ū(t) =





ui + li, t ∈ [τi, τ
i[, i = 1, M,

u(t) + lM+1(ũ(t)− u(t)), t ∈ T∗.

5. Test d’optimalité de la nouvelle commande de support {v̄, S̄B}
– Calculer la nouvelle valeur de suboptimalité β(v̄, S̄B),

– SI β(v̄, S̄B) = 0, alors la commande de support {v̄, S̄B} est optimale ; aller à FIN.

– SI β(v̄, S̄B) ≤ ε, alors la commande de support {v̄, S̄B} est ε- optimale ; aller à FIN.

– SINON, aller en 4.

– FINSI.

6. Procédure finale

7. Résoudre le système suivant par la méthode de Newton :





Hx̃(t1, τ)− g = 0,

∑
j∈J0 Gjξj +

∑
j∈J\J0 Gj z̃j − γ = 0,

Ej(y, ξ, τ) = 0, j ∈ J0,

∆(y, ξ, τ, τi) = 0, i = 1, s,

on prend comme approximation initiale le vecteur :

X1 = (y1, ξ1, τ 1) = (y, z(J0), T 0).

8. Déterminer la commande v0 = (z0, u0) :





z0 = (z0
j , j ∈ J), avec z0

j = ξj, j ∈ J0; z0
j = z̃j, j ∈ J \ j0;

u0(t) = ũ(t, τ), t ∈ T.

FIN.
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3.6.5 Exemple Numérique

Soit le problème de contrôle optimal suivant :

J(v) = J(z, u) =
1

2
x′(t1)Qx(t1) + c′x(t1) → min, (3.6.52)





ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3,

ẋ3 = u,

où x(0) = z ∈ X0 = {z ∈ R3, Gz = γ, d− ≤ z ≤ d+}, (3.6.53)

Hx(t1) = g, (3.6.54)

|u(t)| ≤ 1, t ∈ T = [0, t1], (3.6.55)

avec Q = I3, c =




1

0

0




, A =




0 1 0

0 0 1

0 0 0




, b =




0

0

1




, G =

(
1 −1 1

)
,

γ = 3, H =

(
0 1 0

)
, g = 3

2
, d− =




−2

−1

−2




, d+ =




+2

+1

+2




, n = 3,

m = 1, l = 1, I = {1}, J = {1, 2, 3}, L = {1}, t1 = 3.

Soit la commande v0 = (z0, u0) suivante :

z0 =




z0
1

z0
2

z0
3




=




2

−1

0




, u0(t) =





+1, si t ∈ [0, 1[,

−1, si t ∈ [1, 2[,

+1, si t ∈ [2, 3].

Montrons que cette commande est optimale dans le problème considéré.

Tout d’adord, notons que le système est commandable vu que rang(b, Ab, A2b) = 3.

La solution du système dynamique (3.6.53) est donnée par la formule de Cauchy :

x(t) = F (t)[z +

∫ t

0

F−1(τ)bu(τ)dτ ], t ∈ T,

où F (t) = exp(At) est une matrice carrée d’ordre n, solution du système différentiel homogène





Ḟ (t) = AF (t),

F (0) = In.
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On a donc

F (t) =




1 t t2

2

0 1 t

0 0 1



⇒ F−1(t) =




1 −t t2

2

0 1 −t

0 0 1




, F (3) =




1 3 9
2

0 1 3

0 0 1




.

Calculons

• q(t) = F (3)F−1(t)b =




1 3 9
2

0 1 3

0 0 1







1 −t t2

2

0 1 −t

0 0 1







0

0

1




=




t2

2
− 3t + 9

2

−t + 3

1




,

• p(t) = Hq(t) =

(
0 1 0

)



t2

2
− 3t + 9

2

−t + 3

1




= −t + 3,

• D(I, J) = HF (3) =

(
0 1 0

)



1 3 9
2

0 1 3

0 0 1




=

(
0 1 3

)
.

Sur [0, 1[, on a

x(t) = F (t)[z0 +

∫ t

0

F−1(τ)bu0(τ)dτ ]

=




1 t t2

2

0 1 t

0 0 1




[



2

−1

0




+

∫ t

0




1 −τ τ2

2

0 1 −τ

0 0 1







0

0

1




dτ
]

=




t3

6
− t + 2

t2

2
− 1

t




⇒ x(1) =




7
6

−1
2

1




.
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Sur ]1, 2], on a

x(t) = F (t)[x(1) +

∫ t

1

F−1(τ)bu0(τ)dτ ]

=




1 t t2

2

0 1 t

0 0 1




[



7
6

−1
2

1



−

∫ t

1




1 −τ τ2

2

0 1 −τ

0 0 1







0

0

1




dτ
]

=




− t3

6
+ t2 − t + 4

3

− t2

2
+ 2t− 1

−t + 2




⇒ x(2) =




2

1

0




.

Sur [2, 3], on a

x(t) = F (t)[x(2) +

∫ t

2

F−1(τ)bu0(τ)dτ ]

=




1 t t2

2

0 1 t

0 0 1




[



2

1

0




+

∫ t

2




1 −τ τ2

2

0 1 −τ

0 0 1







0

0

1




dτ
]

=




t3

6
− t2 + 3t + 2

3

t2

2
− 2t + 3

t− 2




⇒ x(3) =




31
6

3
2

1




.

D’où

Hx(3) =

(
0 1 0

)



31
6

3
2

1




=
3

2
= g.

Puisque z0 ∈ X0, la commande v0 = (z0, u0) est alors admissible.

Posons JB = {3}, JN = {1, 2}, TB = {1}.
A l’aide de l’ensemble SB = {JB, TB}, on forme la matrice :

PB =




D(I, JB) p(t), t ∈ TB

G(L, JB) 0


 =




3 2

1 0


 ⇒ P−1

B =




0 1

1
2
−3

2


 .

Calculons :
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• ν ′ = q′BP−1
B , q′B =

(
[(Qx(3) + c)′F (3)]j, j ∈ JB, (Qx(3) + c)′q(t), t ∈ TB

)
, on a

(Qx(3) + c) =




1 0 0

0 1 0

0 0 1







31
6

3
2

1




+




1

0

0




=




37
6

3
2

1




,

[(Qx(3) + c)′F (3)] =

(
37
6

3
2

1

)



1 3 9
2

0 1 3

0 0 1




=

(
37
6

20 133
4

)
,

[(Qx(3) + c)′F (3)]j,j∈JB
= 133

4
,

(Qx(3) + c)′q(t), t ∈ TB =

(
37
6

3
2

1

)



2

2

1




= 49
3
,

d’où q′B =

(
133
4

49
3

)
, donc

ν ′ =
(

133
4

49
3

)



0 1

1
2
−3

2


 =

(
49
6

35
4

)
=

(
ν ′u ν ′z

)
;

• E ′ = ν ′




D(I, J)

G(L, J)


− (Qx(3) + c)′F (3) =

(
49
6

35
4

)



0 1 3

1 −1 1


−

(
37
6

20 133
4

)
=

(
31
12

−233
12

0

)
;

• ∆(t) = ν ′up(t)− (Qx(3) + c)′q(t) = −37
12

t2 − 205
6

t + 231
4

.

On a bien 



E1 > 0 et z0
1 = 2 = d+

1 ,

E2 < 0 et z0
2 = −1 = d−2 ,

E3 = 0 et − 2 < z0
3 < +2,

∆(t) > 0 si t ∈ [0, 1[, et u0(t) = +1,

∆(t) < 0 si t ∈ [1, 2[, et u0(t) = −1,

∆(t) > 0 si t ∈ [2, 3], et u0(t) = +1.

Le critère d’optimalité étant vérifié, la commande v0 = (z0, u0) est donc optimale, avec

J(v0) = J(z0, u0) = 20.13.
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Conclusion

Les problèmes linéaires-quadratiques de contôle optimal ont plusieurs applications pratiques

et ils sont très souvent utilisés pour une approximation effective des problèmes non linéaires.

Notre travail a consisté en la résolution d’un problème de contrôle optimal d’un système dy-

namique linéaire avec un coût quadratique et un état initial libre, et ce, en utilisant la méthode

adaptée de programmation quadratique convexe. Pour cela, nous avons commencé par une intro-

duction aux systèmes linéaires et à la commande optimale, ensuite, nous avons donné quelques

notions classiques importantes sur la programmation quadratqiue convexe.

En s’inspirant de la méthode directe de support en programmation quadratique convexe et

des travaux de R. Gabassov, F.M. Kirillova, O.I. Kostyukova, V.M. Raketsky ainsi que ceux de

M.O. Bibi, A.Faradji, N. Abassi et B.Brahmi, nous avons développé une méthode de résolution

d’un problème de contrôle optimal avec un état initial mobile appartenant à un polyèdre.

Notre travail peut être développé dans plusieurs axes, en particulier, en élaborant une méthode

duale pour la résolution d’un problème de contrôle optimal d’un système dynamique linéaire avec

un coût quadratique, un état initial libre, un signal de sortie borné et une commande vectorielle.
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timale Multivariable.-Actes du Premier Colloque Maghrébin sur les Modèles Numériques de
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Résumé

     Le but de ce mémoire est de développer une méthode de résolution pour un problème de 

contrôle optimal d’un système dynamique linéaire avec coût quadratique et état initial libre. 

Après avoir donné une introduction aux systèmes dynamiques linéaires et à la commande 

optimale, nous avons présenté quelques notions sur la programmation quadratique convexe, 

ainsi que  la méthode adaptée de  programmation quadratique convexe. Ensuite, nous avons 

développé un algorithme de résolution d’un problème de contrôle optimal avec un état initial 

mobile appartenant à un polyèdre.

Mots-clés : Systèmes dynamiques linéaires, Contrôle optimal, Méthode adaptée de 

programmation quadratique, Etat initial libre.

  

Abstract

      The purpose of this thesis is to develop a solution method for optimal control problem of a 

linear dynamical system with quadratic cost and free initial state. After giving an introduction 

to linear dynamical systems and optimal control, we presented some ideas on convex 

quadratic programming, as well as the adaptive method of convex quadratic programming. 

Then, we developed an algorithm for solving a problem of optimal control with a free initial 

state belonging to a polyhedron.

Keywords: Linear Dynamic Systems, Optimal Control, Adaptive Method of Convex 

Quadratic Programming, Free Initial State.
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