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Introduction Générale

Ces dernieres années, de nombreuses approches d’approximation ont été développées pour
I'analyse des modeles stochastiques (Chaines de Markov, Files d’attente, Fiabilité, Stocks,
Risques, ...).

Les problemes posés par les utilisateurs et les concepteurs des systemes complexes sont
d’ordre divers. Pour résoudre ces problemes, on fait souvent recours a des méthodes d’ap-
proximation qui consistent a assimiler le systéeme complexe a un systeme plus simple, analyti-
quement exploitable, qui lui est proche dans un certain sens. Si 'approximation est possible,
il est également important d’avoir une idée de l'’erreur commise sur les caractéristiques du
systeme. Cette problématique est particulierement importante dans ’analyse de certains types
de systemes complexes ou la précision sur les caractéristiques du systeme peut avoir des inci-
dences majeures. De plus, on s’est vite apercu que l'incertain était un élément incontournable
dans toutes les applications pratiques, d’ou la place importante qu’y occupent aujourd’hui les

processus stochastiques [92].

Actuellement, une réelle prise de conscience de la nécessité de cohabiter au mieux avec
de l'incertain et de se servir pour y parvenir de tous les outils a disposition et en particu-
lier des mathématiques. Parmi les processus stochastiques les plus importants, on trouve ”les
chaines de Markov”. Ces processus sont a la base des modeles de recherche opérationnelle, en
particulier dans la gestion des stocks et la modélisation de systemes de production [23]. Les
chaines de Markov constituent en outre le point de départ de la ”théorie des files d’attente”.
Congcue au début du siecle passé pour modéliser les phénomenes de congestion dans les réseaux
téléphoniques, cette théorie connait un nouvel essor avec ses applications en informatique, en
télécommunications et surtout dans le contexte de U'internet [32]. Par conséquent, les modeles

de files d’attente sont reconnus largement comme outil puissant pour I'analyse et I'optimisation
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de performances des systemes a flux discret, tels que les systemes informatiques et les réseaux
de communication. L’analyse stochastique (méthodes exactes [26, 70], méthodes d’approxima-
tion [110]), donnent une structure conventionnelle de formulation et résolution des modeles de
files d’attente.

Peu de systemes et réseaux de files d’attente ont une solution simple ou des résultats analy-
tiques exploitables. Des solutions ont pu étre obtenues pour certains cas particuliers de systemes
et réseaux de files d’attente. Cependant, méme dans ces cas, la complexité des formules analy-
tiques ne permet pas de les exploiter dans la pratique. C’est pour cela qu’on s’intéresse d'une
maniere générale soit :

e (P1) Aux problemes de troncature;

e (P2) Aux problemes de stabilité ou d’obtention des bornes de perturbation ;

e (P3) Aux approximations numériques.

En pratique, les méthodes numériques sont applicables dans le cas de réseaux lequel avec
un nombre fini d’états. Ce nombre fini peut étre obtenu par troncature dans le cas ou il ne
le serait pas initialement. La non influence devra étre validée en augmentant les limites de
troncature et en recalculant les probabilités stationnaires du modele, les valeurs ne doivent pas

en étre impactées (dans une certaine mesure).

La méthode de troncature des chaines de Markov est une approche d’approximation basée
sur le principe de tronquer l'espace des états infini d’'une chaine de Markov. Dans ce sens, la
troncature de 'espace des états est souvent exigée dans les calculs qui concernent les chaines

de Markov infinies.

L’étude d’approximation de la distribution stationnaire d’une chaine de Markov infinie par
des chaine de Markov finies a ét¢ initiée par Seneta [94] en 1968. Depuis les travaux de cet auteur
a ce jour, plusieurs résultats ont été obtenus. Les issues générales liées a cette problématique
sont discutées dans [27].

L’une des catégories de modeles de files d’attente la plus adéquate a la modélisation fidele

des situations d’attente réelles est celle des modeles d’attente avec vacances du serveur.
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Comme tous les modeles stochastiques, les systemes de files d’attente avec vacances des

serveurs peuvent étre décrits par une chaine de Markov [39, 76].

Depuis les travaux des Takagi [106], plusieurs auteurs ont investi I’étude des modeles de
files d’attente avec vacances et service exhaustif [76]. Les issues générales liées aux systeémes
de files d’attente avec vacances et service exhaustif sont discutées dans [76]. En raison de la
structure complexe des vacances du serveur, il est difficile d’obtenir des résultats analytiques
exploitables. Des solutions ont également pu étre obtenues pour certains cas particuliers
de systemes de files d’attente avec vacances. Cependant, méme dans ces cas, la complexité
des formules analytiques ne permet pas de les exploiter dans la pratique. C’est le cas de la
transformée de Laplace-Stieltjes ou de la fonction génératrice de la distribution stationnaire
de la taille du systéme qui ne sont pas disponibles sous formes explicites [76]. C’est pour cela
que, lors de la modélisation d’un systeme réel, on est souvent amené a remplacer les éléments
stochastiques réels mais compliqués gouvernant le systeme, par d’autres éléments plus simples.
Ces derniers sont supposés étre, dans un certain sens, proches des éléments réels. Le modele
ainsi utilisé représente une ”idéalisation” du systeme réel, d’ou 'apparition du probleme de

”stabilité”.

"Un systeme de files d’attente est dit stable, lorsqu’une petite perturbation dans ses

parametres entraine une petite perturbation dans ses caractéristiques.”

Dans la littérature, il existe plusieurs résultats sur les bornes de perturbation des chaines
de Markov. Les principaux résultats sont résumés par Heidergott et Hordijk [55]. Une partie
de ces résultats concerne 'analyse de la sensitivité de la distribution stationnaire des chaines
de Markov homogenes a espace d’états fini (voir Heidergott et al. [53]), et les bornes de per-
turbations sont obtenues en utilisant les méthodes d’analyse matricielle ; voir le papier de Cho
et Mayer [33]. Un autre groupe englobant des bornes de perturbation pour les distributions
stationnaires des chaines de Markov a temps fini avec un espace d’états général ; voir Rachev
[88] et Aissani et Kartashov [65]. Dans ces travaux, les bornes de perturbation pour des chaines

de Markov générales sont exprimées en fonction des coefficients d’ergodicité du noyau de transi-
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tion itéré, qui sont difficile a calculer pour des espaces d’états infinis. Ces résultats sont obtenus
en utilisant des opérateurs théoriques et des méthodes probabilistes. Quelques méthodes parmi
celles-ci nous permet d’obtenir des estimations quantitatives en plus de I'affirmation qualitative

de la continuité.

Ce mémoire est structuré de la maniere suivante :

> Le premier chapitre comprend quelques rappels sur les systemes de files d’attente et une
synthese des principaux résultats analytiques sur les techniques de troncature dans les

chaines de Markov a espace d’états infini.

> Dans le deuxieme chapitre, nous présentons d’abord, les principaux résultats obtenus
dans le cadre des méthodes de stabilité des modeles stochastiques, nous exposons ensuite,
les criteres de la méthode de stabilité forte des chaines de Markov [64, 80], ainsi que les

principaux résultats obtenus dans ce cadre.

> Le troisieme chapitre est consacré a la présentation de quelques définitions est généralités
sur les formules de développement en séries de Taylor. Une attention particuliere sera

portée aux différentes versions des restes de ces developpements.

> Le quatrieme chapitre représente la partie pratique du mémoire, ou nous appliquons la
méthode de toncature censurée au systeme d’attente M/G/1 avec vacances du serveur et,
nous présentons les résultats obtenus lors d’application de la méthode de stabilité forte.
Ce chapitre se termine par I'approximation de la distribution stationnaire du systeme
M/G/1/N avec vacances du serveur par la méthode du développement en séries de Taylor

[6, 52].

> Le travail s’acheve par une conclusion mettant ’accent sur les perspectives et les direc-

tions de recherche induites par les résultats obtenus.



Chapitre 1

Troncature dans les chaines de Markov

Introduction

La théorie des chaines de Markov s’est avérée étre un outil puissant pour une variété de
modeles pratiques ont été ainsi analysé comme dans la communication, la fabrication et la
fiabilité. En particulier, le comportement d’état d’équilibre est fréquemment d’intérét princi-
pal. Les expressions analytiques a cet effet sont disponibles seulement dans un nombre limité
d’applications, de sorte que des procédures informatiques telles que 'approximation successive
doivent étre employées. Dans la pratique, cependant, on rencontre souvent des espaces d’états
grands ou infinis tels que dans une file d’attente infinie a un serveur ou un systeme d’entretien
avec une vie illimitée a priori. La troncature de I'espace d’états devient alors nécessaire.

Bien que la technique de la troncature de I'espace d’états soit un dispositif commun dans la pra-
tique, 'appui théorique en termes d’ordres d’exactitude ou taux de convergence semble a peine
disponible. Les chaines de Markov sont connues pour étre de puissants outils de modélisation.

Cependant, la modélisation des situations réelles, nous conduit a utiliser des espaces d’états
tres grands (probleme d’espace de stockage, probleme du temps de calcul). Ce qui nous mene
a réduire l'espace d’états. Cette procédure s’appelle ”troncature”.

La troncature de I'espace d’états est fréquemment exigée pour des calculs pratiques de chaines
de Markov a espace d’états grands ou infinis. Dans le présent chapitre, nous allons présenter
quelques travaux sur le probléeme de troncature des chaines de Markov.

Le principe de la méthode de troncature consiste a approcher la distribution stationnaire
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d’une chaine de Markov a espace d’états infini, si elle existe, par celle d’'une chaine de Markov
a espace d’états fini. Cela se fait par troncature d’espace d’états de la chaine originale tout en
utilisant plusieurs techniques comme 'augmentation linéaire, la renormalisation et la méthode
de chaine de Markov censurée (CMC), etc [63, 99, 116].
L’application de cette approche est devenue importante et, dans certains cas indispensable, ou
en général des modifications sur I'espace d’états du systeme peuvent étre suggérées pour obtenir
des bornes d’erreurs simples ou des approximations faciles a calculer [101].

Approcher une chaine de Markov a espace d’états dénombrable a ’aide d’une chaine de
Markov a espace d’états fini est un sujet difficile et souvent intéressant, qui a attiré I'attention

de nombreux chercheurs [94, 96, 111].

Pour le calcul de la distribution stationnaire, quand elle existe, d’une chaine de Markov a
espace d’états dénombrable, la matrice de probabilités de transition de la chaine de Markov
doit étre dans un premier temps réduite a une matrice de taille finie. Ensuite, nous calculons
la distribution stationnaire de cette chaine de Markov a états finis comme une approximation
de celle d'une chaine de Markov a espace d’états dénombrable. Nous nous attendons a ce que
le niveau de troncature (ou la taille) augmente a 'infini, la solution pour la chaine de Markov
finie converge vers celle de chaine de Markov a espace d’état dénombrable.

Bien que de nombreux problemes d’application justifiant cette convergence pourrait étre établie
par des significations physiques du ”fini” et des chaines de Markov a espace d’états dénombrable,

il n’est pas toujours facile de justifier formellement cette affirmation [56, 111].

Notes bibliographiques

Le principe de la troncature a été introduit en 1913 par Riesz [90]. Dans son contexte
initial, il consiste en ”résolution d’un systéme constitué d’une infinité d’équations linéaires avec
un nombre infini d’inconnus, le systeme est alors limité aux n premieres équations, et le reste
étant négligées”.

L’étude d’approximer les probabilités stationnaires d’une chaine de Markov infinie par des
chaines de Markov finies a été initiée par Seneta [94] en 1968. De nombreux résultats mis a jour

ont été obtenus par lui et ses collaborateurs. La plupart de leurs résultats sont présentés dans
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un papier de Gibson et Seneta [99]. D’autres références peuvent y étre trouvées dans un autre
papier [100] publié la méme année par les mémes auteurs.

D’autres chercheurs ont utilisé des approches différentes a celle de Seneta ; voir [48, 56, 111].
Par exemple, Heyman [56] fournit un traitement probabiliste du probleme. Plus tard, Grass-
mann et Heyman [48] justifiaient la convergence pour les chaines de Markov infinies. En ce
qui concerne d’autres questions plus générales sur 'approximation d’une chaine de Markov a
espace d’état dénombrable, ont été introduite dans le livre de Freedman [43].

Des conditions qui garantissent la convergence sont données par Van Dijk [37], le méme
auteur a appliqué la troncature pour le réseau de Jackson [36] et, aux chaines de Markov a
temps continu [38]. Zhao et liu [75] se sont intéressés a déterminer quelle méthode d’augmen-
tation fournit la meilleure approximation lorsque la convergence a été établie. Une analyse
numérique montre souvent que la méthode d’augmentation de la derniere colonne fournie la
meilleure approximation. Gibson et Seneta [99] semblent croire a une telle conclusion apres la
comparaison de cinq méthodes différentes d’augmentation pour la chaine de Markov. Basé sur
les résultats d’analyse disponible, on ignore quelle méthode d’augmentation est la meilleure au
sens de minimisation de la somme absolue d’erreurs.

D’autre part, Zhao et liu [75] ont :

(a) montré analytiquement que pour n’importe quel niveau de troncature donné la chaine
de Markov censurée donne la meilleure approximation au sens de comparaison des erreurs

absolues commises ;

(b) montré, sur exemple, que la méthode d’augmentation de la derniére colonne n’est pas
toujours la meilleure méthode de troncature.
Ainssi, plusieurs auteurs ont utilisé cette méthode ; voir [42, 73, 75, 113, 114].
En 2012, Adel et al. [7] ont utilisé la méthode de stabilité forte afin d’estimer I’erreur commise
lors de la troncature d’espace d’états de la chaine de Markov décrivant un réseau de files
d’attente constitue de deux files en tandem avec blocage et dépendance.

Les problemes de convergence de la distribution stationnaire de la chaine de Markov

tronquée vers la distribution de la chaine originale (a espace d’états infini) ont été déja abordé
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dans les années 1960 par Seneta [94]. Une étude détaillée de ces résultats de convergence aussi
bien qu'une revue globale de littérature relative peut étre trouvée dans l'article de Seneta
[96]. Dans cette derniere référence, le méme auteur a obtenu quelques estimations des erreurs
induites par la troncature d’espace d’états infini, sans donner une précision sur la robustesse
des bornes obtenues. Dans le méme axe de recherche, Schweitzer [93], Meyer [79] et Van Dijk
[36] ont obtenu plusieurs bornes de perturbation, tout en considérant des démarches différentes

de la troncature des chaines de Markov infinies.

Des bornes explicites d’erreur sont obtenues par Van Dijk [37] pour les systeémes bi-
dimentielle ( Overflow model, Tandem queue). Ces bornes garantissent un taux de convergence
pendant que la limite de troncature tend a l'infini et permettent de déterminer une limite de

troncature de priori pour n’importe quelle exactitude désirée.

1.1 Quelques rappels sur les systemes de files d’attente

A la différence du calcul des probabilités, qu’on peut considérer comme étant le traitement
mathématique de la notion intuitive du "hasard”, les processus stochastiques fournissent des
modeles mathématiques de phénomenes aléatoires dont la dépendance du temps (ou d’'un autre
parametre) joue un role prépondérant.

Dans cette section, nous introduisons quelques concepts fondamentaux de la théorie des

processus aléatoires et de la théorie des files d’attente.

1.1.1 Processus stochastiques

Les processus aléatoires décrivent 1’évolution d’une grandeur aléatoire en fonction du temps.
Il existe de nombreuses applications des processus aléatoires notamment en physique statis-
tique (par exemple le ferromagnétisme, les transitions de phases, etc), en biologie (évolution,
génétique et génétique des populations), médecine (croissance de tumeurs, épidémie), et bien
entendu les sciences de I'ingénieur. Dans ce dernier domaine, les applications principales sont
pour ’administration des réseaux, de l'internet, des télécommunications et bien entendu dans

les domaines économiques et financiés.
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L’étude des processus aléatoires s’insere dans la théorie des probabilités dont elle constitue
I'un des objectifs les plus profonds. Elle souleve des problemes mathématiques intéressants et

souvent tres difficiles.

Définition 1.1.1. [19] On appelle processus stochastique une famille indexée { Xyt € T} de
variables aléatoires définies dans le méme espace de probabilité (2, F,P) et a valeurs dans
lespace mesurable (E,E), t € T représente une date.

Lorsque T C 7, on parlera de processus a temps discret (suite stochastique) notée (X, )nez €t

lorsque T est un intervalle I C R, on parlera de processus a temps continu.

Définition 1.1.2. [92] On appelle espace des états (des phases) l'ensemble E ot les variables
X, prennent leurs valeurs. L’ensemble E peut étre discret ou continu. Par conséquent, on

distingue quatre types de processus :
1. Suite stochastique a espace d’états discret;
2. Suite stochastique a espace d’état continu;
3. Processus continu a espace d’état discret ;
4. Processus continu a espace d’état continu.

La loi d’'un processus stochastique est caractérisée par la donnée de la loi du vecteur qui lui

est associé.

Définition 1.1.3. [92] Un processus stochastique {&;t > 0} est strictement stationnaire,
si V(to,...,tn) € RVT € R : F(&py--y&,) = F(&otrs -3 &t,40), 0u F est la fonction de

répartition de la variable aléatoire &;.

Définition 1.1.4. [92] Un processus stochastique {&;;t > 0} est a accroissement stationnaire
(homogéne), si

Vt1,to e R,VA € R Xy — Xiyyn et Xy, — Xy, sont des variables aléatoires de méme lo.

1.1.2 Processus markoviens

Les chaines de Markov sont des classes de processus aléatoires qui se caractérisent par la
propriété que 1’état présent du processus résume toute l'information utile pour connaitre son

évolution future.
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L’analyse des chaines de Markov est un préliminaire nécessaire a ’étude des systemes de files

d’attente.

Chaine de Markov a temps discret

Définition 1.1.5. [19] On appelle chaine de Markov a temps discret un processus stochastique
a espace d’état discret et a temps discret et qui vérifie la propriété d’absence de mémoire c-a-d :
Un processus stochastique { X, }nen @ valeurs dans l'espace mesurable (E, &) est markovien si

et seulement s’il vérifie la propriété de Markov :
]P)(Xn+1 - j/Xn - Z-,anl - 7,-71,17 “e 7X0 == Zo) = P(Xn+1 == j/Xn == Z), (11)

pour tout n € N, pour tout état j et pour toute suite d’états ig,...,i,_1, ¢ pour lesquels la

probabilité conditionnelle a un sens.

On peut alors définir la probabilité de transition d’un état i vert un état j, par p;; :

pij = P(Xn = j/Xn-1 =), vn €N, (1.2)

La matrice de transition P = (p;;); jer est une matrice carrée d’ordre fini ou infini.

1.1.3 Propriétés fondamentales
a. Probabilité de transition

Soit pz(-;”) la probabilité qu’une chaine de Markov passe de I’état ¢ a 1’état j en n transitions

ou étapes :

P =P(X, =j/Xo=i), n>1, (1.3)

en utilisant ’algebre des événements, on a :

P = pn, n=12.3,... (1.4)

De facgon plus générale, la relation matricielle

Pan — ]gn—i-m7
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s’écrit maintenant

p =" Ghie B, m>1, n>1). (1.5)
keE

Ce systeme d’équations est connu sous le nom d’équations de Chapman-Kolmogorov.

b. Loi de probabilité de X,

Nous introduisons les probabilités d’états :

me(n) = P(X, = k) (n=0,1,2,..., k=1,2,3,...). (1.6)

La distribution de X,, peut alors étre écrite sous forme de vecteur-ligne :

w(n) = (m(n), me(n),...), (1.7)

dont la somme des termes vaut 1.
Pour calculer 7(n), on doit connaitre la distribution initiale 7(0) et la matrice de transition P ;

ces probabilités d’états définissent le régime transitoire d’un phénomene aléatoire :

7(n) = m(0)P", n e N. (1.8)

Lorsque la limite suivante existe :

lim 7w(n) =, (1.9)

n—o0

on définit le régime permanent du processus, indépendant de la distribution initiale.

1.1.4 Classification des états d’une chaine de Markov

On peut classifier les états d’une chaine de Markov en utilisant son graphe associé.

Définition 1.1.6. [92] Soient i, j deux états de E, on dit que j est accessible a partir de i, s’il

existe un chemin de i vers j dans le graphe de transition.
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Définition 1.1.7. [92] Si j est accessible a partir de i et i est accessible a partir de j, alors i
et j sont dits communiquants.
La relation R : 71 et 7 communiquent” est une relation d’équivalence. Les classes d’équivalence

de R sont les composantes fortement connezxes du graphe de transition.

Définition 1.1.8. [19] Un ensemble d’états C est fermé si,
Vie C et Vj alors p;j = 0.

Propriété 1.1.1. [19]
Vn>0VieC: Y p=1, (1.10)
jec
c-a-d : au bout de n transitions on est toujours dans C.
Périodicité
Définition 1.1.9. [?] Un état i est dit périodique de période d(i), si
d(i) = pged({n > 1:p > 0}) > 1. (1.11)
Si
d(i) =1, (1.12)
alors i est dit "apériodique”.
On représente le graphe correspondant, et grace a celui-ci on détermine la nature des états
de la chaine comme suite :
(i) les sommets dans le graphe qui possedent des successeurs sont appelés classes transitoires ;
(ii) les sommets qui ne possedent pas des successeurs sont appelés classes récurrentes;

(iii) parmi les classes récurrentes celle qui ne contiennent qu’un état sont appelées classes

absorbantes.

Chaine de Markov irréductible

Définition 1.1.10. [19] Une chaine de Markov est dite irréductible, si elle ne contient aucun

ensemble fermé (autre que celui de tous ces états).

Propriété 1.1.2. [19] Dans une chaine de Markov irréductible tous les états communiquent et

sont de méme nature.
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1.1.5 Comportement asymptotique

On dit qu’une chaine de Markov converge vers m ou possede une distribution limite 7 si,

lim 7(n) = 7. (1.13)

n—00

Théoréeme 1.1.1. [92] Si la matrice de transition P est telle qu’une au moins de ses puissances

n’a que des termes strictement positifs, alors

w(n) — m,

quelle que soit la distribution initiale 7(0), et

Pt = P*,
lorsque n — oo. La distribution m est un vecteur de probabilité strictement positif, et P* une

matrice dont toutes les lignes sont identiques au vecteur limite w. En plus

TP* = .

1.2 Principe de la troncature des chaines de Markov

Soit P = (p;j)i ;>0 une matrice stochastique infinie, irréductible et récurrente positive, elle
admet donc une distribution stationnaire unique @ = (7;);>0. Le calcul de cette distribu-
tion étant en général difficile sinon impossible, il est souhaitable de disposer d’approximations
simples et convergeant rapidement vers cette distribution.

Pour cela, une solution consiste a approcher P par une matrice stochastique finie P,.

Considérons le coin nord-ouest d’ordre n de la matrice P :

T, = (pij)o<ij<n-—1-

P étant irréductible, il existe au moins une ligne ¢ pour laquelle :

n—1
Z Dij < 1.
=0
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Si bien que la matrice tronquée T}, n’est pas stochastique.
A partir de la matrice 7,,, on construit une matrice stochastique P,, = (py, (%, j))o<i j<n—1 vérifiant
P, > T,, c’est-a-dire p,,(i,7) > p;j pour 0 < i,j < n—1; cela peut se faire en utilisant plusieurs
techniques de troncature.

Principales techniques de la troncature

La matrice stochastique P, qui représente la chaine de Markov tronquée peut étre obtenue

avec 'application de plusieurs techniques de troncature. Parmi ces techniques on distingue :

1.2.1 Technique de la chaine de Markov censurée (CMC)

La théorie des CMC permet de donner un cadre théorique a I’analyse des espaces d’états issus
de la génération partielle d'une chaine de Markov ergodique ou absorbante. C’est typiquement
ce qui se passe implicitement dans une simulation ou explicitement quand on génere les états
en tronquant la chaine lorsqu’elle est trop grande.

Les chaines de Markov censurées ont d’abord été considérées en 1958 par Lévy [72]. Depuis
lors, les chaines de Markov censurées ont été jugées tres utiles dans différents aspects de ’étude
des chaines de Markov. Cette technique a été aussi utilisée dans [73]. En 1966, Williams [110] I'a
également présenté comme une nouvelle technique d’obtention des approximations. Récemment,
Grassmann et Heyman [48] ont utilisé cette technique pour faire face a 1’élimination de bloc
pour les matrices de probabilités de transition des chaines Markov infinies. D’autres résultats
ont été présentés dans [43].

Zhao et Liu [75] ont montré que CMC est la meilleure méthode pour I'approximation d’une
chaine de Markov a espace d’états infini dans la mesure ou la somme des erreurs des probabilités
stationnaires est le minimum pour un niveau de troncature donné.

En général, il n’existe aucun moyen facile de calculer la matrice de probabilités de transition

de la chaine de Markov censurée de la chaine de Markov originale [43].

Définition 1.2.1. [/2] Considérons une chaine de Markov a temps discret {X;;t = 1,2,...}
et a espace d’états S. Considérons une partition de E = S U S et S NS¢ = (). Supposons que
les wvisites successives de S par X; se produisent aux instants 0 < t; <ty <....

La chaine

(X7 u=1,2,...}
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est appelée chaine de Markov censorée.

La technique de CMC

Soit la chaine de Markov {X,;n =0, 1,2,...} a temps discret (CMTD) définit dans I’espace
états dénombrable £ = {0,1,2,...}. Soit S = {0,1,2,..., N — 1} un sous-ensemble de S et S°
est son complémentaire dans S. Pour simplifier la présentation, nous supposons ici que 1’espace
d’états est fini et notons |S| = N. Soit P la matrice de transition de la chaine de Markov

{X,;n=0,1,2,...}, on considere la partition de I'espace d’états pour définir la matrice P par

bloc.

Théoréme 1.2.1. [11}] Soit P la matrice de transition de la chaine de Markov

{X,;n=0,1,2,...} partitionnée en deux sous-ensembles S et S¢ :

T U
V. Q
Donc, le processus censuré est une chaine de Markov, dont la matrice de probabilités de

transition est donnée par :

Ps=T+UQV, (1.14)
ou Q=73 Q.
k=0
Remarques. [73] Sur la base de la discussion ci-dessus sur les chaines de Markov censurées,

une interprétation probabiliste pour chaque composante de la matrice Ps est donnée comme

suit :
1. Q = (Gij) est le nombre prévu de visites a 'état j € S¢ avant d’entrer dans S, étant donné
que la chaine de Markov commence dans l’état 1 € S¢;

2. UQ = (uq);; est le nombre prévu de visites a l'état j € S¢ avant de retourner a S, étant

donné que la chaine de Markov commence dans l’état 1 € S ;

3. QV = (Gv);; est la probabilité que lors de l'entrée en E du premier état visité j € S, étant
donné que la chaine de Markov commence dans l’état i € S¢;
4. UQV = (uqu);; est la probabilité que son retour a S du premier état visité j € S, étant

donné que la chaine de Markov commence dans l’état j € S.
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Lemme 1.2.1. [115] Si une chaine de Markov est irréductible, alors sa chaine censurée [’est
aussi.

Si P est ergodique et ayant une probabilité stationnaire my,, alors la probabilité stationnaire 7
de la chaine de Markov censurée est définie par :

s

zi%awes. (1.15)
i€k
Théoréme 1.2.2. [75]
Nous supposons que S¢ ne contient pas les classes réductibles (de sorte que la matrice I — Q)
est réquliére ot I est la matrice identité). Ensuite, la matrice de probabilités de transition de la
chaine censurée, souvent aussi appelée le complément stochastique de la matrice P, est donnée

par :

Pgy=T+U(I-Q)"'V. (1.16)

Le second terme du coté droit représente les probabilités des chemins qui renvoient a 'en-
semble E par les états de S°.
Dans plusieurs problemes, la taille de la matrice de probabilités initiale P rend la construc-

tion des quatre blocs plus complexe en terme de temps et d’espace de stockage.

1.2.2 Technique de 'augmentation linéaire

Dans ce type de techniques, la masse de probabilité perdue lors de la troncature de P est
redistribuée sur les colonnes de 7T,,, plus précisément :

Soit A, = (an(?,7))o<ij<n—1 une matrice stochastique quelconque, on pose :

pu(i.j) = pij+an(ij) Y piw, pour 0<ij<n-—1 (1.17)
k>n—1

En particulier, selon la structure de la matrice A,,, on obtient :
> Augmentation de la premiere colonne seulement si a,(7,0) =1 pour 0 <i <n —1;
> augmentation de la derniére colonne seulement si a,(i,n — 1) =1 pour 0 <i <n —1;

> augmentation uniforme des colonnes seulement si a, (i, j) = % pour 0 <i,5 <n-—1;
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> on peut aussi prendre A, une matrice dont toutes les lignes sont identiques [101];

> encore, plus simplement, on peut choisir A,, booléenne [37].
Exemple

On définit la matrice P = (p;;); ;>0 qui représente le modele original comme suit :

Poo Po1 DPo2
p— Pio P11 D12
D20 P21 P22

Si on suppose que cette matrice stochastique a espace d’états infini, irréductible et récurrente

positive. Elle admet donc une distribution stationnaire unique 7 = (7;),;>0.

On considere ”le coin Nord-Ouest” d’ordre n de la matrice P donné par :

I, = (pij)ogi,jgnfL
Poo Po1 Po2 0 Pon—1
P1o P11 P12 T Pin—1
T, = P20 P21 P22 - P2n-1
Pn-10 Pn-11 Pn-12 °°° DPn-1n-1

P étant irréductible. Supposons qu’il existe au moins une ligne 7 pour laquelle :
n—1
sz‘j < 1
§=0

alors la matrice tronquée T,, n’est pas une matrice stochastique. A partir de T}, on construit
une matrice stochastique P, = (p,, (%, 7))o<i j<n—1 Vérifiant P, > T,,, c’est-a-dire que
pn(i,j) 2 py pour 0 <i,j <n—1.
Pour la technique de 'augmentation linéaire, la matrice P, est calculée comme suit :
pa(i ) =py +ali,j) Y pi, pour 0<ij<n-—1, (1.18)

k>n—1

99 299
1

oll, Y ... 1 ik représente la masse de probabilité perdue sur la ligne lors de la troncature
de P. Cette masse de probabilité est redistribuée sur les colonnes de T, selon la définition d’une

certaine matrice stochastique A, telle que :
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Qoo 10 Qo2 s Aon—1
aio ay Q12 ce Q24
An = 20 21 Q22 ce a34
Qp—-10 QAp—-11 Apn—-12 *°° Qp—1n-1
Posons
S(ik) = E Diks 0<i<n-1. (1.19)
k>n—1

Alors, la matrice P, s’écrit comme suit :

Poo + A0S (0,k) Po2 + A025(0,k) e Pon—1 + Qon—15(0,k)

P10 + A105(1,k) P11+ A115(1,k) e Pin—1 + Q1n—15(1,k)

Py = P20 + A205(2,k) P22 + a225(2,k) e Pan—1 + Q2n—15(2,k)
Pn—10 + @n—105(n—1,k) Pn—11 T n-115(n—1k) *°° DPn—1in—1 T Qn-1n—1S(n—1,k)

e Augmentation de la premiére colonne [63]
Pour le cas de 'augmentation de la premiére colonne, on prend ag(i,0) = 1 pour 0 <7 <

n — 1. Alors A,, s’écrit sous la forme suivante :

100 --- 0
100 --- 0
A,=1100 --- 0 |,
100 --- 0
et la matrice P, sera donnée comme suit :
Poo+ D Dok Dot Po2  *°  DPon-1
k>n—1
Po+ Y Dk P11 P12 o Pin-1
k>n—1
P, = P2+ D Dok D21 P2 Papg
k>n—1
pn—10_+ E: Pn—1k DPn-11 Pn-12 °°° DPn—1n—-1

k>n—1
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e Augmentation de la derniére colonne [94]
De méme, pour le cas de 'augmentation de la derniere colonne, on suppose que
an_1(i,n — 1) = 1 pour tout 0 < ¢ < n — 1. Alors, I’écriture induite de la matrice A,_;

sera donnée par :

00 0 1
00 0 1
A,=10 0 0o 1|,
00 --- 0 1

et la matrice P, est donnée comme suit :

Poo Po1 Po2 - Pon—1+ Y. Dok
k>n—1

P10 P11 P12 Pin—1+ Y., P
k>n—1

P, = P20 P21 P22 Pon—1+ Y, Do
k>n—1

Pn-10 Pn-11 Pn-12 “*° Pn-in—1+ 2, Dn—1k

k>n—1

e Augmentation uniforme
Dans ce cas, la matrice A,, est construite de facon a ce que toutes ses composantes

a(i,j):%pourogi,jgn—lz

1 1 1 1
n n n n
11 1 1
n n n n
A = 11 1 1
n n n n n ’
11 1 1
n n n n

et la matrice P, sera donnée comme suit :
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Poo + % Y. Dok
k>n—1

Dio + % > Dik

k>n—1

P+ >
k>n—1

k>n—1

p01+,% > Po

k>n—1
P +% > Dk

k>n—1

D21 +% > Do
k>n—1

pn—10'+'% 2: DPrn—1k pn—11'+'% 2: Prn—1k

k>n—1

Don—1 +7ll > Dok
k>n—1

Din—1 +% > Pu

k>n—1

D2n—1 +% Y. Dok
k>n—1

1
pn—ln—1'+’ﬁ E: Pn—1k
k>n—1

e On peut aussi considérer le cas ou la matrice A est une matrice stochastique

dont toutes ses lignes sont identiques, c’est un cas considéré par Gibson et

Seneta [100].

Ainsi, la matrice A, peut étre définie comme suit :

Qoo aA11 Q22
Qoo A1l A22
Qoo A1l A2
Qoo aA11 Q22

avec agy + a1+ aoo + -+ Ap_1pn_1 = 1.

Qp—1n—1
Ap—1n—1

Ap—1n—1 ’

Qp—1n—1

Tenant compte de la formule (1.18), on obtiendra ’écriture de la matrice P, sous la

forme suivante :

ol,

Poo + aoos(0, k)
P10 + aoos(1, k)
Pyy + agos(2, k)

P, =
po1 + a115(0, k)
p11 + ans(l, k)
po1 + ans(2, k)

Pn—10 T aoos(n -1, k?) Pn-11 + a113(n —1, k)

Pon—1 + @p-1,-15(0, k)
pln—l‘+’an—1n—1s(1ak)
f5n71'+'an71n715(27k)

Prn-1n-1 + Gn-1n—15(n — 1, k)

s(i, k) = Z pik, pour tout 0<i<n-—1.

k>n—1

e Le dernier cas de Paugmentation linéaire, c’est le cas considéré par Van Dijk

[37], ou1 il a définit la matrice A comme étant une matrice booléenne.

Dans notre exemple, on prendra la matrice A comme une matrice identité :
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1 00 0
010 0
A,=10 0 1 01,
000 --- 1

Tenant compte toujours de la formule (1.18), on obtiendra la matrice P, comme suit :

Poo + 5(0, k) Po1 Po2 e Pon—1

D10 p11 + s(1, k) D12 e Din—1

P, = D20 D21 P22 +5(2,k) .- Dan—1
Pn—10 Pn—11 Pn-12 o Pp—tn—1+s(n—1,k)

1.2.3 Technique de renormalisation

Dans cette technique, on pose :

n—1

S(i,n) = > py, V0<i<n-—1,

J=0

ou S(i,n) représente la somme des probabilités sur chaque ligne ¢ du coin Nord-Ouest d’ordre
n de la matrice P.
Pour obtenir une matrice stochastique P, d’ordre n, dans ce cas, on utilise la transformation

suivante :

Pui,j) = % VO<ij<n-—1.

Dans ce cas, la matrice P, sera donnée comme suit :

Poo Po1 P02 . Pon—1
S(0,n—1) S(0,;n—1 S(0,n—1) S(0,n—1)

P10 P11 P12 .. Pin—1
S(1,n—1) S(1,n—1) S(1,n—1) S(1,n—1)
P, = P20 P21 D22 o _DPan—1
n S(2,n—1) S(2,n—1) S(2,n—1) S(2,n—1)
Pn—10 Pn—11 Pn—12 Pn—1n—1

S(n—1,n—1) Sn—1,n—1) Sn—1n—1)  Sm—1,n—1)
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Ainsi, on prend n assez grand afin que S(i,n) > 0.
Dans ce cas,
Tim P, (i, j) = pi

Par conséquent si n est grand P, et P sont voisines, ce qui amene aux questions suivantes :

(Q1) P, admet-elle une distribution stationnaire 7, ?

(Q2) m, converge-t-elle, en un sens a préciser, vers w7

En ce qui concerne la question (Q1), l'existence d'une distribution stationnaire m, a été
étudiée pour divers types de matrices P,, en particulier par Seneta [94, 95, 100]. Nous contentons
de noter si ’état 1 est récurrent positif pour la matrice P,, il existe au moins une distribution
stationnaire 7,. En effet, la chaine réduite a la classe de I’état récurrent 1 admet une distribution

stationnaire qu’on peut compléter par 0 sur les autres états.

D’autre part, de nombreux travaux ont été consacrés a I’étude de la question (Q2), parmi

les plus intéressants, on peut citer :

Wolf [101] qui s’est intéressé, en particulier, a 'approximation de la distribution station-
naire d'une matrice infinie P, irréductible, récurrente positive, par ailleurs quelconque, par les
distributions stationnaires de matrices finies P,. Il a examiné quatre types de matrices P,,

obtenues par :
o Laugmentation de la premiere colonne;
o L’augmentation de la derniere colonne;
o L’augmentation uniforme des colonnes;
o La renormalisation,
et il a établi la convergence en variation totale de m, vers m sous des conditions analogues

au critere de Foster [101].

Seneta [94] a prouvé que 7, converge faiblement vers 7 si et seulement si la suite (7,)n € Z
est uniformément tendue. Cet argument a été déja pris par Gibson et Seneta [99, 100] pour
établir la convergence faible de 7, vers 7 lorsque P est stochastiquement monotone et P, étant

construite par augmentation linéaire.
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Heyman [56] a construit des chaines X,, et X de matrices de transition respectives P, et
P et, il a introduit les temps de retour a I’état 1, puis le temps nécessaire pour que la chaine X
dépasse la barriere n. En s’appuyant sur les résultats de Heyman et Whitt [56], il a également

établit une condition suffisante pour assurer la convergence faible de 7, vers 7.

Kalachnikov et Rachev [63] ont aussi étudie le probleme de 'approximation d’une chaine
de Markov infinie. L’essentiel de leurs travaux est orienté vers I’approximation uniforme de la

chaine originale par des chaines finies construites par augmentation de la premiere colonne.

Tweedie [109] s’est intéressé, en particulier aux chaines géométriquement ergodiques et
les chaines de Markov stochastiquement monotone, afin qu’il puisse étudier les deux questions
ci-dessus. Les approximations de m peuvent étres construites a partir de P,, mais seulement
dans des cas particuliers, pour lesquels la distribution m, converge vers m. Il a montré ainsi
que cette convergence s’établit toujours pour deux classes générales de chaines de Markov :
les chaines géométriquement ergodiques, et celles dominées par les chaines stochastiquement

monotones. Pour ces deux classes il a obtenu des estimations de 1’erreur d’approximation.

1.3 Convergence de la distribution stationnaire m, vers

la distribution 7

Il y a peu de références abordant le probleme de comparaison de diverses méthodes en terme
de vitesse de convergence. Dans plusieurs cas d’étude, I'augmentation de la derniere colonne
produit une erreur de troncature minimale [99] ou une vitesse de convergence plus rapide [48],
tandis que 'augmentation de la premiere colonne induit des erreurs considérables. De ce fait,
on constate que la technique de 'augmentation de la derniere colonne est souvent utilisée.
Cependant, la convergence des probabilités ne peut pas toujours étre garanti [99] et [111].

Dans ce sens, deux conditions garantissant une telle convergence incluent l'ergodicité
exponentielle et la monotonie stochastique du processus, ont été introduite dans [50, 109]. En
1991, Haymen [56] a fourni quelques conditions suffisantes de convergence des distributions
stationnaire des chaines tronquées vers la distribution stationnaire de la chaine originale,

plus récemment, en 2003, Zhao et Li [116] ont considéré des approximations des chaines de
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Markov ergodiques et non-ergodiques tout en fournissant une preuve simple et directe pour la

convergence des chaines de Markov irréductibles et ce en employant la technique de la CMC.

Il est de grande importance d’étudier I'approximation de la distribution stationnaire 7 de
la chaine de Markov infinie par la distribution stationnaire m, de la chaine de Markov finie
tronquée. Cela nous fournit une maniere efficace de calculer 7 quand elle ne peut pas étre
obtenue explicitement. En outre, elle nous permet d’approcher 7, quand n est tres grand, en
utilisant I'expression explicite de . Dans I’étude des approximations par troncature des chaines
de Markov infinies, deux questions importantes se posent naturellement :

(i) Quelles conditions assurent la relation

| =l = mali) = 7(@)| + > w(i) = 0 quand n — oo? (1.20)
=0 i=n+1

(ii) De plus, si (1.20) est vérifié, quelle est la vitesse de convergence de cette derniere, c-a-d,
quelle est la borne de lerreur ||m, — 7||?

Ces questions ont été abordées dans la littérature par quelques auteurs :
Pour la premiere question, elle a été abordée par Seneta [96], mais la convergence de 7, vers un
vecteur de probabilité, n’est pas facile a vérifier pour tous les models. Cependant, la condition
a été établie pour les chaines stochastiquement monotones [100, 114], Gibson et Seneta [99]
I'ont prouvé directement pour les chaines de Markov quelconques.
Tweedie [109] a répondu a la deuxieme question partiellement et ce pour toutes sortes d’aug-
mentations.
En 2010, Liu [74] a suivi la méme démarche que celle de Tweedie pour I’étude des deux ques-
tions, ou il a obtenu de nouvelles caractérisations de la convergence de (1.20).
Finalement, de nombreux résultats liés a cette problématique peuvent étre trouvés dans les

ouvrages de Nummelin [82] et de Meyn et Tweedie [109].

Conclusion

Dans ce chapitre, une synthese bibliographique a été effectuée sur les techniques de tronca-

ture dans les chaines de Markov a espace d’états infini, ainsi que sur les principaux résultats
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relatifs a ces techniques. Ensuite, afin de bien assimiler le principe de celles-ci, nous avons
considéré un exemple illustratif sur une chaine de Markov a espace d’états infini, ot nous avons
appliqué les différentes techniques de troncature (I’augmentation linéaire et la renormalisation)
sur cette chaine dans le but d’obtenir une chaine de Markov a espace d’états fini. Cela nous
permettra (en chapitre 4) d’appliquer la technique de troncature CMC sur un cas de systeme
de file d’attente de type "M/G/1/00(V,E)”, ol nous utiliserons la méthode de stabilité forte
afin d’estimer numériquement l'erreur due a la troncature de 'espace d’états de la chaine de

Markov décrivant 'état de ce modele.



Chapitre 2

Bornes de perturbation dans les

chaines de Markov

Introduction

Lors de I'étude des systemes concrets, on est souvent amené a remplacer le systeme réel
(généralement complexe), par un systéme plus simple (pour lequel il existe des résultats
analytiques exploitables), qui lui est ”"proche” dans un certain sens. Le modele ainsi utilisé
représente une "idéalisation” du systeme réel. L’étude de la proximité supposée entre les
quantités stochastiques du systeme réel et celles du systeme idéal donna naissance dans les
années soixante au probleme de stabilité.

Quoique plusieurs définitions existent pour expliquer la notion de stabilité, on peut retenir
qu’il s’agit d’'une dépendance continue des caractéristiques du systeme par rapport a ses

parametres.

L’objet de ce chapitre est de présenter quelques bornes de perturbation des caractéristiques
stationnaires pour les chaines de Markov a espace d’états fini, en se basant sur les travaux
de Cho et Meyer [33]; ainsi que celles des chaines de Markov a espace d’états général. En
particulier, nous présenterons quelques nouvelles estimations des caractéristiques transitoires
et stationnaires de la stabilité forte des chaines de Markov générales qui ont été obtenues par

Kartashov [67], Mouhoubi et Aissani [80], Rabta et Alssani [85] et Rabta [87].

26
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Notes bibliographiques

La mise a jour des formules et des bornes de perturbation pour la chaine de Markov peut
étre trouvée dans la littérature. Cependant, on suppose que les changements affectent la matrice
de transition de la chaine, c-a-d., les chaines de Markov originales et celles perturbées ont le
méme espace d’état.

Les premiers résultats, sur la stabilité des modeles stochastique de files d’attente datent de 1965
et sont dus a Rossberg [91]. Plus tard, de nombreux travaux ont été élaborés en considérant
diverses situations et diverses approches (voir [2, 8, 16, 20, 67, 88]).

Depuis le travail de Schweitzer [93], plusieurs auteurs se sont intéressés a 'obtention d’es-
timations de la déviation de la distribution stationnaire d'une chaine de Markov irréductible
finie apres perturbation de sa matrice de transition (voir par exemple [102, 107]). Les résultats
obtenus sont différents et sont exprimés en fonction de diverses quantités. En 1968, Schweitzer
[93] a utilisé la matrice fondamentale. Meyer [79], ainsi que d’autres auteurs ont utilisé le groupe
inverse. Hunter [60] a utilisé les g-inverses tandis que le coefficient d’ergodicité a été utilisé par
Seneta [97, 98]. Cho et Meyer [33] ont fait usage des temps moyens de premier passage. En 'an
2000, Balaji et Meyn ont essayé de relier I'ergodicité géométrique, exponentielle et uniforme a la
stabilité absolue [15]. Cho et Meyer [33] considerent et comparent huit bornes de perturbation
des distributions stationnaires des chaines de Markov. Plus récemment, Mouhoubi et Alssani
[80] ont synthétisé tous les résultats obtenus dans ce cadre et ils ont obtenu de nouvelles condi-
tions de stabilité et de nouvelles bornes de perturbation pour les chaines de Markov. De leur
part, Rabta et Alssani [85] ont fait un lien entre la méthode de stabilité forte et la méthode
de stabilité absolue. La question qualitative a été traitée dans [85], ou ils ont montré qu'une

chalne de Markov irréductible finie est fortement stable.

Plusieurs résultats existent dans la littérature sur les bornes de perturbation des chaines de
Markov. Les résultats généraux ont été synthétisé par Heidergott et Hordijk [52]. Une partie
de ces résultats concerne la perturbation des chaines de Markov finies et homogenes (voir
Heidergott et al. [54]), et les bornes de perturbation ont été obtenues en utilisant les méthodes
d’analyse matricielle ; voir la synthese faite par Cho et Meyer [33]. Une autre partie inclut les
bornes de perturbation pour les chaines de Markov a temps fini et espace d’états général ; voir

Rachev [88], Aissani et Kartashov [67], Mouhoubi et Aissani [80].
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En 2013, Rabta [87] se concentre sur le probleme de la comparaison de deux chaines de Markov

ol leurs espaces d’états different en quelques états.

2.1 Position du probleme et concept général de stabilité

Un modele stochastique est un outil décrivant 1’état d’un systeme stochastique, il peut étre

percu comme une transformation ou une application :
F: X =), (2.1)

ou X représente ’ensemble des parametres du systeme ; entre autres : la distribution du flut des
arrivées, la loi de la durée de service, la capacité de la file. L’ensemble ) représente ’ensemble
des caractéristiques du systeme; ce sont : le nombre moyen de clients dans le systeme, la durée

moyenne de séjour d’'un client dans le systeme, le taux d’occupation du systeme, ...

Un systeme est stable si, une petite perturbation dans les parametres (entrées) engendre
une petite déviation des caractéristiques (sorties). Ainsi, la notion de stabilité, correspond
intuitivement a la notion continuité de ’application F.

L’étude de stabilité dans les systemes de files d’attente consiste en la délimitation du domaine
dans lequel un modele peut étre utilisé comme une bonne idéalisation ou approximation d’un

systeme. L’idée de ces techniques consiste en la démarche suivante :
1. Choix du modele idéal (stable) ;
2. Perturbation du modele idéal de telle maniere a ce qu’il corresponde au systeme réel ;
3. Détermination du domaine dans lequel le modele perturbé est stable.

Ainsi, lorsque le modele idéal soumis a une perturbation est stable, ses caractéristiques sont
comparables a celles du systeme réel. Si de plus la perturbation est petite, les caractéristiques

du modele sont proches de celles du systeme.
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2.1.1 Stabilité des modeles stochastiques

Un modele est dit stable en un point X si pour tout point X* ”assez proche” de X, on a
aussi la proximité de F(X*) et de F(X). Plus précisément, ’étude de la stabilité s’intéresse a

la vérification de la relation

L:X = X*=L:F(X)— F(X"), (2.2)

ot £ et £ sont les types de convergences associées aux topologies introduites. On voit bien
que la notion de stabilité renvoie a la continuité de F relativement aux variations du parametres
et elle dépend du type de convergence £ et £ définis sur les espaces X et V.

Cette étude de stabilité est de type qualitative (Elle permet seulement de statuer sur la
stabilité ou non du modele), elle peut étre complétée par une étude quantitative. Pour 1'ob-
tention d’estimation quantitative, il faut introduire des mesures de comparabilité telles que
des métriques. D’une maniere générale, plusieurs métriques peuvent étre associée a un type de
convergence.

Soient 4 et v les métriques associées aux types de convergence £ et £, la condition stabilité
(2.2) peut étre reformulée comme suit :

Un modele est dit stable en un point X si pour toute perturbation de ce point X*, on a :

WX, X*) = 0 = v(F(X), F(X*)) — 0. (2.3)

Lorsque la question de I'estimation qualitative a été résolu affirmativement, il est intéressant
d’obtenir une estimation quantitative de cette stabilité. En fait, il faut estimer quantitativement
la déviation des caractéristiques (outputs) du modele. On dira qu’une estimation quantitative a
été effectuée lorsqu’on aura borné supérieurement la déviation des caractéristiques, c-a-d établir

une relation de ce type

v(F(X), F(XT)) < o(u(X, X)), (2.4)

ou ¢ est une fonction positif et croissante et s’annulant a I'origine.
C’est pourquoi, on divise les méthodes de stabilité stochastiques en deux catégories. Il y a celles

qui fournissent une estimation qualitative a la stabilité (elles se limitent de statuer si le modele
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est stable ou non), nous les appellerons : méthodes qualitatives. Il y a celles qui obtiennent

une estimation qualitative et une estimation quantitative de la stabilité, nous les appellerons :

méthodes quantitatives.

2.1.2 Différentes méthodes de stabilité des modeles stochastiques

Plusieurs approches du probleme de stabilité ont été considérées par plusieurs chercheurs.

Ceci a conduit a la diversité des méthodes de stabilité. Parmi celles développées sur la stabilité

des modeles stochastiques, on peut citer :

Méthode des fonctions tests [62] : L’idée de cette méthode est inspirée de celle de
Lyapunov élaborée initialement pour ’étude de la stabilité des équations différentielles.
Elle consiste a construire une fonction test, permettant de comparer le comportement du
modele réel (perturbé) avec le systeme idéal (non perturbé). La difficulté majeure de cette
méthode réside dans le choix de la fonction test.

Méthode métrique [117] : Elle considere le probleme de stabilité comme un probleme de
continuité entre les espaces métriques des suites dirigeantes du systeme étudié et 'espace
de ses caractéristiques. Les résultats obtenus par cette méthode ont été synthétisés par
Rachev [88].

Méthode de convergence faible [103] : Elle est basée sur des outils de 'analyse
fonctionnelle, en particulier, la théorie de la convergence faible et elle s’applique aux
processus markoviens homogenes.

Méthode de renouvellement [24] : Elle est basée sur la théorie de renouvellement, son
avantage provient du fait qu’elle permet d’établir des résultats d’ergodicité et de stabilité
avec des conditions minimales.

Méthode de stabilité absolue [79, 61] : Elle consiste a l'utilisation de techniques
d’algebre linéaire et de calcul matriciel pour 1'obtention des bornes sur la norme (||.||1)
du vecteur stationnaire d’une chaine de Markov discrete, irréductible et finie.

Ipsen et Meyer [61] et Meyer [79] ont montré que les éléments du vecteur stationnaire
réagissent d’une maniere "uniforme” a la perturbation de la matrice de transition.
Méthode de la stabilité forte [65, 67] : Cette méthode, connue également sous le

nom de "méthode des opérateurs de la théorie de stabilité”, a été élaborée au début des
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années 1980 par Aissani et Kartashov [65]. Les auteurs ont notamment étudié la propriété
de stabilité de la distribution stationnaire de la chaine de Markov récurrente au sens de
Harris dans des espaces de phase quelconques. Les résultats fondamentaux de cette ap-
proche ont fait I'objet de la publication en 1996 d’une monographie de Kartashov [67].

A la différence des autres approches, la méthode de stabilité forte suppose que la pertur-
bation du noyau de transition est petite par rapport a une certaine norme d’opérateurs.
Cette condition, beaucoup plus stricte que les conditions habituelles, permet d’obtenir
essentiellement de meilleurs estimations pour les distributions stationnaires perturbées.

Une synthese sur les estimations quantitatives de ’ergodicité et de la stabilité des chaines

de Markov quelconques a été présentée dans [80].

Cette méthode est applicable a tout les modeles stochastiques de la recherche
opérationnelle pouvant étre régis par une chaine de Markov homogene.

Une autre méthode pour le calcul des bornes de perturbation pour les chaines de Markov
est I'approche de développement en série.

e Méthode de développement en séries [52] L’approche générale de développement
en séries pour les chaines de Markov a été introduite par Heidergott et Hordijk [52].
Le cas de développement en séries pour les chaines de Markov a espace d’états fini et
a temps discret a fait I'objet d’une discussion détaillée par Heidergott et al. [53], et le
développement de ’application de cette approche pour les chaines de Markov a temps
continu est considéré dans [54]. La caractéristique essentielle de cette approche est qu'une
borne pour la précision de 'approximation peut-étre donnée. La contrainte principale
d’applicabilité de cette approche est que celle-ci est applicable juste sur les systemes finis,
d’autre part elle dépend de la définition de la matrice de deviation (Koole [69]) qui est

connue que pour quelques systemes particuliers.

Dans ce qui suit nous présenterons les résultats fondamentaux relatifs a la méthode de la
stabilité forte, qui fera ’objectif d’une application sur le systeme d’attente avec vacances dans

le dernier chapitre du présent mémoire.
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2.2 Méthode de stabilité forte

La méthode de stabilité forte, basée sur la théorie de perturbation des opérateurs linéaires,
est applicable a tout les modeles de la Recherche Opérationnelle, pouvant étre régis par des

chaines de Markov homogene.

2.2.1 Préliminaires et notations

On note par B(N), 'espace Borélien des nombres naturels qui est muni de la topologie

discrete, dont on peut considérer I'espace mesurable (N, B(N)).

Soit M = {u(i)} I'espace des mesures finies sur B(N) et n = {f(i)} est I'espace des fonctions

mesurables bornées définies sur N2.

Dans notre cas, I'espace d’états S est donné comme suit :
S = {(,j), 1,7 € N}.

L’outil principal utilisé dans notre analyse est la norme v (norme poids), notée |.||,, ou v
est un vecteur dont ses éléments v(s) > 1 pour tout s dans Iespace des états S, et pour tout

f € n. On a par définition [67] :
Soit p une mesure de probabilité dans .S, alors la norme v de p est définie par :

lulle =Y~ vls)|ol-

seS

La norme v est élargie aux noyaux de transition dans S. Dans ce cas, soit A un noyau de
transition, alors :
P . 1 / P /
1Pl = sup s 3 u(s)|Ps. ).
seS ses
Dans cette section, on présente quelques objets mathématiques et notions nécessaires a la
compréhension des théoremes fondamentaux de stabilité forte. Ainsi, on définit dans la catégorie

des espaces topologiques, la sous catégorie particuliere des espaces mesurables de la maniere

suivante :
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Soit (FE,€) un espace mesurable, ou £ est une o-algébre engendrée par une partie
dénombrable de E.

La norme induite est :

1 flle = sup{|pf], |lpllo <1} (2.5)
p% (26)

Elle met en évidence dans la classe des applications linéaires de M dans M, 'espace B des

opérateurs linéaires bornés, de norme

I1Pllo = sup{[[uPllo, llpllo <1} (2.7)
_ igEIEU(yi’(Zg%dyﬂ‘ 28)

Ces normes induites vérifient alors les propriétés suivantes :

Yue M, Vfen VP e B, ona

a. [|uPlly < lpllollPllo.

b Npf | < Al plloll f[lo-

e |1f o pllo < I f1ollello-

d. 1P fllo < 1Pl £l

e. ||1]], = sup[v(z)~!, x € E] =1, ou 1 est la fonction égale & I'unité, 1 € 7.
fAPQllw < IPulIQo-

g [ul(A) <I|plls, o A€ .

2.2.2 Récurrence au sens de Harris

On introduit maintenant la notion de récurrence d’une chaine récurrente au sens de Harris
qui joue un role important dans les conditions imposées dans les théoremes d’egodicité et de
stabilité.

Avant cela, introduisons la notion de mesure invariante par un opérateur de transition.
Définition 2.2.1. Une chaine de Markov définit sur espace (E,E) et de noyau de transition

P est récurrente au sens de Harris, sl existe une mesure tnvariante p* o-positive, telle que

p*(A) > 0, alors :
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Pr,

iﬂA(Xn) = OO] = 1,

pour tout x € E, ou 14 est la fonction indicatrice sur A.

On dit alors que X est dit de Harris. En d’autres termes, cela signifie que la chaine passe
par chaque ensemble d’états non négligeable par rapport a la mesure m, un nombre infini de

fois presque stirement.

Propriété 2.2.1. e Toute chaine de Harris est récurrente irréductible.
e Toute chaine de Harris est irréductible.

o Toute chaine récurrente irréductible et discréte est de Harris.

2.2.3 Ergodicité uniforme
Enongons a présent les concepts d’ergodicité uniforme et les criteres qui en découlent.

Définition 2.2.2. [65]
La chaine X est uniformément ergodique par rapport a la norme |.|| si elle admet une

mesure invariante unique ™ et

lim ||P®Y —TI|| = 0.

t——+00

Théoréme 2.2.1. [65, 66] La chaine X est uniformément egodique par rapport a la norme ||.||

st et seulement st l'opérateur I — P + 11 est inversible et borné
(I —P+1D)7" < oco. (2.9)
De plus, la relation (2.9) entraine ||II|| < occ.

Remarques. Il est important de noter que :
1. Les définitions d’ergodicité wuniforme dépendent essentiellement des propriétés de

Vopérateur (I — P + 11)~*.

2. Une chaine uniformément ergodique par rapport a une norme peut ne pas l’étre par rapport

a une autre norme, si ces normes ne sont pas équivalentes.
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3. L’inverse de B =1 — P + 11 est défini dans le sous espace MB
MB=A{uP: pe M, P e B},
de plus, | B~ = sup (|uB~"| : |ull <1, 1 € MB).

Introduisons a présent la notion de stabilité forte.

2.2.4 Stabilité forte

Définition 2.2.3. [65] La chaine de Markov X est dite fortement stable par rapport a la norme

I} si
1. ||P|| < oo.

2. Chaque noyau de transition Q) dans un certain voisinage {Q : ||Q — P|| < €}, admet une

mesure invariante unique v = v(Q).

3. Il eziste une constante C = C(P), telle que

lv=7ll < CllP=Ql.

Théoréme 2.2.2. [65] La chaine de Markov X est fortement stable par rapport a une norme

||.]], si est seulement si elle elle est uniformément ergodique par rapport & la méme norme.

Théoreme 2.2.3. [65] La propriété d’ergodicité uniforme de chaine X par rapport ¢ une norme
||.|| se conserve pour de petites perturbations du noyau P. Chaque noyau stochastique ¢ dans un
certain voisinage du noyau de transition P de la chaine de Markov X, uniformément ergodique
(fortement stable) par rapport da une norme donnée ||.|| (i.e. {Q : ||Q — PJ| < €}), correspond

a une chaine de Markov uniformément ergodique (par rapport a la méme norme ||.||).

C’est-a-dire que la propriété d’ergodicité uniforme, par rapport a la norme donnée, se
préserve pour de petites perturbations du noyau de transition par rapport a la méme norme.
Enoncons a présent un résultat qui exprime qu'une petite déviation sur les noyaux de tran-

sition induit une déviation de méme ordre sur les mesures stationnaires.
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Théoréme 2.2.4. [65, 66] La stabilité forte de la chaine X par rapport a la norme ||.|| est
équivalente a son ergodicité uniforme par rapport a cette méme norme. Pour cela, quel que soit

le noyau @, de mesure invariante v, on a :

lv =7l = O(lQ - Pl
sup Q" = Pl = O(llQ - Pl

quand ||Q — P|| — 0.

Théoréme 2.2.5. [65] Soit X une chaine de Markov récurrente au sens de Harris de mesure
de probabilité invariante w. Alors, X est uniformément ergodique par rapport a la norme ||.|| et

apériodique, si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

A. Jae MT et h e nt tel que
wh >0, al =1 et ah > 0.

B,. P =T"—h o « pour un certain n > 1, ou T est un noyau non négatif, ||| < oo et

|h]] < 0.

Co- ||T™|| < p pour un certain entier m > 1 et p < 1.

De plus, la condition C,,. découle de l’ergodicité uniforme et de l’apériodicité de la chaine

X pour tout n, a et h vérifiant les conditions A., B,,.

2.2.5 wv-Stabilité forte d’une chaine de Markov

Définition 2.2.4. [65] Une chaine de Markov X est dite fortement v-stable, si elle est forte-

ment stable par rapport a une norme |||, .

Le choix de la norme appropriée, se réduit a la recherche d’une fonction test v. Des techniques
de construction des fonctions pour une large classe de chaines de Markov sont données dans

[66).

Corollaire 2.2.1. [65] (Critére de v-stabilité forte) Pour que la chaine de Markov X
récurrente au sens de Harris soit v-fortement stable, il suffit que les conditions suivantes soient

vérifiées.
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A. Il existe une mesure o € M™ et une fonction mesurable h € n* telles que :

wh >0, al =1 et ah > 0.

By. Le noyau T = P — h o« est non négatif.

Cy. dp < 1 tel que, Tv(x) < pv(z) Vx € E.

Ce corollaire n’est qu'une condition suffisante du Théoréme (2.2.5) avec n =m = 1.

D’ou
Théoreme 2.2.6. [67]
Soit X wune chaine de Markov de matrice de transition P et de mesure invariante m. Cette
chaine est dite v-fortement stable par rapport a la norme ||.||,, si et seulement s’il existe une
mesure invariante o et une fonction mesurable non négative h sur N telle que mh > 0, al =1

et ah > 0, satisfaisant les conditions suivantes :

a. T'= P — ha est non négatif,
b. 3p < 1:Tvu(k) < pv(k),VEeN (||T]., < 1),
c. [P, < o,

ou 1 est un vecteur dont tous les éléments sont égauz a 1.

2.2.6 Inégalités de stabilité forte

Sous les conditions du Théoreme 2.2.6, on peut obtenir les estimations quantitatives de la
stabilité, telles que la déviation de la distribution stationnaire de la chaine de Markov X en

termes des fonctions v, h et la mesure a.

Théoreme 2.2.7. [64] Soit une chaine X, de noyau de transition P et de mesure invariante m,
fortement v-stable et vérifiant les conditions du Théoréme 2.2.6. Si v est la mesure invariante

du noyau Q, alors, pour des normes ||Q — P||, suffisamment petites, on a l’égalité :

v = 7l —ARy(I-1)]"

- 7r+i7r[AR0(I—H)]’",

r=1

oW A=Q—PetRy=(—-T)"L.
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Par conséquent, dans les conditions du Théoreme 2.2.6,

v=nm+1ARy(I—1I)+o0 (HAHi) ’

pour ||All, — 0.

D’ou, on a le théoreme suivant.

Théoréme 2.2.8. [6/, (7] Soit X une chaine de Markov v-fortement stable satisfait les condi-

tions du théoréeme 2.2.6. Si v est la mesure invariante du noyau QQ, alors, pour

1—
1A < — & (2.10)
on a l’estimation
7o
v =, < [FAN[B (2.11)
(I=p—cli)

ot

c=m|[PF=" 1+ 1o 7o) ;
Il < (av)(X = p)=H(wh) m || Pl

Plus récemment, Mouhoubi et Aissani [80] ont raffiné la borne présentée dans le théoreme

2.3.8. Ces résultats sont donnés dans les théoremes suivants :

Théoréme 2.2.9. [80] Soit X une chaine de Markov v-fortement stable satisfait les conditions

du théoreme 2.2.6. Si v est la mesure invariante du noyau @), alors, pour

1A]l < ==, (2.12)
on a l’estimation
ol ol o
v—7lle 14 Ally, 2.13
=l < ) AT A (213)

o

A=Q—P et o=|1||, et a est la mesure définie dans le théoréme 2.2.6.
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Théoréme 2.2.10. [67] Soit X une chaine de Markov v-fortement stable satisfait les conditions

du théoreme 2.2.6. Si v est la mesure invariante du noyau @), alors, pour

1—p
[A[lo < —, (2.14)
1+p
on a l’estimation
1+p aflwo
v =, < [PAN[ (2.15)
L—p—(1+plAll, L—p

Remarque 2.2.1. Dans ['application des bornes précédentes, on remarque que :
2.15 <211 < 2.13.

Ce qu’on va montrer numériquement dans le chapitre /.

Conclusion

A la différence des autres méthodes, la stabilité forte permet, outre 'approximation du
systeme perturbé, 'estimation des écarts asymptotiques entre les caractéristiques des deux
systemes, réel et idéal.

Dans ce chapitre, nous avons exposé le concept commun des méthodes de stabilité des
processus stochastiques, ainsi que les principaux résultats obtenus dans ce cadre et les différentes
bornes de perturbation existantes dans la littérature des chaines de Markov.

En particulier, nous avons tardé sur la méthode de stabilité forte , qui sera le cas d’application

dans le prochain chapitre sur les modeles d’attente M/G/1 et M/G/1/N avec vacances.



Chapitre 3

Développement en séries de Taylor

Introduction

Les développements en séries de Taylor sont I'un des outils de base permettant d’évaluer
numériquement certaines fonctions réelles a variables réelles.
Ces développements sont particulierement utilisés d’une maniere tres efficace dans le cadre
d’analyse des performances des systemes de files d’attente (voir par exemple [5]). En effet,
en calculant un nombre fini de dérivées d’ordre supérieur, les développements en séries de
Taylor permettent d’évaluer les fonctions de performance d’un certain modele comme étant une
fonction du parametre d’intérét. Dans ce cas, une telle mesure de performance est représentée
sous forme polynomial, ce qui facilite leur manipulation mathématique (optimisation, analyse
de sensitivité, etc).

Dans cette optique, plusieurs chercheurs s’intéressent plus précisément a :
1. la convergence des séries de Taylor (finies) vers la fonction de performance exacte ;

2. 'obtention d'une borne pour le terme du reste de développement (c’est-a-dire, I'erreur
commise lors d’approximation de la fonction de performance exacte par un polynome de

Taylor fini).

Dans ce cadre, ces dernieres années, plusieurs résultats ont été obtenus par application de cette
approche sur plusieurs types de systemes et réseaux de files d’attente, tout en suivant des
démarches différentes.

Ainsi, des séries de Taylor ont été efficacement calculées et des bornes explicites pour des erreurs

40
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d’approximation ont été obtenues.

Notes bibliographiques

Les modeles de files d’attente sont un outil bien établi pour ’analyse des systemes stochas-
tiques. En regle générale, un modele de file d’attente est une représentation simplifiée de la
réalité. En outre, souvent il n’y a pas suffisamment de données statistiques afin de déterminé
par exemple la distribution des temps de service ou celle de temps des inter-arrivées. Cependant,
méme dans le cas ou le type de la distribution est connue, il existe toujours une incertitude
statique sur les valeurs exactes des parametres de la distribution en question. Ces dans ce sens
que I'analyse de perturbation des systemes de files d’attente (PAQS) a été développée. En effet,
celle-ci étudie la dépendance fonctionnelle de la mesure de performance d'un systeme de files
d’attente par rapport a un certain parametre de systeme. Récemment, Abbas et al. [5, 6] ont
appliqué la méthode PAQS, en utilisant ’approche des développements en séries de Taylor [52],
pour l'analyse des performances stationnaires de la files d’attente M/G/1/N, ou une nouvelle
estimation du reste de développement a été établie.

Depuis les travaux du pionnier Scweitrez [93], plusieurs auteurs ont investi 1’étude des

modeles stochastiques et une multitude de résultats ont été obtenus par des différentes ap-
proches.
Ainsi, 'approche prédominante dans la littérature est celle des développements en séries de
Taylor qui consiste a analyser les caractéristiques des réseaux stochastiques a arrivées pois-
soniennes. Les premiers résultats ont été effectués par Gong et Hu [46] et Zazanis [112]. Les
extensions au cas des réseaux plus compliqués ont été étudiées par Ayhan et Baccelli [14].

Il existe de nombreux résultats sur les bornes de perturbation des chaines de Markov. La
plupart des résultats ont été synthétisés par Heidergott et Hordijk [52]. Un ensemble de ces
résultats concerne la sensitivité de la distribution stationnaire des chailnes de Markov finies,
homogenes ; voir Heidergott et al. [54], et les bornes qui sont dérivées par des méthodes de
'analyse matricielle ; voir par exemple 'article de Cho et Meyer [33]. Partiellement, Albin [10] a
examiné la robustesse du systeme d’attente M /M /1, tout en considérant plusieurs perturbations
spécifiques du processus d’arrivée. L’auteur a employé le développement en séries de Taylor

pour prévoir exactement quelques caractéristiques stationnaires d’une certaine catégorie de files
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d’attente avec les processus d’arrivée sont légerement différents du processus de Poisson. Plus
récemment, Heidergott et al. [55] ont étudié le modele d’attente GI/GI/1 avec des perturbations
dans le processus de service, et ce en utilisant I’analyse de perturbation des chaines de Markov.

Une version du développement en séries de Taylor de la distribution stationnaire d’une
chaine de Markov & espace d’états fini a été établie par Cao [29], ol les coefficients du polynoéme
de Taylor sont définis en fonction du groupe inverse relatif a la chaine de Markov en question. En
2003, Heidergott et Hordijk [52] ont établi une autre inversion des développements en séries de
Taylor des caractéristiques stationnaires des chaines de Markov a espace d’états plus général,
ol les coefficients du polynome de Taylor sont définis cette fois ci en termes de la matrice
de déviation associée a la chaine de Markov considérée. Cette derniere approche a été mise en
ceuvre numériquement pour la premiere fois par Abbas et al. [5, 6]. Plus récemment, Ouazine et
Abbas [84] ont établi une nouvelle version des des développements de Taylor pour les chaines de
Markov a espace d’états fini. Celle-ci est différente des deux premieres. En effet, les coefficients
du polynome de Taylor sont exprimés en fonction de la matrice fondamentale associée a la

chalne de Markov étudiée.

3.1 Rappels d’analyse

Dans la suite de ce chapitre, on considere £ un espace vectoriel muni de la norme |.||.

3.1.1 Fonctions continues

Les fonctions continues F': R™ — R jouissent de propriétés analogues a celles des fonctions

continues f : R — R.
Théoréme 3.1.1. [35] Soient E C R"™ un ensemble, Xo € E un de ses points et
f:E—=R

une fonction numérique définie sur F. Les énoncés suivants sont équivalents :

1. Pour toute suite (X, )nen de points de E distincts de Xo, on a

lim X, =X,= lim f(X,)=1L;

n—-+o0o n—-+o0o
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2.¥e>0,30>0:VX e E| | X - Xy ||<d=| f(X)—L|<e.
Lorsque les conditions du théoreme précédent sont vérifiées, on écrit :

lim f(X) = L.

X*)Xo

La fonction f : E — R est continue en X, € E si

lim f(X) = f(Xo).

X—Xo

Elle est continue sur F si elle est continue en chaque point de E.

Définition 3.1.1. [35] La fonction f : [a,b] — R est absolument continue, si
Ve>0,30>0:> | f(y) — fla) [<e,
i=1

pour toute famille disjointe {(x;,y;),i = 1,2,...,n} de [a,b] tel que
Z | yi — x; |< 0.
i=1

3.1.2 Notion de différentiabilité

Cette section est importante car elle généralise la notion de dérivation dans le cas multidi-
mensionnel.
e Calcul différentiel
Le calcul différentiel cherche a approximer localement une fonction quelconque par une
fonction linéaire appropriée.
e Dérivation d’une fonction
Définition 3.1.2. [/5] On dit que f: D C R — R est dérivable en xy de nombre dérivé

[, si et seulement si ['un ou ['autre des quotients

f(@) = f(zo)

r—x9

f(xo+h) = f(xo)
h

admet une limite finie respectivement quand x +— xq et h — 0.

Dans ce cas, on notera f'(xy) cette limite et on a :

f(x) = f(xo) — lim
T—x0 xr — X h—0

f(xo +h) — f(x0)
- .
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e Dérivées successives
Soit f une fonction derivable sur le domaine D. Si f’ est derivable sur D, on note sa
fonction dérivée f” ou f@, on Pappelle dérivée seconde de f.

éme

Pour n entier non nul, on définit par récurrence la dérivée n°™¢, ou la dérivée d’ordre n

de f par :
=7,

f(n) - (f(n—l))Q
lorsque f~1 est derivable sur D.
e Fonction de classe C"™
La fonction f est dite de classe C™ sur l'intervalle I, si f(™ existe et continue sur I.
Si m = oo, alors f est indéfiniment derivable (f admet des dérivées de tous ordres).

e Dérivées partielles

Soit f définie sur une partie E de R™ et a valeurs réelles :
X = (21,%0, ey Ty ey ) > Y = f(21, X2, ooy Ty ooy Ty

a. Dérivées partielles du premier ordre :

La dérivée (si elle existe) de la fonction z; — f(Xo) = f(29,29,...,2%, ..., 2%) au point z?
est notée g—i(zt?,xg, R T I
of F@ 2y, ) + hyy o 28) — f(29 28,2 20)
X — l ) I » Vg I »n 142y y Mg yvn) 1
axzf( 0) hi30 h; ) (3.1)

on I'appelle dérivée partielle de f par rapport a x; au point Xj.

Remarque 3.1.1. St % existe alors elle est définie sur une partie de F.

b. Dérivées partielles d’ordre supérieur a 1 :

Par définition, la dérivée partielle du second ordre 83‘?,25;, est la dérivée partielle par rapport
10
a z; de la fonction %.
J

Définition 3.1.3. [;5] Une fonction f, dont toutes les dérivées partielles jusqu’a l'ordre
k sont définies et continues dans un ouwvert E de R", est dite de classe C* dans E.
c. Dérivée selon un vecteur[35]

Soit f : R®™ — R. On dit que f admet une dérivée premiere en X, € R" suivant le vecteur
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U = (v1,vg, ..., 0,) si, et seulement si :
Yyt f(X() + tl_;)

est dérivable en 0.

Propriété 3.1.1. [35] Les dérivées d’une fonction f : R* — R suivant les vecteurs
i= (1,0) et j = (0,1), si elles existent, correspondent auzx dérivées partielles de f respec-
tivement par rapport a x et y. On a ainsi :

D;f(x,y) = §E(x,y) et D;f(w,y) = Lz, y).

Remarque 3.1.2. L’ezistence de dérivées partielles d’une fonction f en un point n’im-

plique pas la continuité de f en ce point.

Définition 3.1.4. [35] Soient E C R™ un ensemble ouvert, Xo € E un de ses points et
f + E — R une fonction numérique définie sur E. La fonction f est differentiable en Xo s’il

existe une fonction linéaire L : R™ — R telle que

L ) = J(X0) = (X = Xo)

=0.
e EE

autrement dit si, dans un voisinage de Xy (un voisinage d’un point est un ensemble qui

contient un ouvert qui contient le point), on a

f(X) = f(Xo) + L(X — Xo) + R(X)

avec
R
1 S S — 2
A TX =X (3:2)

La fonction linéaire L est unique. C’est la dérivée de f en X, notée
L = f'(Xo) = Df(Xo)

et les nombres
of
813]'

sont ses dérivées partielles en Xj. Le calcul des dérivées partielles obéit aux mémes regles que

(Xo) = DY f(Xo)

celul des dérivées <« ordinaires .
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3.1.3 Accroissements finis

Soient E un espace vectoriel muni de la norme ||.|| et f une fonction définie sur E.

(a) (Théoréme de Rolle)
Théoréme 3.1.2. [35] Soient K un compact (ensemble fermé et borné) de E d’intérieur
non vide, f une fonction continue de K dans R, différentiable sur l'intérieur int(K) de
K et constante sur la frontiére fr(K) de K, fr(K) =K —int(K);

1l existe alors un élément c € K tel que

df (¢) = 0.

Si £ =R, alors on a
Théoreme 3.1.3. [35] Soient a < b et f : [a,b] = R une fonction dérivable sur]a,b[. Si
f(a) = f(b) alors il existe ¢ €|a,b| tel que

f'(c) = 0.

L’intéréet fondamental du théoreme de Rolle est d’établir un lien entre entre les variations
d’une fonction dérivable et 1’étude du signe de la dérivée. Une autre conséquence

importante est :

(b) Théorémes des accroissements finis.

Théoreme 3.1.4. [78] Si f : [a,b] — R est dérivable sur |a,b| et continue sur |a,b], il

existe un point ¢ €|a, b tel que

Une conséquence importante est :

Théoréme 3.1.5. [78]

1. Si f : [a,b] — R est une application continue sur [a,b], dérivable sur |a,b| et telle

que m < f'(x) < M pour tout x €la,b|, alors

m(b—a) < f(b) — fla) < M(b—a).
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2. En particulier, si f est continue sur l’intervalle fermé I d’extrémités a et b, dérivable

sur Uintérieur 1° de I, telle que |f'(x)| < M pour tout x € I alors
£ (b) = f(a)] < M[b— al.

Théoréme 3.1.6. [78/(Théoréme des accroissements finis pour une fonction de R"
dans RP). Soit f une fonction différentiable d’un ouvert U de R™ dans RP. Soient a et b
appartenant a U tels que le segment [a,b] soit inclus dans U. Alors il existe ¢ appartenant a

la, b[ tel que :

LFB) = fl@)l <

of
a—xk (c)

‘.wk — ay). (3.3)

3.1.4 Formules de Taylor

La formule de Taylor, du nom du mathématicien Brook Taylor qui I’établit en 1712, permet
I’approximation d'une fonction plusieurs fois dérivable au voisinage d’'un point par un polynoéme
dont les coefficients dépendent uniquement des dérivées de la fonction en ce point.

(a)Cas des fonctions d’une variable
Soient I un intervalle de R, zy un point intérieur a I, et f : I — R une fonction.

On fixe un entier naturel n.

Définition 3.1.5. [78] Soit n un entier. Soit f une fonction de R dans R, définie sur un
intervalle ouvert I contenant un point xy, dérivable n fois au voisinage de xy. On appelle

polynome de Taylor d’ordre n en xo de f, le polynome :
"L ) (2)
k=0
On appelle reste de Taylor d’ordre n en xqy de f, la fonction R, qui a tout x € I associe :
Ry (x) = f(z) — Pu(x) (3.5)

Remarque 3.1.3. Taylor ne s’est pas vraiment préoccupé de la forme du reste, il faut attendre
ses successeurs pour voir se développer une maitrise du reste dans certaines conditions plus

Précises.



CHAPITRE 3. DEVELOPPEMENT EN SERIES DE TAYLOR 48

3.1.5 Analyse de ’erreur

L’erreur commise dans 'approximation d’une fonction f par le polynome de Taylor P, est

donnée par :

) (g
1)~ ey = S T gy = Ry() (3.6)

C’est le reste des termes de la série de Taylor de f (ceux qui n’apparaissent pas dans le
polynéme de Taylor).
Si on désire évaluer 'erreur dans I'approximation d’une fonction par son polynéme de Taylor,

il faudrait donc calculer le série

Le théoreme suivant nous évite le calcul de la série précédente.

Théoreme 3.1.7. [78/(La formule de Taylor-Lagrange) Si f est une fonction a valeurs
réelles définie sur un intervalle compact [a,b] non réduit a un point, de classe C™ sur cet

intervalle et (n+ 1) fois dérivable sur l'intervalle ouvert |a, b ; alors il existe un point & €la, b|

tel que :
xS P (o) A (3] ntl
Remarques. 1. Pour n =0 on retrouve le théoréme des accroissements finis.

2. Le réel f((::)(,@ (x — )" est appelé reste de Lagrange.

3. Sil'on pose h = x —xq et & = xo+0h (avec 0 €]0,1[) dans la formule de Taylor-Lagrange
avec le reste de Lagrange, on obtient la formule dite formule de Mac-Laurin :

F(

Y (n+1) oh
30 €]0,1[: f(xo + h) = Z k|x0)hk + f (zo + 6h)
k=0 :

Rt
(n+1)!

Pour les fonctions a valeurs dans R” ou dans un espace vectoriel normé F'; on a le résultat

suivant :

Théoreme 3.1.8. [78/(Inégalité de Taylor-Lagrange) Si f est une fonction a valeurs dans

R? (ou plus généralement dans un espace vectoriel normé E) définie sur un intervalle compact
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[a, b] non réduit a un point, de classe C™ sur cet intervalle et (n+1) fois dérivable sur l'intervalle

owvert ]a, b[. Supposons que f™+Y) majoré sur |a,b] par une constante M. Alors :

(:c — o)™, (3.8)

n ) (g .
|f<x>—2f 290 1 — )
k=0 ’

Si le reste de Taylor R,, est négligeable devant ™ au voisinage de xz, donc la fonction admet
un développement limité, dont la partie polynomial est son polynome de Taylor d’ordre n. C’est

le théoreme de Taylor-Young.

Théoréme 3.1.9. [78](Formule de Taylor-Young)

Si Uapplication f: R — R admet une dérivée d’ordre n en xq, alors

n ) (g
£o) = 3 T2 @ )t of (e - o)),
k=0 ’

R.(z) = o((x — x¢)™) est le reste de Young.
Formule de Taylor avec reste intégral

Parfois la formule de Taylor avec reste intégral permet d’obtenir des résultats plus fins
que la formule de Taylor-Lagrange. Cette formule nécessite une hypothese supplémentaire de
continuité de la derniere dérivée et elle est valable pour les fonctions a valeurs dans un espace

de Banach.

Théoréme 3.1.10. [35] Soit n € N. Si f est une fonction a valeurs réelles (ou dans un espace
de Banach) définie et de classe C™"' sur un intervalle compact [a,b] non réduit ¢ un point,

alors :

") (g T e )
f(x)zzf ( )(x—xo) +/ fn—!(t)(x—t) dt. (3.9)

k!
k=0

En posant A = x — xg, la série de Taylor de f peut aussi s’écrire sous la forme

—~ ") (z0) SOEA)) |
flwo+A) = ; o (A + W(A) i (3.10)

ou & € [zg, o+ Al.
(b)Cas des fonctions de plusieurs variables
Si f est une fonction définie sur un ouvert de R™; a valeurs réelles et suffisamment dérivable,

en utilisant les formules de Taylor pour la fonction d’'une variable réelle ¢ — f(a + th); on
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déduit des formules de Taylor pour f au voisinage de a : Pour simplifier, on s’intéresse aux

fonctions de deux variables réelles.

Théoreme 3.1.11. [}5]/(Taylor-Lagrange) Soient p un entier naturel non nul, U un ouvert
non vide de R?; f une fonction de classe C? de U dans R; A = (a,b) un point de U et
M = (z,y) un point de U tel que le segment [AM] d’extrémités A et M soit contenu dans U :

Il existe un réel 0 dans ]0; 1] tel que :

B (x —a)(y—0) O f (x —a)(y—b) OPf
S = 3 TR GLAD T WAL
i+j<p—1

i+j=p
Corollaire 3.1.1. [35](Taylor-Young) Avec les mémes hypothéses que dans le théoréme
précédent, on désigne par B une boule ouverte centré en A = (xg,y0) et de rayon r > 0
contenue dans U :
1l existe alors une fonction € : B — R telle que

lim  e(x,y) =0

(z,y)—(z0,y0)
et pour tout (z,y) dans B on ait :

_ (z — ﬂio)i(?/ - yo)j oI f
f(x,y) _i+jz<;1 Z']' 8:1:263/] ($07y0)+ ||($—$oay—yo)|’p5($ay)‘

3.2 Développements en séries de Taylor des ca-
ractéristiques d’une chaine de Markov

Les indices de performance stationnaires des systemes markoviens, tels que la longueur d’une
file d’attente sont des fonctions analytiques des parametres du systeme : le taux de service et
le taux d’arrivées. Cette observation a lancé I'étude des propriétés analytiques des systemes
stochastiques. L’approche prédominante dans la littérature est d’étudier le développement en
série de Taylor des caractéristiques des réseaux stochastiques a arrivées poissoniennes. Les
premiers résultats sur ce sujet se trouvent dans [46, 112]. Cao [29] a étudié le développement

en séries de Taylor de la distribution stationnaire des chaines de Markov a espace d’états fini.

Préliminaires

Soient {X,;n € N} une chaine de Markov ergodique de matrice de probabilités P et de

distribution stationnaire 7. Supposons que celle-ci dépend d’un certain parametre 6.
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Dans ce qui suit, nous nous intéressons a l’obtention de la distribution stationnaire 7y sous une
forme facilement calculable. En particulier, sous une forme polynomial, en utilisant la formule de
développement en séries de Taylor établie par Heidergott et Hordijk [52]. Ainsi, la distribution
stationnaire my est considérée comme fonction du parametre de controle 6 (on la note my). Par
conséquent, la forme développée de distribution stationnaire 7 au point 8 + A (avec A > 0) est

donnée par :

< A
Torn = Z —Wé ), (3.11)

n!
n=0

De point de vue pratique, nous considérons un nombre limité de termes de la série de Taylor

(3.11). A cette effet, nous notons la partie réguliere de cette série par :

EoAM )
Hg(k,A):ZTWQ . (3.12)
n=0 ’

Le reste de cette série sera défini par :

ro(k, A) = morn — Ho(k, A). (3.13)

La dérivée d’ordre n de la distribution stationnaire my par rapport au parametre 6 est donnée

dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.1. [52] Soit 6 € O et soit Oy C © un intervalle ouvert contenant 0. Supposons
que les composantes de la matrice de probabilités de transition Py sont n fois dérivables par
rapport au parameétre 0. Alors, la dérivée d’ordre n de la distribution stationnaire wy par rapport

au parametre 6 est donnée par :

7" = 1 Ky(n), (3.14)
ot

K= Y T, (3.15)

1<m L <ndy 4o AHlm=n L g

et Dy est la matrice de déviation relative a la chaine de Markow.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques définitions et généralités sur les formules de
développements en séries de Taylor, oul nous avons tardé sur les différentes formules caractérisant
le reste de ces développements. Une atention particuliere a été portée au développement en
séries de Taylor d’une distribution stationnaire relative a une chaine de Markov ergodique,
ou la sensitivité de celle-ci est exprimée en terme de la matrice de déviation de la chaine de
Markov. Cette nouvelle approche sera 'objet d’une application dans le prochain chapitre sur
un cas d’analyse de sensitivité des mesures de performances de la file d’attente M/G/1/N avec

vacalnces.



Chapitre 4

Application aux modeles

M/G/1/N-(V,E) et M/G/1/00-(V,E)

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons appliquer trois méthodes d’approximation différentes (la
méthode CMC, la méthode de stabilité forte et la méthode de développement en séries de
Taylor) pour analyser les systemes de files d’attente M/G/1/00 avec vacances et M/G/1/N

avec vacances.

La notion de vacances est introduite en général pour exploiter l'oisiveté (le temps inoccupé)
du serveur pour un autre travail secondaire dans le but d’améliorer la performance du systeme.
L’analyse de la modélisation par les systemes d’attente avec vacances a été réalisée par un
nombre considérable de chercheurs dans le passé et a été utilisée dans différents problemes
pratiques comme les systemes de production, systemes de communication et systemes infor-
matiques [39]. Pour un apergu détaillé sur les systémes avec vacances du serveur, on peut se

référer aux [39, 71, 105].

4.1 Description du modele

Plusieurs recherches ont été réalisées sur les systemes de files d’attente avec vacances, mais

sans restriction sur le nombre de clients dans le systeme. Cependant, il est tres important de

33
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considérer les systemes d’attente avec vacances du serveur et a espace d’état fini. Ceci s’explique
par leur intérét a la fois théorique et pratique dans la modélisation des performances des
systemes informatiques, de productions [105]. Dans cette section, on s’intéressera a ’analyse
des modeles de files d’attente de type M/G/1 avec vacances et M/G/1/N avec vacances et

service exhaustif; voir [39, 76].

4.1.1 Le modele d’attente M/G/1/N-(V,E)

Considérons le modele de files d’attente M /G /1/N-(V,E) avec vacances du serveur et service
exhaustif. Supposons qu'un client arrive au systeme d’attente avec une probabilité \dt durant
un intervalle de temps arbitraire de longueur dt. Autrement dit, les clients arrivent au systeme
suivant un flux de Poisson de moyenne 1/\. Le serveur commence la vacance a chaque moment
ou la file devient vide (service exhaustif). Si le serveur revient de la vacance et trouve la file
non vide, alors la période de vacance se termine pour commencer une période d’activité, sinon
il prend une autre vacance, et il continue sous cette politique jusqu'a ce qu’il trouve au moins
un client a servir dans la file avant de reprendre a nouveau une autre vacance. La période
de vacance est l'intervalle de temps continu durant laquelle le serveur est en vacance. Notons
par S(x) et s(z) la fonction de distribution et la fonction de densité de la durée de service
respectivement. Soit S*(x) la transformée de Laplace-Steiltjes de S(z). Nous supposons que la
durée V' de chaque vacance est indépendante et identiquement distribuée. Notons par V*(z) sa
transformée de Laplace-Steiltjes. Les regles gouvernant les périodes de vacances sont décrites

comme suit :

1. Les durées des vacances sont indépendantes du processus des arrivées ;

2. le mécanisme qui détermine 'instant de la fin d’une vacance, n’anticipe pas une nouvelle

occurrence du processus des arrivées poissoniennes ;

3. chaque temps de service est indépendant de la séquence des périodes de vacances qui

précede ce temps de service ;

4. siaucun client n’arrive durant la période de vacance, on dit qu’il y a une période d’activité

pour le serveur de longueur zéro et le serveur prend une autre vacance.
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Soit X (t) le nombre de clients présents dans le systeme M/G/1/N-(V, E) a l'instant t, pour
t > 0. Dans ce cas, notons que {X(¢);t > 0} (la longueur de la file M/G/1/N-(V, E)) n’est pas

markonienne car la distribution du temps de service n’a pas la propriété d’absence de mémoire.

Considérons ce processus {X (¢);¢ > 0} aux instants de fin de service du n®™® client. Pour
cela, notons ces instants par t,,. Ainsi, le processus induit est a temps discret, noté {X,,,n € N},

qui est une chaine de Markov induite de matrice de probabilités de transition définie dans [76] :

bo by by by - by o 1=V
ag a; Qg as --- GN_2 1—Zk Oak
0 apg ap QA -+ anN-—3 1-— Ngak
- - k=0
Py = Nea , (4.1)
0 0 a ar -+ an—g 1= o ax
0 0 0 0o --- ap 1— Qo
ou, pour j € N,
At
aj:/ ( ') e MdS(t), (4.2)
0 J!
At
v; = / ( ') e MdV (t) (4.3)
0 J!
et TR
bj = ; 1_—an‘j7i+l’ ] € N. (44)

Notons par #(N) la distribution stationnaire associée a la chaine de Markov X(N) =
{X,;n € N}. Celle-ci est la solution du systeme d’équations suivant :
j+1

7 (N) = 7o(N)b; + > #e(N)aji1k,j =0,1,2,.., N =2, (4.5)

et

i

T, = 1.

Il
=)

J
Notons par Pss(/N) la probabilité de blocage (ou de perte). Celle-ci est donnée par [76] :

(1 — Uo))\fl

BOSS(N) =1- E[V]TFO(N) —|—E[S](1 - UO)7

(4.6)

ot vy = [ e MdV(t)
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4.1.2 Le modele d’attente M/G/1/00-(V,E)

Dans cette partie, nous considérons a nouveau un systeme de files d’attente de type M/G/1
avec vacances du serveur mais a capacité infinie, noté M/G/1/00-(V,E).

L’état de ce systeme est décrit par la variable aléatoire X, représentant le nombre de clients

¢ client. Ainsi, la séquence des

présents dans le systéme d’attente juste apres le service du n®™
variables aléatoires X = {X,;n=1,2,3,...} constitue la chaine de Markov induite du processus
{X(t);t > 0} (le nombre de clients présents dans le systeéme a n’importe quel instant ¢). Sa

matrice de probabilité de transition P = (f;;) ;>0 est définie dans [76] :

bop b1 by b3
apg ay as das

0 apg ap ao --- 3 (47)

Mo
Il

0 0 ag aiq

ol a; et v; est la probabilité que j clients arrivent dans la file d’attente durant le temps de
service S et le temps de vacance V', respectivement. Supposons que E[S] < 0o et E[V] < oo,

alors I'intensité du trafic de ce modele est donnée par :
p = AE[S].

La fonction génératrice de la distribution stationnaire relative a la chaine de Markov X

décrivant ce modele d’attente est donnée dans [76] :

7(z) = 7o

[V*(X = Az) — 1]S* (A — A\2)
(1 —wp)[z = S*(A=A2)] ~

Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose que :

¢ le processus d’arrivée des clients dans la file est poissonnien de parametre \;

o la loi de la durée de service des clients est Hyper-exponentielle d’ordre 2 (notée Hs) de

parametres j1; et po, donc sa fonction de densité est donnée par :

b(x) = yure % 4 (1 — y)puge 2%, avec 0<~y<1; (4.9)
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¢ la file a serveur unique;
¢ la discipline de service de la file : FIFO;

¢ le temps des vacances V suit la loi exponentielle de parametre %, donc sa fonction de

densité est définie comme suit :

v(z) = %e_z. (4.10)

On remplace les relations (4.9) et (4.10) dans les relations (4.2) et (4.3) respectivement, on

obtient :

; Y1 (1 —7y)pe
=\ 4 = 4.11
i (()\ + pp )t (A + ,ug)J“) ( )

et
(M)

pour tout 7 € N.

4.2 Analyse de la file d’attente M/G/1/c0-(V,E) par
CMC

La modélisation et I'analyse d’un certain systeme stochastique par une chaine de Markov
s’avere quelquefois fastidieuse voire impossible lorsque la taille de 'espace d’états de cette
chaine dépasse quelques dizaines d’états. Dans ce cas, il est alors nécessaire de faire appel
aux techniques dites de troncature des espaces d’états de la chaine de Markov en question.
Dans cette section, on introduira les résultats que nous avons obtenu par l'application de la
méthode de la troncature de 'espace des états d’une chaine de Markov décrivant 1’état de la
file d’attente de type M/G/1/00-(V,E), et ce, en utilisant la méthode de la Chaine de Markov
Censurée (CMC).

En fait, une CMC n’observe qu’un sous ensemble de ’espace d’états de la chaine originale.
De plus, les CMCs sont tres utiles quand on veut analyser une chaine de Markov avec un
espace d’états tres large. De méme, la prise en compte de la précision du calcul de certaines
mesures concernant la chaine de Markov originale est primordial surtout lorsqu’on considere

juste I'information partielle disponible ou que 1’on veuille exploiter.
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Le principe de cette technique est de réduire la taille de 1’espace d’états de la chaine de
Markov étudiée a une taille finie. Pour ce faire, on considere une décomposition particuliere
de la matrice des probabilités de transition sous forme de blocs (sous matrices) de différentes
tailles. En manipulant algébriquement ces sous matrices afin de construire une matrice de pro-
babilités de transition de taille finie. Celle-ci résume toute l'information de la matrice originale.
Dans ce qui suit, on s’intéressera a l'application de cette approche au cas du modele d’attente

M/G/1/oo-(V,E). Pour ce faire, on introduit les matrices suivantes :

bp b1 by bs

Gy aip as as

P=10 a a ar - |
0 0 ag ap
bo bi by b3 by bs b b7
ap a1 Gy a as as Gg Q
T 0 a1 a as U= 4 Q5 Qg a7 7
0 ap a1 as as a4 a5 Qg
0 0 ay m as as a4 Gas
ap Gz asz a4 0 0 0 ag
ap ap ao as 000 O
0 0 ay ay 000 O

En fonction des quatre matrices introduites précédemment et 1’aide de quelques transformations
matricielles, on construit une nouvelle matrice stochastique de taille finie. Celle-ci est la matrice

de probabilités de transition de la chaine de Markov censurée, elle est définie comme suit :

Psy=T+U (Z QZ) V. (4.13)
=0

Etant la matrice de probabilités de transition P irréductible et apperiodique. Alors dans ce

cas, on aura :

Y@ -u-o (1.14)
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ou [ est la matrice identité.

Remplagons cette somme infinie par la matrice inverse de (I — @) dans (4.13), nous obtenons :

Psy=T+U(I-Q)'V. (4.15)

A ce niveau, nous illustrons 'applicabilité de cette approche sur le modele de files d’attente
M/Hy/1/oo-(V,E), i.e. nous supposons que la lois de temps de service des clients est Hyper-
exponentielle d’ordre 2 de parametres u, et uo. Ainsi, nous fixons les parametres de ce modele

comme suit : A =1, pu; = 10, pe = 20, § = 0.0001 et v = 0.5.

Par la suite, nous nous intéresserons au calcul de ’erreur relative absolue commise sur le
calcul des composantes de la distribution stationnaire de la file d’attente M/Hy/1/00-(V,E)

avec la CMC. Cette erreur est calculée de la maniére suivante :

W(S)—ﬁ

Err =

)
o0

™

ot (.S) est la distribution stationnaire relative a la chaine de Markov censurée (msy Ps) =
T(s)) et, 7 est la distribution stationnaire de la chaine de Markov originale (7 P = 7) et M
est le seuil de la troncature. Les résultats numériques obtenus pour ce cas d’application sont

illustrés dans la figure (4.1).

» 1072 Erreur relative due a la troncacure.

Q SN DN ARV NN NI (NI NI SN A
5. 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Miveau de troncature (M)

Figure 4.1: Courbe représentative de l'erreur relative due a la troncature de la taille de la file

M/H3/1/o0-(V,E) par la CMC
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Pour d’autres parametre ( A = 0.01, pu3 = 1, po = 2, § = 100 et v = 0.5.) du modele

M/H,/1-(V,E), les résultats numériques obtenus pour ce cas d’application sont présentés dans

la figure (4.2).

Erreur relative due a la troncacure._
0-0as8 T : : : T T T

R SRR T T T ————————
o0.014 [ : :

o012 [4

o_00s8

Ermeur relative

0_00&6

Q_004

Q_ 002

(0]
20 25 30 35 40 45 50

—_— MNiveau de troncature (W)

Figure 4.2: Courbe représentative de l’erreur relative due a la troncature de la taille de la file

M/Hs/1/00-(V,E) par la CMC
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D’apres les résultats obtenus par 'application de la technique CMC, on constate que la
valeur de 'erreur relative commise sur le calcul de la distribution stationnaire relative au modele
d’attente M/ Hy/1/00-(V,E) décroit rapidement avec I'augmentation de la valeur du niveau de
la troncature M. En particulier, ce constat est valable pour les valeurs de M > 5. Ainsi, la
distribution stationnaire de la file d’attente M/Hs/1/00-(V,E) obtenue par la CMC converge
rapidement vers la distribution stationnaire du modele original. En effet, pour des valeurs du
niveau de troncature supérieures a 5, on obtient des valeurs de I'erreur relative significativement
proches de zéro. Cela prouve que cette approche est tres efficace pour les calculs de ce type de

situations.

4.3 Analyse de perturbation de la file d’attente
M/G/1/oc-(V,E)

Dans cette section, on choisit une autre approche d’analyse dont le principe est différent de
celui de I'approche qu’on a déja utilisé dans la section précédente. Celle-ci est la méthode de
stabilité forte, son principe repose sur I'obtention des bornes de perturbation des chaines de
Markov homogenes. La caractérisation essentielle de cette approche est le calcul exact de toutes
les constantes qui interviennent dans la définition de la borne en question. De plus, celle-ci est
applicable pour des chaines de Markov a espace d’états infini. Dans ce qui suit, on s’intéressera
a l'estimation de I'erreur commise lors d’approximation de la distribution stationnaire relative
a la chaine de Markov décrivant I’état du modele d’attente M/G/1/00-(V,E) par celle corres-
pondante du modele d’attente M/G/1 classique. La perturbation alors considérée dans cette
analyse est celle du taux des vacances du serveur. En d’autres termes, nous étudions 'influence

des vacances du serveur sur les mesures de performance de ce modele.

En premiere étape, nous étudions la wv-stabilité forte la chaine de Markov induite X,
représentant le nombre de clients présents dans le systeme d’attente M/G/1 juste apres le
n-eme départ. Nous déterminons les conditions pour lesquelles, il sera possible d’approcher la
distribution stationnaire relative au modele d’attente M/G/1/oco-(V,E) par celle correspondante

du modele classique M/G/1.

Au préalable, nous énongons le lemme suivant que nous utiliserons dans la démonstration



CHAPITRE 4. APPLICATION AUX MODELES M/G/1/N-(V,E) ET M/G/1/oco-(V,E) 62

de la v-stabilité forte de la chaine de Markov X.

Lemme 4.3.1. [I/Supposons que dans le modéle d’attente M/G/1 classique, les conditions

suivantes sont vérifiées :
1. NE(S) <1, ou S est la durée de service (condition d’ergodicité géométrique) ;
2. Ja > 0,E(e*”) = [e™dS(t) < oo (condition de Cramér).
Alors, il existe 5 > 1 tel que :

_ S (1= 8))
TR

Théoréme 4.3.1. Supposons que dans le modéle d’attente M /G /1 les conditions du Lemme

< 1. (4.16)

4.3.1 soient vérifiées et posons :
I'=sup{B:p<1}. (4.17)

Alors, pour tout 5 tel que 1 < 5 < T', la chaine de Markov X est fortement v-stable pour une
fonction test v(k) = *.

Démonstration. Pour pouvoir prouver le fait de v-stabilité de la chaine de Markov X pour la
fonction test v(k) = 8%, ot 8 > 1, nous utilisons le critere de stabilité forte (Théoreme 2.2.6).

Pour cela, nous choisissons la fonction mesurable :

1, sit=0,
h(i) = 1;—g =
0, siz>0
et la mesure :
a; = Po;.

Alors, vérifions les trois conditions a., b. et ¢. du Théoreme 2.2.6.

On a:
e Th=my=1—p>0;

e al=) . qa;=1;
o ah = h(i)a; = ag > 0.

Condition a : la matrice tabou 7" est non négative :

Par définition de la matrice 7', on a : T;; = P;; — h(i)cy;, alors
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0, st 1= 0;
P.

iJ

T, =
atlleurs.

Ce qui implique que 7;; > 0, pour tout 4,5 > 0,.
Condition b : Montrons qu'il existe une constante p < 1 telle que Tv(i) < pv(i),¥i > 0 :

Par définition, on a :

oSit=0

TU(O) = ZﬁjTOj = 25] x 0=0.
Jj=0 Jj=0
o Sii>1, alors

To(i) = Y AT,

>0
— J —At )‘t) M AS(t
> [ st
_ jti—1 e (!
- ;5+ /e <j—z'+1>!ds(t)
_ )\ﬁt
< At
VA
;S = B))
< B — 5
Il suffit donc de choisir :
St -=8))
e

Ainsi, on obtient :

To(i) < po(i),
d’apres le Lemme 4.3.1, la condition b est vérifiée.

Condition c : La décomposition de la matrice T" est donnée par :

T=P—ha=P=T+ha=|Pll, <||T|o+ ||l

or,on a :



CHAPITRE 4. APPLICATION AUX MODELES M/G/1/N-(V,E) ET M/G/1/oco-(V,E) 64

1 1
T, =sup — v || <sup | —= pov(i) | <p <1,
Tl = s 5 STl < sup (i 0v0) <o

et nous avons

et

lalle = > vyl

j=0
= ZBjPOj
j=>0
j=>0
o[ J
- Zﬁﬂ/ —(At‘) e MdS(t)
>0 0 J:

= / N e M= S(¢)
0
= S"(M1—=p)) <p < oo

Alors, pour § défini dans le Lemme 4.3.1

lvfl < o0,

donc || Pl], < oo.
Ainsi, toutes les conditions sont vérifiées.

[]

L’une des constantes intervenant dans la définition des bornes de perturbation de la méthode
de stabilité forte est celle qui estime la déviation en norme v de la matrice de probabilités de

transition P. Cette constante est donnée dans le lemme suivant.

Lemme 4.3.2. Soient P et P les matrices de probabilités de transition relatives auz chaines

de Markov induites X et X respectivement et S*, V*) les transformées de Laplace de S, V
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respectivement. Supposons que les conditions du Lemme 4.5.1 soient vérifices. Alors, pour tout

1 < B < T, nous avons
|P = Pl < [V*(A(1 = 8)) = 1| S*(A(1 = 8)) = A, (4.18)

Démonstration. Par définition, on a :
1P~ Pllo = sup = 3" 0(3) oy — Pl
iz0 V(1) o=
o Sii>1, alors
|P = Pll,=0.

o Siz =0, alors

\P— P, = sup%zvunbj—aﬂ

i>0 V(1) 4
j=0
= Y Blb—a
>0
' Jj+1
= > p ( Z og Gt G )
>0 k=1
< DIV = 8)Ba; — Fayl
>0
< [VFAQ=75)) = 1S* (A1 = 5)) = A, (4.19)

ol a; et v; sont définies par les relations (4.11) et (4.12) respectivement.

O

La premiere borne de stabilité forte obtenue dans le cas d’analyse de notre modele est donnée

dans le théoreme suivant.

Théoreme 4.3.2. Soient 7 et 7 les distributions stationnaires associées aux chaines de Markov
X et X respectivement. Supposons que les hypothéses du Lemme 4.3.1 sont vérifiées. Alors, pour

tout 1 < < T, et sous la condition :

1_
A < p'
C

Alors, l'estimation de ’erreur d’approximation est donnée comme suit :
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" Aclrlly 4
_ < 2clmle 2 p
lf=al, < =S5 2 Ba
o A= [V*(M1L = 8) = 18" (A1 = B)), e = 1+ |1, (UTHFRE2), 0 = AB(S) et
p= 008
Démonstration. Par définition, on a :
) :
v = Sup ——~ = 1,
= v(i)
et
Imlle = D v()lml
j=>0
= Zﬁjﬂj
>0
(1 —0)S*(A(1 —B))(1 - B)
S*AN1=8)-8
(4.20)
ou o = \E(S5).

Ainsi, ¢ = 1+ ||7||,. O

Une autre borne de la méthode de stabilité forte peut-étre obtenue par application du

Théoréeme 2.2.9. Celle-ci est donnée dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.3. Soient 7 et 7 les distributions stationnaires associées aux chaines de Markov

X et X respectivement. Supposons que les hypothéses du Lemme 4.3.1 sont vérifiées. Alors, pour

tout 1 < < T, et sous la condition :

1_
A < p.
C

Alors, Uestimation de ’erreur d’approximation est donnée cette fois-ci par :

. A lall. 0
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ol A = V(A1 = §) 1| (A1 = B), e = 1+ [, (U85 0020-2) ) — \R(s),

S*(A(1-8))-B
p =00 o fla), = S*(A(L - B)).

Démonstration. Les constantes intervenant dans la définition de cette borne de perturbation
étant déja calculées. Donc, il suffit de les remplacer dans l'expression de la borne pour la

calculer. O

Le dernier résultat obtenu lors d’analyse de perturbation du modele M/G/1/0c0-(V,E)
concerne 'obtention de la troisieme borne de stabilité forte. Celle-ci est donnée dans le théoreme

suivant.

Théoreme 4.3.4. Soient w et 7 les distributions stationnaires associées aux chaines de Markov
X et X respectivement. Supposons que les hypothéses du Lemme 4.3.1 sont vérifiées. Alors, pour

tout 1 < B < T, et sous la condition :

l1—p

< —
IL+p

Alors, la majoration de l’erreur d’approximation est donnée par :

tp ooy s

T, <
| I < l—p—(1+p)Al—p

oi A = V(A1 = B)) = 1| S*(\1 = B)), e = AE(S5), p = ZEELD et [|af, = S*(A\(1 - B)).

Pour démontrer ce Théoreme, il suffit de suivre la méme démarche que celle adoptée lors de

la démonstration des Théoremes 4.3.2 et 4.3.3.

Nous terminons cette section par une application numérique, ou nous considérons une étude
comparative des trois bornes de perturbation obtenues par application de la méthode de stabilité
forte. Cette analyse nous permettra d’étudier la qualité de ces trois bornes. Pour ce faire,
supposons que la durée de temps de service est Hyper-exponentielle d’ordre 2 ayant py et ps
comme parametres. Dans ce cas, les formes explicites de S*, V* et o sont données comme suit :

©2

S =) = 13 + - s

A1 —=p5)+pl
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VAL =B)) = m
et
VA
@—A(M1+ 2 )

Toutefois, nous fixons les valeurs des autres parametres comme suit :

A=0.1, =2, g =3,v=0.5, 8=101.

L’illustration graphique des trois bornes de perturbation Be;, Bey et Bes obtenues dans les

Théoremes 4.3.2, 4.3.3 et 4.3.4 respectivement est donnée en Figure (4.3).
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: : : : i ---=-- Bel : .
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5 YT
- - S-S L' N L ]
0.07 : . . . : ,E-‘-’,f,ﬂ"
' ' ' ' ' ' ‘_,'E"’
0.06 - ----}----==q--mmm- e REE T CET R PRSP R A FRTRS SRR ~
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Figure 4.3: Courbes comparatives des bornes de perturbation : M/H/1-(V,E)

En comparant les valeurs numériques des trois bornes de perturbation obtenues par appli-

cation de la méthode de stabilité forte, nous remarquons que les valeurs relatives a la borne

Bes sont significativement petites par rapport aux valeurs des deux autres bornes. De méme,

les valeurs de la borne Be; sont petites par rapport a celles de la borne Bey. Par conséquent,

nous obtenons :

B63 S B€1 S B€2.
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4.4 Analyse de sensitivité de la file d’attente M /G /1 /N-
(V,E)

Dans cette partie, nous nous sommes intéressés a I’analyse de sensitivité des caractéristiques
stationnaires du systeme d’attente M/G/1/N-(V,E) par rapport aux perturbations du taux de
vacances, et ce en utilisant ’approche de développements en séries de Taylor introduite par
Heidergott et Hordijk [52]. En effet, par utilisation de cette nouvelle approche nous pouvons
représenter la distribution stationnaire de la longueur de la file d’attente M/G/1/N-(V,E) par
un polynome, ou ces coefficients sont définis en fonction de la matrice de déviation Dy associée
a la chaine de Markov décrivant 1'état du systeme étudié. Cette Matrice est définie par [52] :

Do(N) = >~ (B (N) = ().
n>0
ou Il est le projecteur stationnaire de la chaine de Markov. Cette représentation polynomial est
possible sous la condition que toutes les composantes de la matrice de probabilités de transition
Py soient n fois continiiment dérivables par rapport au paramétre de controle 6 (dans notre cas,

0 est le taux de vacances).

H : Supposons que les fonctions de probabilités by, définies dans (4.4), sont k-fois
continument dérivables par rapport a 6 dans ©, et ce pour tout 0 < k& < N — 2. Dans ce

cas, notons sa k°™® dérivée par b*).

Ainsi, on définit la matrice dérivée d’ordre k de la matrice de probabilités de transition par :

P® = (p)o<i jen—1,

ol
(i) _ d*

Dij :Wﬁijy 0<i,j<N-1L

Dans ce qui suit, nous nous intéressons a développer la distribution stationnaire associée a la

chaine de Markov décrivant 1’état du modele d’attente M /G/1/N — (V, E) sous la forme de la
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série définie par :

Fas(V) = 3 SLEP)

ou ry(k,A) est le reste du développement de Taylor (ou I'erreur d’approximation de g a (V)
par la série d’ordre k) et 7”%(3”) est la sensitivité d’ordre k de la distribution stationnaire (ou la

dérivée d’ordre k de celle-ci). Cette dérivée est donnée dans [52] :
7 = 7, Ky(n), (4.21)

avec Kp(n) est définie comme suit :

L+ dln=n

Afin de faciliter le calcul de ces dérivées, une nouvelle démarche de calcul des dérivées de la
distribution stationnaire 7y sous forme récursive est établie par Abbas et al. [6]. Nous illustrons

cette nouvelle démarche du calcul pour le cas des dérivées d’ordre k = 1,2, 3 :

et
7D = 79 B Dy + 375 PV Dy + 3750 Py Dy

En fin de cette section, nous illustrons applicabilité de la méthode de développements en séries
de Taylor sur le cas du modele d’attente M/G/1/N-(V,E), ott nous supposons que la distribution
de temps de service est Hyper-exponentielle d’ordre 2 de parametres py et ps. Ainsi, les trois
premieres dérivées de la distribution stationnaire du nombre de clients de ce modele d’attente

se calculent de la fagon suivante.
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La probabilité a; étant indépendante du parametre des vacances ¢. Par conséquent, pour

tout k > 1 :
A
a§.)=%aj:o, Vj € {0,1,2,..,N —2}.
Néanmoins, pour calculer les dérivées d’ordre supérieur de la probabilité b; définie par :
k
_ d
b;” = ij, (4.22)

nous allons exploiter ’écriture de celle-ci sous forme du produit de deux fonctions du parametre

de controle 6 :

1
bj = 1— o \(vlaj + Voltj—1 + V3@j—2 + ...+ v;iaq + Uj_HCL()) .
—— s©)
w()

A cet effet, nous utilisons la formule de Leibniz donnée par :

k
B = o™ (9) S (0)
n=0

. ar dkfn

En utilisant la formule (4.23), on obtient :

d d d
0= @W(Q)S(e) + w(@)@S(e),
d? d? d d d?
et
d3 e d? d d d? e

Pour calculer les trois dérivées introduites ci-dessus pour le cas du modele M/ Hy/1/N-(V,E),

on procede comme suit :
d EINF
—w(f) = (—1)F
d@kw< ) =(-1) (AR

et
d jt+l k
%‘SKG) = ;aj—i—i-lwvi; J € {07 1727 7N - 1}7

ou les trois premieres dérivées de la probabilité v; sont données par :

i [me)ﬂ (G + DAY

07 T 01 (M + )it
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d* 2 [JU =D G+ D0 (G +2)( + DAY

202 = (A0 + 1)i+1 7 (A0 + 1)7+2 8+ 1)+
d_S,U. — )\3{](] — 1)(] - 2)()\(9)j_3 B (] + 1)](] _ 1)(}\9)j_2
43"’ (A0 + 1)i+1 00+ 1)+

n 3(.7+2)(j+1)j(>\6)j—1 - (j+3)(j—|—2)(j+1)()\9)j]
(A9 + 1)7+2 (A0 + 1)7+4 :

Par conséquent, la structure de la matrice dérivée relative au modele M/H,/1/N-(V/E) prendra

la forme suivante :

R P Dl
0 0 0 0o .- 0 0
® o 0 0 0 --- 0 0
PR = : (4.24)
0 0 0 0o - 0 0
0 0 0 0o .- 0 0

Dans ce qui suit nous considérons trois exemples numériques illustrant ’analyse de sensitivité
de la distribution stationnaire par rapport a la perturbation du parametre 6. Pour ce faire, nous

fixons les valeurs des parametres du modele étudié :
A=1,0=1, 41 =2,uy=3,v7v=05 N=4et Ael0,0.1].
Comme premier exemple numérique, on considere la série de Taylor d’ordre 1, i.e.,
Ho(1,A) = 79+ ATy
— 7+ AR Py Dy,

et nous tracons les courbes représentatives des erreurs relatives absolues commises sur le cal-

cul des composantes de la distribution stationnaire par la série de Taylor d’ordre 1 (voir la
figure (4.4)) :
Hy(1,A) (i) — Toa(i)
Tora(i)

pour ¢ =0,...,3.

Pour les mémes valeurs des parametres, nous répétons cet exemple avec une série de Taylor

d’ordre 2, i.e.,
Hy2.A) = 54 A 4 250
0( ) ) = T+ Amy’ + 779

N . = A _ =
= Ty + A?Tgpe(l)Dg + TWQPO(Z)DQ + AQﬂ'g(Pe(l)Dg)(Q).
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De méme, nous illustrons graphiquement les erreurs relatives absolues dues au calcul des com-
posantes de la distribution stationnaire par la série de Taylor d’ordre 2 (voir la figure (4.5)).

Celles-ci sont données par :
Hy(2, A) (i) — Ton (i)
To+a(i)

pour tout ¢z =0,...,3.

Finalement, en troisieme exemple, nous considérons la série de Taylor d’ordre 3 donnée par :

A2
Hy(3,A) = frg+Afr§1)+77r§2)

. e A2 Y
= T+ A7T9P9(1)D9 + 77T9P9(2)D9 + A27T9(P9(1)D9)(2)
AS R ~(2) = (1) =
+ = (FoPy? Do+ 35 P} Dy + 37 P Dy )
L’illustration graphique des erreurs relatives absolues commises lors du calcul des composantes

de la distribution stationnaire par une série d’ordre 3 est donnée en Figure (4.6) :
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Figure 4.4: Courbes représentatives des erreurs relatives absolues sur le calcul de la distribution

stationnaire du modele M/Hy/1/4-(V,E) par la série de Taylor d’ordre 1.
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Figure 4.5: Courbes représentatives des erreurs relatives absolues sur le calcul de la distribution

stationnaire du modele M/Hy/1/4-(V,E) par la série de Taylor d’ordre 2.
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Figure 4.6: Courbes représentatives des erreurs relatives absolues sur le calcul de la distribution

stationnaire du modele M/Hy/1/4-(V,E) par la série de Taylor d’ordre 3.
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D’apres les figures précédentes, on constate que plus on augmente l'ordre du développement
de la série de Taylor, I'erreur relative absolue associée au calcul des valeurs des composantes
de la distribution stationnaire diminue en chaque point de 'intervalle de perturbation [0, 0.1].
En outre, la perturbation du parametre 6 de dix pour cent induit une erreur sur le calcul
des composantes de la distribution stationnaire 7y de grandeur de 107%, et ce en utilisant un
polynome de degré 3. Cela nous permet de confirmer l'efficacité de ’approche utilisée. En
d’autres termes, le calcul de la distribution stationnaire du nombre de clients dans le modele
d’attente M/H,/1/4-(V,E) par I'approche de séries de Taylor s’est réalisé avec une meilleure

précision.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pu illustrer numériquement ’applicabilité de trois méthodes
différentes (la chaine de Markov censurée, la stabilité forte et le développements en séries
de Taylor), permettant de déterminer 'approximation des caractéristiques stationnaires des
systemes de files d’attente de type M/G/1 et M/G/1/N avec vacances, tout en suivant des
démarches différentes. Cette applicabilité des trois méthodes nous a permis d’analyser leurs

performances.
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Résumé

Le travail abordé dans ce mémoire s’intégre dans le cadre d’obtention des approrimations
stochastiques, ot un calcul numérique peut alors étre utilisé ou des modifications dans le systeme
peuvent étre suggérées pour obtenir des bornes simples ou des approximations faciles a calculer.
Le support analytique formel pour la précision ou la nature de telles modifications ou approxima-
tions alors devient d’un intérét primordial. Dans ce mémoire, nous avons obtenu des résultats
sur le cas d’approrimation des caractéristiques stationnaires de la chaine de Markov décrivant
Uétat du modéle d’attente M/G/1 avec vacances, tout en utilisant trois méthodes différentes :
la troncature, la stabilité forte et les développements en séries de Taylor.

Mots clefs : Approximation, Chaine de Markov censurée, Stabilité forte, Développements

en séries de Taylor, Systéme d’attente M/G/1 avec vacances.
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