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Introduction générale

Il est apparu ces derniéres années dans la littérature des files d’attente avec rappels,
des travaux portant sur les systémes de files d’attente avec rappels caractérisés par la
présence de deux types d’arrivées. D’un coté, les arrivées positives ou régulieres qui ont
pour objectif I'occupation du service. De l'autre coté, les arrivées négatives, dont la
présence dans le systéme de files d’attente avec rappels affecte ce dernier de différentes
maniéres, & savoir : élimination individuelle, élimination par groupe, élimination d’une
quantité aléatoire d’activité, le désastre( la catastrophe)[2].

La théorie analytique des modeles d’attente avec rappels s’avere d’'une portée limitée
en raison de la complexité des résultats connus. En effet, dans la majorité des cas, on se
retrouve confronté a des systémes d’équations dont la résolution est complexe ou possédant
des solutions qui ne sont pas facilement interprétables afin que le praticien puisse en
bénéficier. Par ailleurs, on peut citer le degré de difficulté pour I'obtention de certaines
caractéristiques dans quelques modeéles tels que les modeles de files d’attente avec rappels
et vacances, avec rappels et priorité, avec rappels et clients négatifs, avec rappels de
distribution générale ayant deux types de clients. Cette difficulté réside essentiellement
dans l'utilisation des inverses des transformées de Laplace-Stieljes et des distributions
marginales. Pour pallier & toutes ces difficultés, les chercheurs ont recouru aux méthodes
d’approximation qui permettent d’avoir des estimations quantitatives et/ou qualitatives
pour certaines mesures de performance. C’est pour toutes ces raisons, qu’on s’intéresse,

dans notre étude, d’'une maniére particuliére a la méthode de comparaison stochastique.
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La méthode de comparaison stochastique est un outil mathématique utilisé pour
I’étude des performances de certains systémes modélisés par des chaines de Markov a
temps continu ou discret. Ces études sont motivées par la difficulté d’obtenir des résul-
tats de performance explicites pour la plupart de ces systémes. L’avantage de ce type
de méthodes d’approximation réside dans le fait que des résultats explicites puissent étre
obtenus pour des situations relativement complexes ou les méthodes numériques et les
expériences de simulation constituaient souvent la seule alternative. L’idée générale de
cette méthode est de borner un systéme complexe par un nouveau systéme, plus sim-
ple a résoudre et fournissant des bornes qualitatives pour ces mesures de performance.
Ces méthodes constituent aujourd’hui I'une des principales activités de recherche dans
divers domaines sciatiques, tels que I’économie, la biologie, la recherche opérationnelle, la
théorie de fiabilité, la théorie de décision, les files d’attente et les réseaux informatiques
et de télécommunication [19, 24].

Les propriétés de monotonie et de comparabilité sont bien documentées dans la lit-
térature. L’une de ces propriétés a été étudiée dans [21]. Les auteurs ont utilisé la
théorie générale des ordres stochastiques pour 1’étude des propriétés de monotonie du
systéeme M /G /1 avec rappels suivant des ordres stochastiques donnés. En particulier,
ils ont déterminé des bornes simples pour le nombre moyen de clients servis durant une
période d’activité. Boualem et al. [11] ont étudié quelques problémes de comparabilité
et de monotonie pour 'analyse du systéme M/G/1 avec rappels constants et vacances du
serveur en utilisant la théorie générale des ordres stochastiques. Oukid et Aissani [25] ont
obtenu des bornes stochastiques pour les périodes d’activité et d’inactivité du serveur.
Récemment, Boualem et al. [12] ont établi quelques approximations qualitatives pour le
systéme M /G /1 avec rappels et Bernoulli feedback, en utilisant les propriétés qualitatives
des chaines de Markov par rapport aux taux d’arrivée, aux distributions du temps de
service et aux parameétres de rappels. Le lecture peut également consulter les références
[13,24] traitant de la méme problématique.

Le but de notre travail est d’appliquer les méthodes de comparaison stochastiques, pour

étudier les propriétés de monotonie du modele M/G/1 avec rappels et clients négatifs
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relativement & l'ordre stochastique, convexe et & 'ordre de Laplace, afin d’obtenir des
bornes simples pour la distribution stationnaire de la chaine de Markov induite liée au
modeéle considéré.

Ce mémoire est structuré de la maniére suivante :

Le premier Chapitre comprend des généralités sur les systémes de files d’attente d’une
maniére générale et le systéme M /G /1 avec rappels en particulier. De plus, on a introduit
la notion des clients négatifs.

Dans le deuxieme Chapitre, on donne un apercu sur la notion des ordres partiels
usuels (ordre stochastique, convexe et de Laplace), ainsi que des éléments sur la théorie
de comparabilité des processus stochastiques. On présente aussi les classes de distributions
d’ages issues de la théorie de la fiabilité.

Le troisieme Chapitre est consacré a I’étude des inégalités stochastiques pour le modeéle
M/G/1 avec rappels et des clients négatifs. Egalement, on donne les conditions pour
lesquelles 'opérateur de transition de la chaine de Markov induite est monotone par
rapport aux ordres stochastique et convexe. De plus, on étudie la comparabilité des
opérateurs de transition associés aux chaines de Markov induite de deux systémes M/G/1
avec rappels et clients négatifs, ainsi que la comparabilité des distributions stationnaires
respectives de nombres de clients dans les deux systémes. Finalement, on détermine les
bornes stochastiques pour la distribution stationnaires de modele considéré, et on termine

par une conclusion générale et une bibliographie.



CHAPITRE

1 Systémes de files
d’attente classiques et

avec rappels

1.1 Introduction

La théorie des files d’attente, ou queues, est un des outils analytiques les plus puis-
sants pour la modélisation de systémes logistiques et de communications. En quelques
mots, cette théorie a pour objet I'étude des systémes ou des entités, appelées clients,
cherchent & accéder a des ressources, généralement limitées, afin d’obtenir un service. La
demande concurrente d’une méme ressource par plusieurs clients engendre des délais dans
la réalisation des services et la formation de files de clients désirant accéder & une ressource
indisponible. L’analyse théorique de tels systemes permet d’établir & I avance les per-
formances de I’ensemble, d’identifier les éléments critiques ou, encore, d’appréhender les
effets d’une modification des conditions de fonctionnement.

les systéemes de files d’attentes sont trés étudiés et une abandante littérature couvre

ce sujet [7,22].
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1.2 Description du modéle d’attente classique

Une file d’attente ou queue est un systéme stochastique composé d’un certain nombre
(fini ou non) de places d’attente d’un ou plusieurs serveurs et bien stir de clients qui ar-
rivent, attendent, se font servir selon des régles de priorité données et quittent le systéme.
La description précédente d’une file d’attente, ne saurait capturer toutes les caractéris-
tiques des différents modeéles que comptent la littérature mais elle identifie les éléments

principaux permettant la classification de la grande majorité des files d’attente simples.

1.3 Analyse mathématique d’un systéme de files d’attente

L’étude mathématique d’un systéme de files d’attente se fait généralement par I'introduction

d’un processus stochastique, défini de facon appropriée. On s’intéresse principalement au
nombre de clients X(¢) se trouvant dans le systéme a l'instant ¢ (¢ > 0).

En fonction des quantités qui définissent le systéme, on cherche a déterminer :

o Les probabilités d’état : P,(t) = P(X(t) = n), qui définissent le régime transitoire
du processus stochastique {X(t),¢ > 0}. Il est évident que les fonctions P, (t) dépendent
de I’état initial ou de la distribution initiale du processus.

o Le régime stationnaire du processus stochastique est défini par :

T = tlirgloPn(t) =P(X(+0)=n)=P(X =n), (n=0,1,2...),

o, {7, }n>0 est appelée distribution stationnaire du processus {X(t),t > 0}.

Le calcul explicite du régime transitoire s’avere généralement pénible, voire impos-
sible, pour la plupart des modeéles donnés. On se contente donc de déterminer le régime

stationnaire.

1.4 Classification des systémes d’attente :

Pour identifier un systéme d’attente, on a besoin des spécifications suivantes :
— La nature stochastique du processus des arrivées, qui est défini par la distribution

des intervalles séparant deux arrivées consécutives.
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— La distribution du temps de service.

— Le nombre s de serveurs (stations de service). On admet généralement que les temps
de service correspondants suivent la méme distribution et que les clients qui arrivent
forment une seule file d’attente.

— La capacité N du systéeme. Si N < oo, la file d’attente ne peut dépasser une
longueur de N — s unités. Dans ce cas, certains clients arrivant vers le systéme n’ont pas

la possibilité d’y entrer.

1.5 Notation de Kendall

Un modeéle de file d’attente est totalement décrit selon la notation de Kendall-Lee.
Dans sa version étendue, un modéle est spécifié par une suite de six symboles :
A/B/s/N/K/C
La signification de chacun de ces symboles est :
o A : nature du processus des arrivées;
o B : nature du processus de service;
o s : nombre de serveurs;

o N : capacité d’accueil de la file d’attente;

(0]

K : taille de la population;

o (' : discipline de service.

Dans la description des processus d’arrivée et de service, les symboles les plus courants
sont :

o M : loi Exponentielle (memoryless);

o F : loi d’Erlang;

o 7 : loi Gamma;

o D : loi Déterministe (temps d’inter-arrivées ou de service constant);

o G : loi Générale (quelconque).

La forme abrégée est : A/B/s signifie que N et M sont infinis.
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1.6 Les diférentes disciplines de service

La discipline de service décrit l'ordre avec lequel les arrivées dans le systéme vont
accéder au service. Ces disciplines sont :
FIFO (First In First Out): Le premier arrivée est le premier servi,
LIFO (Last In First Out): Le dernier arrivé sera le premier servi,
Random (aléatoire): Les clients accédent au serveur de maniére aléatoire, indépen-

damment de 'ordre des arrivées,

1.7 Mesures de performance d’une file d’attente

L’étude d’une file d’attente a pour but de calculer ou d’estimer les performances d’un
systeme dans des conditions de fonctionnement données. Ce calcul se fait le plus souvent

pour le régime stationnaire uniquement et les mesures les plus fréquemment utilisées sont

e}

L = E(X) : nombre moyen de clients dans le systéme;

e}

L, : nombre moyen de clients dans la file d’attente;

e}

W : temps moyen de séjour d’un client dans le systeme;

(0]

W, : temps moyen d’attente d’un client dans la file;

o U : taux d’utilisation de chaque serveur;

o §: le temps moyen de service;

o A : le temps moyen entre deux arrivées.

Ces valeurs ne sont pas indépendantes les unes des autres, mais sont liées par les
relations suivante :

o L = AW (formule de Little ), ou A représente le taux d’arrivées.

o L, = Awyg;

o w=w,+ i, ou u représente le taux de service.

o L=1L,+0p.

D’une maniére générale, une file est stable si et seulement si le nombre moyen d’arrivées

de clients par unité de temps, noté A, est inférieur au nombre moyen de clients pouvant
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étre servis par unité de temps. Si chaque serveur peut traiter p clients par unité de temps

et si le nombre de serveurs est s, une file est stable si et seulement si

A
A<sp&sp=—<1,
S[k

ou, p est appelé I'intensité du trafic.

1.8 Les files d’attente markoviennes

Ils caractérisent les systémes dans lesquels les deux quantités stochastiques princi-
pales qui sont le temps des inter-arrivées et la durée de service sont des variables aléatoires
indépendantes exponentiellement distribuées (modele M /M /1). La propriété d’absence
de mémoire de la loi exponentielle facilite I'étude de ces modeéles. L’étude mathéma-
tique de tels systémes se fait par I'introduction d’un processus stochastique approprié. Ce
processus est souvent le processus {X(¢),¢ > 0} défini comme étant le nombre de clients
dans le systéme a I'instant ¢. L’évolution temporelle du processus markovien {X(¢),¢ > 0}

est complétement définie grace a la propriété d’absence de mémoire.

1.8.1 Systéme d’attente M/M/1

Le systéme de files d’attente M /M /1 est le systéme le plus élémentaire de la théorie
des files d’attente. Le flot des arrivées est poissonnien de parameétre A et la durée de
service est exponentielle de parameétre .

Régime transitoire

Soit X (t) le nombre de clients présents dans le systéme a U'instant ¢ (¢ > 0 ). Gréce
aux propriétés fondamentales du processus de Poisson et de la loi exponentielle, X (¢) est
un processus markovien homogene.

Les probabilités d’état P,(t) = P[X(t) = n| peuvent étre calculées par les équations

différentielles de Kolmogorov ci-dessous, connaissant les conditions initiales du processus.
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{P/n(t) = —(A+ p)Pa(t) + APu1(t) + P (2),
Pi(t) = —APy(t) + pPi(t).

Régime stationnaire
Sous la condition d’ergodicité du systéme p = ﬁ < 1, pour laquelle le régime station-

naire existe, il est aisé d’obtenir les probabilités stationnaires

T, = lim P, (t) = (1 — p)p",Vn € N. (1.8.1)

t—o00
m = {7 }n-o est appelé distribution stationnaire, elle suit une loi géométrique.
Caractéristiques du systéme
o Le nombre moyen de clients dans le systéme est :

L=EX)= Zmrn =(1- p)an”.

n>0 n>0
D’ou :
L=-"— (1.8.2)

o Le nombre moyen de clients dans la file :

2

Ly=Y (n—1m, = 1p_p. (1.8.3)
n>1

o Le temps moyen de sé¢jour dans le systéme W et le temps moyen d’attente dans la
file W, sont obtenus a partir des formules de Little, ou des distributions du systéme :

o Le temps moyen de séjour dans le systéme :

p
W = =) (1.8.4)

o Le temps moyen d’attente dans la file :

0
W, = YL (1.8.5)
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1.9 Les files d’attente non markoviennes

En I’absence de I’exponentialité ou plutot lorsque ’on s’écarte de ’hypothése d’exponentialité
de I'une des deux quantités stochastiques: le temps des inter-arrivées et la durée de ser-
vice, ou en prenant en compte certaines spécificités des problémes par introduction de
parameétres supplémentaires, on aboutit & un modeéle non markovien. La combinaison de

tous ces facteurs rend 1’étude mathématique du modeéle trés délicate.

1.9.1 Systéme d’attente M/G/1

Le flot des arrivées dans le systéme M/G/1 est poissonien de parameétre A et la durée
de service est distribuée selon une loi générale G de moyenne i La particularité de ce
systéme est que, contrairement au cas M /M /1, le processus X (¢) n’est pas markovien.

Chaine de Markov induite et probabilités de transition

Soit X,, : le nombre de clients dans le systéme M/G/1 & la fin de service du n'me
client.

Notons par G(s) la distribution de la durée de service et par A\ le parameétre de la

distribution exponentielle régissant la duréee entre deux arrivées consécutives.

Le processus {X,,n > 0} est une chaine de Markov, d’opérateur de transition P =

[Pijlij>0,
ou :
P; st1=0;
ij = L. 1.9.1
m={p W (19.1)
avec: N
< —\s )\ k
Py = /%d@*(s), k=0,1,2, ..

0
En effet, si A,, est le nombre de clients qui entrent dans le systéme pendant le n

ieme

service, on a:
Xp1 =X, =0, +A,,, avec Op = {

10
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Ceci montre que X,, 1 ne dépend que de X,, et de A, 1 et non pas de X,,_1, X,, o, ....
Ce qui signifie que la suite { X (¢),¢ > 0} est markovienne, ot X (¢) est le nombre de clients

dans le systéeme a 'instant t.

Par ailleurs, P(A, = %) — 6‘*;(!At)k, car le nombre de clients A,, qui entrent dans le

systéme, est distribué suivant une loi de Poisson de paramétre (At). Et d’aprés le théoreme

des probabilités totale,

+oo
—At At k
P(A,=k)=PF, = /%dG(t),oa P.>0,(k=1,2,..).

Régime stationnaire

Le régime stationnaire du systeme existe et est identique a 1’état stationnaire de la
chaine de Markov induite X,,, si p = % < 1. Il ne sera généralement pas possible de
trouver la distribution stationnaire m = (my 71, ...). Cependant, nous pouvons calculer la

fonction génératrice correspondante II(z) [22] :

T(z) = G*(\ — \2) G(l (; ’i)(;z)__zl, (1.9.3)

ou G* représente la transformée de Laplace de la densité de probabilité du temps de

service, et z est un nombre complexe vérifiant |z| < 1. La formule (1.9.3) est appelée
formule de Pollaczek-Khintchine [26]. Son inversion, pour retrouver II, est souvent
difficile et nécessite des méthodes numériques.

Caractéristiques du systéme

o Le nombre moyen de clients dans le systéme :

Cette quantité peut étre déterminée, en régime stationnaire, en utilisant la relation :

E(X) = limlI'(2).

z—1

Néanmoins, ce calcul s’avére compliqué.
Par contre, elle peut étre obtenue aisément en utilisant la relation (1.9.2).
P2+ N2V (X)

2(1=0p)

Ou V(X) est la variance de la variable aléatoire X.

L=E(X,) = (1.9.4)

11
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o Le nombre moyen de clients dans la file est :

PPNV (X)

L 1.9.5
En utilisant la formule de Little, on obtient :
o Le temps moyen de séjour dans le systéme :
1 V(X)+ 1/,u2)
W=—+A (— : 1.9.6
f 2(1—-p) (196)
o Le temps moyen d’attente dans la file :
1 V(X) + 1/,u2)
We,=W——=\| ——— ). 1.9.7
== (N (15.7)

1.10 Systémes d’attente avec rappels

Plusieurs situations d’attente ont la caractéristique que les clients doivent rappeler,
pour une certaine raison, pour étre servis. Quand le service d’un client est insatisfait, il
doit rappeler jusqu’a ’accomplissement de son service. Ces modeéles d’attente apparaissent
dans la modélisation stochastique de plusieurs situations réelles. Par exemple, dans la
transmission de données, un paquet transmis de la source a la destination peut étre
retourné et le processus doit se répéter jusqu’a ce que le paquet soit finalement transmis.
Les progrés récents dans ce domaine sont résumés dans les monographies de Falin et
Templeton (1997) [16], Artalejo et Gomez (2008)[5] et une classification bibliographique

sur les systémes avec rappels est donnée par Artalejo [3,4].

1.10.1 Description du modéle d’attente avec rappels

Un systéme d’attente avec rappels est un systéme composé de s (s > 1) serveurs
identiques et indépendants, d’une files de capacité N — s (N > s) et d’une orbite de
capacité M. A Darrivée d’un client, il y a un ou plusieurs serveurs libres et en bon état,
le client sera servi immédiatement et quittera le systéme & la fin de son service. Sinon,
s’il y a des positions d’attente libres dans la files, le client le rejoindra. Par ailleurs, si un

client arrive et trouve tous les serveurs et toutes les positions d’attente de la files occupés,

12
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il quittera le systéme définitivement avec la probabilité 1 — p, ou bien entre en orbite
avec la probabilité p et devient une source d’appels répétés et tentera sa chance aprés une
durée de temps aléatoire. Les clients qui reviendront et rappelleront pour le service sont

dits en ”orbite”. Cette derniére peut étre finie ou infinie.

1.11 Files d’attente avec rappels et clients négatifs

Considérons une file d’attente avec un seul serveur et deux types d’arrivées: arrivées
positives et arrivées négatives. Dans les systémes avec rappels, si un client positif arrive et
trouve le serveur occupé, il rejoint ’orbite et refait sa tentative ultérieurement pour avoir
un service aprés un temps aléatoire. Autrement, s’il trouve le serveur libre, il recoit son
service et quitte le systéme. Si un client négatif arrive dans un systéme occupé, il élimine
immédiatement un client positif de 'orbite s’il y a au moins un client. Autrement, si le
serveur est libre il n’a aucun effet sur le systéme. Le concept des clients négatifs a été
présenté par Gelenbe [17], qui a établi la solution sous forme de produit pour une file
d’attente comprenant des arrivées négatives aussi bien que les arrivées positives.

Plusieurs possibilités différentes ont été introduites dans la littérature a ce sujet :

¢ Elimination individuelle : Si une arrivée négative entre dans un systéme d’attente

non vide, elle éliminera un client positif. Une arrivée négative entrant dans un systéme
vide est sans effet.

e Elimination par groupe : Une arrivée négative contraint un groupe de clients &
quitter le systeme.

e Le désastre (la catastrophe) : L’arrivée négative a l’effet d’une catastrophe sur le
systéme ot elle entre. En d’autres termes, tous les clients sont automatiquement éliminés
[6].

e Elimination d’une quantité aléatoire d’activité : Instantanément, a ’arrivée
d’un client négatif, une quantité aléatoire d’activité est éliminée du systéme. La politique
d’élimination d’une quantité aléatoire d’activité a été introduite par Boucherie et Boxma

[15] dans le contexte du modele M /G /1. Ce travail est une généralisation de celui de Jain
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1.12. Conclusion

et Sigman [20] pour permettre aux arrivées négatives d’éliminer une quantité aléatoire

d’activité qui n’est pas nécessairement un nombre entier de clients positifs.

1.12 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé et présenté les concepts et techniques de base de
la théorie de files d’attente (classiques et avec rappels). Notons que les rappels sont utilisés
pour modéliser et évaluer les performances de différents systémes réels. Les modeéles
d’attente développés ces derniéres décennies tentent de prendre en considération les clients

négatifs . Ces phénomenes affectent les caractéristiques de performance des systémes réels.
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CHAPITRE

2 (Généralités sur la théorie
des inégalités

stochastiques

2.1 Introduction

La complexité de I'étude de la majorité des systémes de files d’attente a contraint
les analystes & recourir & des méthodes d’approximation basées sur les inégalités sto-
chastiques pour avoir des estimations qualitatives des caractéristiques du modeéle étudié.
Cela a motivé 1’élaboration de la théorie des ordres stochastiques qui nous a permis
I’étude du concept de monotonie des processus aléatoires. L’objectif de ces méthodes
est I'approximation du modele étudié par un modéle plus simple ou bien par un modéle
dont les distributions sont plus simples que celles du modeéle étudié. Cela fournit des
informations sur notre modéele, difficiles & avoir directement.

Dans ce chapitre nous avons présenté plusieurs théoréemes, résultats, propréités, corol-
laires et définitions qui sont a l'origine de la thése de BOUALEM. M (Propriétés de

décomposition stochastique dans les systémes avec rappels)
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

2.2 Propriétés générales des ordres partiels

On appelle un ordre partiel, noté ” < 7, une relation binaire définie sur un ensemble
D d’éléments a, b, c,..., satisfaisant les trois axiomes :
(i) a < a (réflexivite),
(ii) sia < b et b < c alors a < ¢ (transitivité),
(iii) si a < b et b < @ alors a = b (antisymétrie).
Notons que a < b est équivalent & dire que b > a.

Cette section est consacrée a quelques propriétés de 'ordre partiel défini sur
I'ensemble D de toutes les fonctions de répartition de variables aléatoires réelles (ou bien
I'un de ses sous-ensembles).

Pour les deux variables aléatoires X et Y de fonctions de répartition F' et G (respec-

tivement) on a par convention :
F<G= X<Y.

On suppose que deux variables aléatoires X et Y sont définies sur le méme espace de
probabilité, alors leurs fonctions de répartition respectives F' et GG peuvent satisfaire la
propriété d’antisymétrie (iii) sans pour autant avoir X =Y.

Lorsque les variables aléatoires sont dégénérées, certaines propriétés des ordres partiels
définies sur D découlent directement des propriétés de 'ordre des nombres réels. Pour
cela on utilisera la distribution de Dirac, notée par ©.(.), définie pour tous les nombres
réels comme suit :

0, sixz<ec,

0.(a) = {

1, sixz>c

Définition 2.2.1 Soit un ordre partiel donné” < 7 défini sur (un sous ensemble de)
l’espace D des fonctions de répartition.

On dit que cet ordre posséde la propriété :

- (R) :siVa,b € R tels que a < b, alors ©, < Oy,
- (E) : si F' < G, alors mp < mg lorsque les moyennes existent.

- (M) :si F <G, alors F* < G,V ¢ >0, ou F°(z) = F(x/c), V.
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

- (C):si Fy < Fyalors Fy G < Fyx G, ou (F; * G)( fF r—y)dG(y),i=1,2.

- (W) :si F, et G, convergent faiblement vers F' et G (respectlvement) alors :

Vn, F, <G, = F <.

Remarque 2.2.1 pour les deux variables aléatoires X et'Y :

la propriété (M) assure que:

X <y & cX <cY pour tout ¢ €]0, +00].
La propriété (C') assure que :

X1 < Xo=X1+4Y < Xo+Y

ou Y est une variable aléatoire indépendante de X; et Xo.

La propriété (F) assure que :
X <Y =EX)<E(Y).
On remarque que la propriété (E) découle des autres propriétés.

Proposition 2.2.1 Un ordre partiel < sur un ensemble (ou bien sur un sous ensemble

de) D qui vérifie les propriétés (R), (M), (C) et (W), vérifie aussi la propriété (E).

Définition 2.2.2 pour une classe de fonctions réelles S<, lordre partiel < défini sur

lensemble (ou sur le sous ensemble de ) D est dit généré par S si :

F<G<:>/f )dF (z /f )dG (x

pour toute fonction f dans S-, telle que les intégrales existent.

Définition 2.2.3 La classe T de fonctions réelles définies sur la droite réelle R (resp. la
demi-droite R, ) est dite invariante par translation, si pour tout a € R (resp. a € Ry ),

lorsque f € T, on a aussi f, € T, ou f, est la fonction définie par

fo(x)=f(z+a),Vr €R (resp. Vo € R,).
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

2.2.1 ordre stochastique

Définition 2.2.4 on dit que la variable aléatoire X de fonction de répartition F, est
stochastiquement inférieure (ou bien inférieure en distribution) o la variable aléatoire Y

de fonction de répartition G, et on note F' < & G, lorsque
F(z) > G(z),Vx e R.

On écrit aussi X < 4 Y (< & noté aussi par lordre <4).
Dans le cas ou X et'Y sont des variables aléatoires discrétes prenant des valeurs sur
l’ensemble des entiers relatifs 7., et en notant par Pz-(l) =P{X =i} et PZ@) =P{Y =i}

pour i € Z, alors

X<uve YRz Y Aicn
j=—00 Jj=—00

ce qui est équivalent a :
+oo +oo
SRSy e
j=i j=i

Remarquons que ’ordre stochastique <y satisfait les axiomes de l'ordre partiel <.

Proposition 2.2.2 Si Fy <  Fy, alors il existe deux variables aléatoires X1 et X,

définies sur le méme espace de probabilité (2, A, P) pour lesquelles
X1 (w) S X2 (CU) ,‘v’w € Q,

et
P(w:Xg(w) <zx)=Fg(x) pourk=1,2.

Notons par Rs (R) la classe des fonctions réelles non décroissantes, alors la classe

R <y des fonctions < — monotones est confondue avec la classe Ry (R), c’ést-a-dire

R Sst: §):Est (R) .

Théoréme 2.2.1 Linégalité

/ () dF, (1) < / F()dF (1), (2.2.1)
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

est vérifiée pour toute fonction f appartenant a Rg (R) pour laquelle l'intégrale existe,
si et seulement si Fy < & Fy. Pour une fonction f donnée, l'inégalité (2.2.1) est vérifiée

pour tout Fy et Fy telles que Fy <y Iy uniquement si f est non décroissante.

Corollaire 2.2.1 Pour deux variables aléatoires X et'Y non négatives, avec X <4 Y ,

on a

EX)<EQXT), (r=0),

EX)zEY"),(r<0),

lorsque les espérances existent. Et si celles-ci sont bien définies
EX")<EXY"), (r=1,3,5,...),

pour des variables quelconques (pas forcément non négatives).

2.2.2 ordre convexe

On note par : x; = max(0, ).

Définition 2.2.5 On dit que la variable aléatoire X, de fonction de répartition F', est
inférieure en moyenne de vie résiduelle a la variable aléatoireY , de fonction de répartition

G, et on écrit X < , Y, ou bien F <, G si et seulement si :

E«X—@Q:/@—@www:/u—F@mt

g/ﬂ—G@MLJNW—@Q, (2.2.2)

T

lorsque les espérances (ou bien les intégrales) sont bien définies.

Dans le cas discret, on a :

TR D WA H IR

i=k j=1 i=k j=1

Une conséquence immédiate de cette définition :
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

siF<g4Get E(Y))<ooalors F' <, G.

En notant par F (t) =1—F (t), G(t) =1—G (t), l'inégalité (2.2.2) peut s écrire comme

suit :
o0

/F(t)dtg G (t) dt,

T

ou bien

E(max(z, X)) =2+ E (X —2),) (2.2.3)
<z+E(Y-z),)

= E (max (z.X)),Vz € R.
Lorsque E ((x — X),) et E((x—Y),) existent,
X<, Y=FEX)<E({Y).
En effet

EX)-EY)=E((Y-2),)-E((X-2),)-E((z=Y),)+E((z—X),)

>E((x—X),)-E((z—Y),) — 0quand z — —oo.

De Uinégalité (2.2.3) découle la transitivité et l’antisymétrie de l'ordre conveze. Alors,
(o)

¢’est un ordre partiel sur les sous ensembles de D pour lesquels [tdF (t) < co.Sans cette
0
condition, la propriété de l'antisymétrie peut ne pas avoir lieu.

Pour une variable aléatoire X de moyenne finie m, il es clair que :

E (max (z, X)) > E (max (z, F (z)))

= max (z,m).
En vertu de l'inégalité (2.2.3) , on a
m <, X.
Il s’ensuit, d’aprés l'inégalité (2.2.3) que l'ordre conveze posséde la propriété (R) et

(M). D’apreés linégalité (2.2.2) on déduit que l’ordre c.onveze est généré par la famille
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

Sy ={er; —00 < x < 400},

des fonctions e, définies comme suit

t

e (t) =t —2), = /@I(u)du.

—00
Puisque la classe 3, est invariante par translation, alors l’ordre convexe posséde la pro-
priété (C).

Notons par R, (R), la classe des fonctions convezes et non-décroissantes.

Théoréme 2.2.2 1. L’inégalité

/f (t)dFy (t) < /f (t)dF;5 (1), (2.2.4)

est vérifiée pour toute fonction f appartenant a R, (R) pour laquelle les intégrales sont
bien définies, si et seulement si I} <, F5.

2. Pour une fonction donnée f, l'inégalité (2.2.4) a lieu pour toutes les fonctions F}
et Fy telles que Fy <, Fy uniquement si f est une fonction convexe et non décroissante.

3. Si Fy <, Fy et leurs moyennes existent et sont égales, alors l'inégalité (2.2.4) est

vérifiée pour toute fonction convexre f donnée.

Corollaire 2.2.2 Pour deux variables aléatoires X et'Y non négatives telles que X <, Y

on a

E(X)<E(Y).(r21),

lorsque les espérances existent.

En général, pour des variables aléatoires X et'Y telles que
EX)=E(Y), et X <, Y,

alors

E(X")<E(Y"), (r=24,6,..).
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

1l est intéressant de remarquer que pour deux variables aléatoires telles que X et'Y sont
non négatives et X <, Y , alors l’égalité E(X") = E(Y") pour tout r > 1 implique
l'égalitée X =4 Y.

En effet
E(X") = /rxrl (1-F(x))de = /r (r—1) xr2dx/ (1—F(y))dy.

Cette propriété est I’analogue de la propriété suivante pour l’ordre stochastique
X<gYeaEX)=EY)= X=4Y.

Proposition 2.2.3 Supposons que les suites de variables aléatoires X,, et 'Y, convergent

faiblement vers X et'Y (respectivement).
s1

E(X,)=FE(Y,) sont finis,
E((X,),) — E(X}) quand n — 400,

E((Y;),) — E(Y}) quand n — +oo0,

et si X,, <, Y,, alors
X <, Y.

2.2.3 Ordre concave

Définition 2.2.6 On dit que la variable aléatoire X de fonction de répartition F est
inférieure en moyenne de vie écoulée a la variable aléatoire Y de fonction de répartition

G, c’est-a-dire, X <., Y (ce qui est équivalent a F <., G, lorsque:

E((x—X)+):/(x—t)dF(t):/F(t)dt

> /G(t)dt:E((x—Y)+),Vx€R,

—00
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

ot les espérances mathématiques (les intégrales) sont bien définies.

par conséquent, si

F<4Get E(X)=F(max(0,—X)) < oo, alors X <., Y.

7

Remarquons que [’ordre concave ” <., ” est un ordre partiel sur le sous ensemble de

0
D des fonctions vérifiant [ |t|dF (t) < oo comme dans le cas de l'ordre conveze.
On observe d’aprés (2.2.5) que linégalité X <., Y est équivalente ¢ =Y <, —X.
Si on a l’égalité E(X) = E(Y), alors l'inégalité X <., Y est équivalente Y <, X.

Notons par R., (R) , la classe des fonctions concaves et non-décroissantes.

Théoréme 2.2.3 1.l"inégalité

/f(t) dF (t) < /f(t) dG (t), (2.2.5)

est vérifiée pour toute fonction f € R, (R) pour laquelle les intégrales sont bien définies

st et seulement si

F ch G.

2. Pour une fonction [ donnée, l'inégalité (2.2.6) a lieu pour toutes les fonctions F' et
G telles que F <., G seulement si [ est concave et non décroissante.
3. Si F <. G et leurs moyennes existent et sont égales alors, l'inégalité (2.2.6) est

vérifiée pour toute fonction concave f donnée.

2.2.4 Ordre en transformée de Laplace

Lorsque la variable aléatoire X est du type continu, sa distribution peut étre caractérisée

par la transformée de Laplace de la densité f(z) :

fa) =B = [1@e s
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

ol s est une variable complexe. Cette intégrale est définie au moins pour Re(s) > 0.
La transformée de Laplace est notée aussi L [f (z)].

Propriétés

e Si X et Y sont indépendantes, la transformée de Laplace de X + Y est le produit
des transformées de Laplace de X et de Y,

o LIf(@)] =5f(s) = £(0),

o L[f" (2)] = s*f (s) = sf (0) = £/ (0),

oL ﬁf(u)du = fis),

o Si ]*2 (x) est la fonction de répartition de X et si R(x) =1 — F () alors

s—0

limR (s) = 7R (x)dz.

Définition 2.2.7 Pour deuzr variables aléatoires non négatives X et'Y de fonctions de
répartition F' et G (respectivement), F est dite inférieure par rapport a l’ordre Laplacien

a G, et on note F' <p, G, si pour tout s positif on a l’inégalité suivante

E (exp(—sX)) = /exp (—sX)dF (z) > /exp(—sX) dG (z) = E (exp (—sY)).

1l est clair que ’ordre en transformée de Laplace est réflexif, transitif et antisymétrique.

Théoréme 2.2.4 Soit une fonction f strictement monotone, alors F' <p G implique

/f(t)dF(t)S/f(t)dG(t)-

Corollaire 2.2.3 1. Pour deux variables aléatoires X et Y mon négatives, de fonctions
de répartition F' et G respectivement, telles que F < G alors, on a l’inégalité suivante :

1— E(exp(—sX)) < 1— FE(exp(—sY))

, Vs >0.

2. Lorsqu’on fait tendre s vers 0, on obtient le résultat suivant :
F<,G=FE(X)<E(Y),
lorsque les espérances existent.

Le résultat qui suit donne une caractérisation de l’ordre en transformée de Laplace.
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

Théoréme 2.2.5 Soient X et Y deux variables aléatoires quelconques de fonctions de

répartition ' et G respectivement, alors :
F< G E(f(x)<E(f(y),

pour toute fonction f strictement monotone, telle que les espérances existent.

2.2.5 Ordre en fonctions génératrices

Soient X et Y deux variables aléatoires non négatives discrétes de fonctions de ré-
partition F' et G respectivement. On dit que X est inférieure & Y par rapport a I'ordre

en fonctions génératrices, et on note F' <, G , si et seulement si :

B () > E(2),

ou,
+o0 +o00
E(z¥) = ZP (X =n)"et E(zV) = ZP(Y =n)z", |z| <L
n=0 n=0
Cet ordre peut-étre déduit de I’ordre laplacien en posant s = —In z.

2.2.6 Relations entre les ordres partiels

Soient X et Y deux variables aléatoires de fonctions de répartition F' et GG respectivement.
Alors, on a les relations suivantes :
e SiFF<;Get E(Y))<oo=F<,G.
e Si E(X)=FE@max(0,—x)) <oco=F <, G.
e SiE(X)=E(Y),alors <., G& G <, F.
o '<,G=>F<,G=F<,G.
o 'L, G=>F<,G=F<,G.
o SiEX)=EY)et F<,G=G<  F=G<, F.
o '<  G=F<,G.
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2.3 Modéles stochastiques et monotonie

2.3.1 Modeéles stochastiques

La modélisation est la représentation d’un systéme réel par un modéle mathématique.
On parle de modeéle stochastique lorsque les influences aléatoires sont prises en considéra-
tion. Cette prise en compte du hasard et ses effets permet une meilleure compréhension
des phénomeénes réels et la résolution efficace de problémes complexes. Plusieurs disci-
plines de la recherche opérationnelle reposent sur les probabilités et leurs applications.

En particulier, les théories de files d’attente, de fiabilité et de gestion des stocks.

2.3.2 Propriétés de monotonie

Etudier mathématiquement les modéles stochastiques, ¢’est d’obtenir des estimations
des quantités qui, pour un modele ¥ donné, avec une structure spécifique et des distrib-
utions F; des Xj, ..., décrivent son comportement.

Soit ¢y une caractéristique dans X et soit Cy; I’ensemble des valeurs possibles de cs..
Pour une structure donnée et une distribution initiale U, ¢y, dépend uniquement des
F;, et on écrit

Cy, = Cy (Fl,Fg, ) S Cg.

Pour des modeéles simples, on peut déduire une expression explicite de ¢y, . Cependant,
dans plusieurs situations, cela n’est pas possible et les calculs mathématiques peuvent
mener & des formules compliquées qui ne peuvent pas étre exploitées en pratique.

De telles circonstances nous suggerent de rechercher les propriétés qualitatives de cxy
par rapport aux Fj, i.e, la maniére avec laquelle cx est affectée par les changements en
F;. Parmi les propriétés qualitatives importantes des modeéles stochastiques on trouve la

monotonie (i.e, si les F; croissent dans un certain sens, alors cs croit aussi).
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2.4 Comparabilité et monotonie des processus markoviens

homogénes

2.4.1 Opérateurs monotones et comparables

Soient (E, M) un espace probabilisable et P); 'ensemble de toutes les mesures de proba-
bilité définies sur M. Soient aussi les opérateurs 7, 7 et 7(2) définis de Py, dans Py, et

lordre partiel 7 <7 défini sur Pyy.

Définition 2.4.1 Un opérateur 7 est dit <-monotone si pour toutes mesures de probabil-
ités pM, p@ appartenant o Py telles que p < p@ | on a
Tp(l) = Tp(z).

2 si TWp < 7@p pour tout p € Py; et on écrit,

Lopérateur 7V est inférieur a ¢
W <73,

Pour des applications aux processus de Markov homogénes, on s’intéresse a la compa-

rabilité des distributions p%l) et pg) définies par

pk) = (T(k)p(k)) n, k=1,2 etn € N*,
pour deux distributions initiales p*) et les opérateurs T, pour k = 1, 2.

2)

Théoréme 2.4.1 Soient 7V | 73 deuzx opérateurs définis sur Py et p™, p® deux

mesures de probabilité définies sur M, alors

pM < p@ implique pg) < pg),Vn e N*
s’il existe un opérateur T <-monotone défini sur Py tel que
W <7 <73,
Remarquons que ce théoréme reste vrai, en général, pour les opérateurs définis dans un

espace partiellement ordonné.
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2.5. Distributions non-paramétriques

A présent, on considere les opérateurs de transition d’une chaine de Markov homogéne
(Xn)n>1 d’espace d’état (E, M). Les opérateurs de transition sont décrits par leurs fonc-

tions de transition p(z, [3),
p(']:?ﬁ):P(XnJrleﬁ/Xn:x)u r € FetfpeM,

ou bien, dans le cas ou les processus sont a wvaleurs réelles, par leurs distributions de
transition

p(z,y) =P (Xny1 <y/X,=1z), x,y€ ECR.

Maintenant, on donne des conditions sur les fonctions de transition, qui assurent la

monotonie ou la comparabilité des opérateurs de transition.

Théoréme 2.4.2 Les opérateurs de transition 7V et 7?) satisfont Uinégalité V) < 7(2)

st et seulement si leurs fonctions p(l) et p(g) satisfont

pY (z,) < p? (z,)), VzekE.

2.5 Distributions non-paramétriques

Les notions de vieillissement et de relations d’ordre entre variables aléatoires sont
étroitement liées. Nous présentons les principaux ordres permettant de comparer des
variables aléatoires puis les notions de vieillissement. Cette présentation sera cependant
partielle car I'activité scientifique sur ces sujets est importante. Il est donc difficile de
prétendre faire un exposé exhaustif. L’un des états de I'art les plus récents sur ce sujet
est [19, 23], mais on peut citer aussi [11, 18, 27].

En théorie de fiabilité, les classes de distributions nous renseignent sur la notion de
jeunesse ou de vieillesse du systéme du point de vue de sa durée de vie résiduelle con-
naissant son age (propriété qualitative). La connaissance de la classe (d’age) de la loi de
fiabilité d’un équipement permet une aide & la décision.

Dans cette section, sont présentées aussi les principales classes de distributions de

survie recensées dans la littérature de fiabilité ces derniéres années.
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2.5. Distributions non-paramétriques

Les distributions non-paramétriques ont été introduites pour 1’étude de certains prob-
lemes en relation avec la théorie de fiabilité. Elles permettent ainsi de modéliser et
caractériser des propriétés qualitatives telles que le vieillissement et le rajeunissement du
systeme.

Ces distributions sont utilisées actuellement dans divers domaines de la modélisation
stochastique : analyse de survie (médecine), files d’attente, ordonnancement, théorie de

décision, économie, gestion des stocks [24].

Définition 2.5.1 Soient X et X, des variables aléatoires représentant respectivement la
durée de vie et la durée de vie résiduelle d’un élément, et soient F' et F, leurs distributions
respectives. On dit que F est :

¢ NBU (New Better than Used), si F. <4 F, (0 <7 < 00).

¢ NWU (New Worse than Used), si F <g4 F;,(0 < T < 00).

¢ NBUE (New Better than Used in Expectation), si E(X,;) < E(X),(0 <7 < 00).

¢ NWUE (New Worse than Used in Expectation), si E(X) < F(X;),(0 <7 < 00).

¢ [FR (Increasing Failure Rate), si F, <4 F,,(0 <z <y < 00).

¢ [FRA (Increasing Failure Rate in Average), si (—1/t)log (1 — F (t)) croissante,
t>0.

¢ DFR (Decreasing Failure Rate), si F,, <4 F,,(0 <z <y < 00).

¢ DFRA (Decreasing Failure Rate in Average), si (—1/t)log (1 — F'(t)) décroissante,
t>0.

¢ IMRL (Increasing Mean Residual Life), si

+o0
/ (1 = F(u))du, croissante (0 <7 < 00).

T

1

E(XT):l——F(x)

¢ DMRL (Decreasing Mean Residual Life), si

+oo
/ (1 — F (u))du, décroissante (0 < T < 00).

T

1

E(XT):l——F(:c)

Proposition 2.5.1 Soit la variable aléatoire X de fonction de répartition F ayant une

moyenne finie m.
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2.5. Distributions non-paramétriques

1. si F' est NBU (resp. NWU), alors :
F Sst eXp (/\) ) (T‘@Sp. F Zst exXp <)‘>) )

pour un certain A < m~1 (resp. X > m™') Javec la possibilité d’avoire une égalité seule-
ment si F' = exp (m™!).

2. si F' est NBUE (resp. NWUE), alors

F <, exp (m_l) , (resp. F >, exp (m_l)) .

2.5.1 Relation avec les distributions paramétriques

- La loi d’Erlang Ej est IFR
- La loi de Weibull W (a), pour a > 1 (paramétre de la forme), est IFR.
- La loi de Weibull W (a), pour a < 1, est DFR.
- La loi Gamma I'(a), avec 0 < a < 1, est DFR.
- La loi exponentielle est a la fois IFR et DFR.
- La distribution Hyper-exponentielle H est DFR.

2.5.2 Relation entre les classes de distributions non-paramétriques

la figure 2.1 illustre les relations d’implication existantes entre certaines classes de distri-

butions non-paramétriques.

30



2.6. Conclusion

Exp (pas d'dge)

;

[FE. ——> IFE4 ——> NEU

! ;

DMEL — MNEUE

DFR ——> DFRA ——> NWU

y !

InIEL o — NWUE

figure 2.1— Relation entre les classes de distributions d’age

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté quelques concepts de base de la théorie des ordres
stochastiques et la monotonie des processus stochastiques. On a donné aussi les classes
de distributions d’age issues de la théorie de la fiabilité. La méthode de comparaison
stochastique sera appliquée, dans le chapitre suivant, au modeéle d’attente M/G/1 avec

rappels et clients négatives.
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CHAPITRE

Inégalités stochastique

pour le systéme d’attente
M/G/1 avec rappels et

clients négatifs

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier les propriétés de monotonie et de comparabilité en
utilisant les outils mathématiques de ’analyse qualitative pour I’étude des systémes de
files d’attente avec rappels et clients dits négatifs. Nous avons prouvé la monotonie de
I’opérateur de transition de la chaine de Markov induite. Nous avons également établi des
conditions pour lesquelles les opérateurs de transition ainsi que les probabilités station-
naires, associées a deux chaines de Markov incluses, ayant la méme structure mais avec

des parameétres différents, sont comparables au sens des ordres stochastiques donnés.
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3.2. Description du modéle

3.2 Description du modéle

Considérons un systéme d’attente M /G/1 avec rappels a un seul serveur et clients
négatifs. Les clients primaires positifs arrivent au systéme selon un processus de Poisson
de taux A > 0. Si un client positif arrive et trouve le serveur inactif, commence son service
immédiatement. Sinon, si le serveur est occupé, ce dernier entre en orbite et devient une
source d’appels répétés et tentera sa chance aprés une durée de temps aléatoire, jusqu’a
ce qu’il le trouve libre. Le temps entre les tentatives répétées successives est supposé
étre distribué suivant la loi exponentielle de parameétre ny, lorsque le nombre de clients
en orbite est n € N. Les temps de service des clients positifs sont indépendants et
identiquement distribuées avec une fonction de distribution générale G(z) et de fonction
de densité de probabilité g(x).

Apres qu'un client positif est complétement servi, il quitte le systéme définitivement.
En plus de arrivée des clients positifs et les rappels des clients en orbite. On suppose,
en outre, que des clients négatifs, arrivent au systéme selon un processus de Poisson de
taux 6 > 0. Le client négatif arrivant pendant le temps de service d'un client positif,
supprimera ce dernier et a la fin de son service décide soit d’entrer en orbite avec la
probabilité 6 (0 < 6 < 1) ou de quitter le systéme définitivement avec une probabilité
(1-20) [23].

Les temps entre les arrivées des clients positifs, clients négatifs, les temps de rappels
des clients en orbite et les temps de service sont des variables aléatoires mutuellement
indépendantes. D’apres cette description, ’état du systéme & un instant arbitraire ¢ peut

étre décrit par le processus stochastique a temps continu
{X(),t =0} ={C(t),N(),¢(t);t > 0},

ou,
N(t) : est le nombre de clients en orbite a I'instant ¢.

C(t) : est une variable aléatoire qui désigne I’état du serveur:

Ct) = 0, si le serveur est libre,
O, si le serveur est occupé.
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3.3. Chaine de Markov induite

si C(t) = 1, alors ((t) > 0 représente le temps de service écoulé du client positif en
service et ((t) = 0si C(t) = 0.

Dans ce qui suit, nous négligeons ( (¢) et on considere que {C (t), N (t);t > 0}; dont
I'espace d’état S = {0.1} x Z,.

3.3 Chaine de Markov induite

Soit 7;, 1 € Z, = {0,1,2,...} qui représente les instants de départs des clients, c’est-
a~dire, I'instant d’achévement du service du i client positif, ou bien celui de i client
positif en service qui est éliminé par un client négatif . Soit N; = N (1;+),i € Z, est le
nombre de clients en orbite juste avant I'instant de départ 7. Alors la suite {N;,i € Z. }
des variables aléatoires constitue une chaine de Markov avec un espace d’état Z., qui est
la chaine de Markov induite pour notre systéme de files d’attente.

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que la chaine

de Markov induite soit ergodique.
Théoréme 3.3.1 ['inéglité

1— (" (9)]

01— g o) + MO oy

est une condition nécessaire et suffisante d’érgodicité de notre systéme de files d’attente

avec clients négatifs [5].

O,

est la transformée de Laplace de g (x) .

3.4 Notations

Dans cette section, on utilise la théorie générale des ordres partiels (voir Chapitre 2)

pour I’étude des propriétés de monotonie du systeme d’attente M/G/1 avec rappels et
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3.5. Inégalités préliminaires

clients négatifs relative aux ordres : stochastique ” <, 7, Laplacien 7 < 7 et convexe
<

On introduit les notations suivantes :

Soient Y1 et Yy deux modeles d’attente M/G/1 avec rappels et clients négatifs, pour
i=1,2:

A - taux d’arrivées des clients positifs ¥;.

1 : taux de rappels dans ¥;.

6 : la probabilité que le client négatif interrompu décide de rejoindre Iorbite.

8@ : taux d’arrivées des clients négatifs .

G (u) : la distribution de temps de service.
eme

kr(f) : le nombre de nouvelles arrivées de clients positifs durant le service du n“™¢ client

dans ;.

A+ le nombre de clients négatifs qui arrivent durant le service du n®"¢ client dans

Y.

7+ 1a distribution stationnaire du nombre de clients dans le systéme ;.

3.5 Inégalités préliminaires

Les lemmes suivants donnent les conditions, sur les parametres des deux systemes,
sous lesquelles les probabilités du nombre de clients arrivant durant le service d’un client
dans les deux systémes d’attente M /G/1 avec rappels et clients négatifs {kﬁ,?, 1=1,2etme N}
et {th},z‘ =1,2et me N} sont comparables suivant les ordres partiels : stochastique,

convexe et en transformée de Laplace.

Lemme 3.5.1 Soient ¥, et ¥, deux systémes d’attente M/G/1 avec rappels et clients

négatifs :

Si AW <A@ W > 53 e GU <, G alors {1} < {KP},
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3.5. Inégalités préliminaires

ol

—+o00
@,\™ —\®
=[O N 0y ag . =12 et 0
m!
0

Preuve. Supposons que A < A®) 51 > 5@ et GO <, GO,
Par définition de 'ordre stochastique <,;, on a pour une loi discréte, les équivalences

suivantes:

{k} <t {W}@’f“)—zka’f

+oo 1)
e kb = Z/ 4 exp{ ABu} exp { —6Wu} dGW (u)

nmo

0 (AMy)" M
= / () e};l? { u) exp {—(5(1)u} dGW (u)
0

00 (2),,\" 2 T
- / (A\®w) e>;1:'>{ A®u exp {—0@u} dG® (u) = k2. (3.5.1)
0 !

Pour prouver I'inégalité numérique (3.5.1), on consideére la fonction suivante

(u, A\, 0) = i: () eXp{ al exp {—du} . (3.5.2)

En prenant sa dérivée par rapport a u, on obtient :

—+00 n—1 n
Ofm (612)\,5) _ Z )\E;\uj 0 exp{— (A+d)u} — (A+9) (/\;;') exp{— (A +0)u}

n=m

Donc f,, (u, A, d) est une fonction croissante en u € [ = [O, (/\15) [,V)\ >0,0>0.
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3.5. Inégalités préliminaires

En effet
O (N8 <[ Ow)*? Au)"
% = Z )\En—)l)! exp{—(A+0)u} — (A +9) ( n!) exp{— (A +0)u}
_ f JRETi. (= +8)u) — (A + 5>&ex (— (A +8)u)
I nn—11 P
B *i [ O o) (1o (A+0)u
A A ! n
+00 ]
=2 [rwg )],
telle que 7 (u) = /\ i exp {= (A +9) u} est une fonction positive pour tout u € R*.
Pour que W soit positive, il faut que:

gu)>0en—u(A+0)>0

<:>U<L, YA>0,6>0, n>m>1letucR".
(A+9)

afm(u A9)

On conclut que est positive si et seulement si u < o)

/\+5)
La dérivée par rapport a A est:

W = Z ugiu_)nl_)' exp{—(A+0)u} — u(/\s')n exp{—(A+0)u}

n=m

Z ugzu sexp {— (A +9) u}—uz

()™
(m —1)!
()™
(m —1)!

eXp{ (A+0)u}

+u exp{—(A+0)u}

exp{—Au}exp{—du} > 0,Yu > 0 et ¥Ym > 1.

Donc la fonction f,, (u, A, d) est croissante par rapport a A.

La dérivée par rapport a ¢ s’écrit comme suit:

3fm(u)\(5 =X ()"

uy

n=m

exp {—Au}exp {—du}
+OO n

Z exp{ A+0)u} <0,ueRT,A>0.

n=m
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3.5. Inégalités préliminaires

Cette fonction est décroissante par rapport a § et comme f,, (u, A, d) est une fonction
croissante en u et G <, G(Q), alors & ’'aide du Théoréme 2.2.1 donné dans le chapitre

2, I'inégalité suivante est vérifiée:
/fm (u, A, 6W) dGW (u /f (u, A, 6M) dG® () . (3.5.3)

D’autre part, puisque la fonction f,, (u, A,d) est monotone par rapport a A et ¢ et

que AN <A@ 51 > 53 on a
“+o00
/ Fn (u, AV 60)) aG@ ( / fn (u, A2 63 dG® (u) . (3.5.4)

Par conséquent, des inégalités (3.5.3) et (3.5.4), I'inégalité (3.5.1) est vérifiée par transi-

tivité. m

Lemme 3.5.2 Soient ¥, et Yo deux systémes d’attente M/G/1 avec rappels et clients

négatifs :
—(@ _(2
SiAD < AP 50 > 6@ et ¢ <, G alors {)} <y (AP},
ol
+o00 ()\(i) )m )\(Z.) }
hgz) = / . e:f: {_ “ exp {_5(i)u} 5@ [1 a0 (u)] du
0
_ / u e:f‘ Y exp {—00ul 60dG (u), i=1,2 etm >0.

—( )
Preuve. Supposons que \V < \X® s >5% et ¢ <, G

La démarche o suivre est similaire a celle de lemme 3.5.1.

+o0o +oo
(W)} < (A} & B = S AP < S HD =1

oo 1) @

A = /(/\ u) e};ﬁ{ A u} exp{ 5(1)u}5(1)d(}'(1) (u)
n=m"q
+o00

I
e
——
@
>
e}
SN
>,
=
N
——
>,
=
QU
Q
=
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3.5. Inégalités préliminaires

T 1o (y(2),\" e
S/Z(A u) efi{ APuj exp {—0@u} 6DdG® (u) = b2 (3.5.5)

0 n=m

Pour prouwver l'inégalité numérique (3.5.5), on considére la fonction suivant :

+oo n
G (U, 6) = (Au)” exp {—Au}

n=m

exp {—du} o (3.5.6)

n!
La dérivée par rapport a § s’écrit comme suit :

Ogm (U, A, 0) <= ()" exp {—u (A + 6
9(85 ):Z() p{n!( )}

(1 —du)

n=m

= o (W) g2 (w)], ueRF,

— Q)" exp{—u(A+d)}

n!

telle que g1 (u) , est une fonction positive pour tout u € RT. Pour

que W satisfait la condition 6 > 8@ il faut que gy (u) = (1 — du) soit négative:
1—du<0.
Donc, la fonction W est décroissante pour tout o € [%,—i—oo[, tel que u €

[0, ﬁ [, et comme gy, (u, \, ) est une fonction croissante en u et GV <., G, alors a

l'aide du théoréeme 2.2.1, donnée dans le Chapitre 2, ["inégalité suivante est vérifiée:

+oo “+o0o
/gm (u, AL, 5(1)) dGW (u) < /gm (u, AL 5(1)) dGP (u). (3.5.7)
0 0

D’autre part, puisque la fonction g,, (u, A\, ) est monotone par rapport & X et d et que
AD < X\® et 60 > 6@ on a

+oo +o0

/gm (u, AL 5(1)) dG® (u) < /gm (u, A2 5(2)) dG® (u). (3.5.8)

0 0
Par conséquent, des inégalités (3.5.7) et (3.5.8), l'inégalité (3.5.5) est vérifiée par tran-

sitivité. m

Lemme 3.5.3 Soient X1 et 3y deux systémes d’attente M /G /1 avec rappels et clients

négatifs,

Si A <A@ 50 > 53 et GW <, GP) alors {kV} <, {2}
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3.5. Inégalités préliminaires

Preuve. Par définition de l’ordre convexe <,, on a :
(1) I Too -
(M) <. (K2) oy = DR < 3R =

% +oo +oo (1) D
= / exp{ ABu} exp {—5(1)u} dGW (u)

!

Onmln

oo +oo+oo 2 exp{ )\ u}

< [yt

Onmln

+oo +oo
— / > fu (w, A,60) dGD (u)

0 n=m

exp {—5(2)u} dG® (u)

/an u, N, 5@) dG (u), (3.5.9)
0 n=m
avec oo 0 . ©
fu (u, A9 60) = Z(A u eXlI') {2} exp {—0Wu}. (3.5.10)

l=n

La fonction f,, (u, \,d) est croissante par rapport a X et §, alors la fonction définie par:

_ +oo
o (U, N, 0) = > fu (u, N, 0) Uest aussi. D’autre part, on a

n=m

)n—l

afma(Z;A,é):Z[v(Au)”_ exp {— (A +8) u} — 2\ (A +6) EA qrew -0+ 9w

(n —2)!

Lo “ ) exp {— (A + 6) u}

n=m

_ Zexp{ (A +6)u) ( 200" Ak d) (A“_)n_l' LA+ 6)? ““)n) n>2

(n—2)! (n—1) n!
(3.5.11)
On cherche la monotonie de la fonction W. Pour A\u >1, on a
M)t > ()" 2, o > 2,
)z D)’ 7= (3512
(Aw)"™" > (Auw)" 7, YVn > 2.
De plus,
1 1 1
>— n>2. (3.5.13)

(n—2)! ~ (n—1)!" nl
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3.5. Inégalités préliminaires

En utilisant les inégalités (3.5.12), on trouve que :

Pfm (1, 0,0) X (M) ()" (Aw)"
m > (A+9) A2 —22 (A +0 A+06
o ZeXp{ - }( T AR e sy R G
en utilisant (3.5.13), on obtient :
Pfm (,0,0) X A2 2A(A+46)  (A+0)
e > Z exp{— (A +0)u} (\u)"" (m — . + I
+oo ( >n—2
> 5y exp{— (A +8)u}.
D’ou
-
MEO,VAEO, §>0.
ou?
pour \u < 1, on trouve:
)" > ()", Y > 1
( U)n_2 ( U)n7 n>1, (3.5.14)
(Au)" ™" > (Auw)",¥n > 1.
Avec un raisonnement analogue, on obtient :
02 Frn (U, 1, 0) e (Aur)”
o2 >0 ;ITeXp{— (A+d)u} >0.
Par conséquent, f, (u, \,d) est croissante et convexe par rapport  la variable u.
D’apreés le Théoréme 2.2.4, voir le Chapitre 2, on obtient ["inégalité suivante :
/fm u, A, 6W) dg M /fm u, A, 6W) dG@ (u). (3.5.15)

Et on obtient, grace a la monotonie de la fonction f, (u, \,d) par rapport a \ et §, le

résultat sutvant :

/fm u, A 6W) dG® /fm u, A, 6@) dGP (u). (3.5.16)

Finalement, l'inégalité (3.5.9) est vérifiée par transitivité des inégalités (3.5.15) et

(3.5.16). m
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3.5. Inégalités préliminaires

Lemme 3.5.4 Soient ¥, et Yo deux systémes d’attente M/G/1 avec rappels et clients
négatifs,

-1

—(2
SiAM <A@ 0 >5@ et <, G alors {AP} <, {RP}.
Preuve. Par définition de l’ordre convere <,, on a :

=(1) +o0 B 400 B —(2)
(2 <0 () e by = S < S =

+oo +oo

A A\ B
= /Z “ eXlI!){ u} exp{—5(1)u} 6dGY (u)

Onmln

400 +o0 /\(2

/zz

Onmln

exp{ -\ u}

exp {—5(2)u} 6dG@ (u)

+oo +oo
— / > " gn (u, AV, 60) dGD) (u)
0 n=m
/Zgn A5 dGP (u), (3.5.17)
0 n=m
avec oo 0 ! 0
In (u,)\(i), (5(i)) = Z ()\ u) eXlIT {_)\ u} exp {—(5(i)u} 0. (3.5.18)
l=n ’

La fonction g, (u, \,0) est croissante par rapport & \ et 0, alors la fonction définie
par:

+o0
Gm (U, N, 0) = > gn (u, A, 0) Uest aussi. D’autre part, on a

—ag’”@;” Zma[ _ 357 S0 (= (A )} =22 (A +9) EA )nl) exp {— (\+ ) u}

+ (A + 5)2 ()\s‘)” exp{— (A +0) u}}

2)!
+ (A +6)? (A“)n> .

(3.5.19)
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3.5. Inégalités préliminaires

%G (u,),0)

On cherche la monotonie de la fonction =% 7=, en suivant le méme raisennement

que le lemme 3.4.3, on trouve

92— +o0 n
W > 532%exp{—()\+5)u} > 0.

Par conséquent, g, (u, \,0) est croissante et convexe par rapport a la variable u.

D’aprés le Théoréeme 2.2.4, du Chapitre 2, on obtient l'inégalité suivante :

+00 +oo
/ G (u, XD 6W) dGW (u) < / G (u, AP, 6W) dG@ (u). (3.5.20)
0 0

Et grace a la monotonie de la fonction g, (u, \,d) par rapport a X\ et §, on trouve que:

400 400
/ G (1, A0, 60) 4GP () < / G (1, A, 62) 4GP (). (3.5.21)
0 0

Finalement, l'inégalité (3.5.17) est vérifiée par transitivité des inégalités (3.5.20) et

(3.5.21). m

Lemme 3.5.5 Soient ¥, et Yo deux systémes d’attente M/G/1 avec rappels et clients
négatifs.

Si AN < X 5D > 5@ ot GO <, GP qlors {kﬁ,{)} <L {kg)}
Preuve. Pour prouver que ['inégalité {k‘%)} <r {kﬁﬁ)} a lieu, il suffit d’établir

l'inégalité suivante, pour les fonctions génératrices correpondantes

KD (2) 2 K2 (2),

ce qui est équivalent a montrer que
G (5(1) + D (1— z)) > G®@ (5(2) + A\ (1— z)) ’
c’est-a- dire, montrer [’équivalence sutvante :

(O} <, (DY & GO (60 4 A0 (1 - 2)) > GO (6@ 0D (1-2)).  (35.22)
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3.5. Inégalités préliminaires

par définition on a:

+o00 oo m
- Z / ()\:L)' exp {—Au} exp {—du} 2™dG (u)

=Y [P (- 40 ubdG ()

_ /eXp{—u A+ 6) — A2]} dC ()

= /exp{—u(5—|—)\(1—z))}dG(u) =G(6+A(1—2)).

0

Pour prouver que l’inégalité {k:,(ﬁ)} <r {k}?} a lieu, il suffit d’établir le résultat

suivant, pour les fonctions génératrices correspondantes :
kY (2) > k@ (2).

De plus, on a

e <, g¥ = G () > G® (5),Vs > 0.
En particulier, pour s = 60 + A\ (1 — 2), on obtient
GO (60 + AW (1 = 2)) > GP (6 + AV (1 - 2)). (3.5.23)

Puisque toute transformée de Laplace est une fonction décroissante, les inégalités

AD <A@ et 50 > 6@ impliquent linégalité suivante :
GO (6W + AV (1-2)) > GP (6@ + AP (1 -2)). (3.5.24)
Par conséquent, l'inégalité (3.5.22) découle des inégalités (3.5.23) et (3.5.24). m

Lemme 3.5.6 Soient ¥, et Xy deux systémes d’attente M /G /1 avec rappels et clients

négatifs.

ORI
iAW <A@ W >5@ et <, G oalors (AP} < (AP}
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3.5. Inégalités préliminaires

Preuve. Pour prouver que [inégalité {h,%)} <z {hfﬁ)} a lieu, il suffit d’établir
['tnégalité suivante, pour les fonctions génératrices correpondantes
hW (2) 2 2 (2),
ce qui est équivalent a montrer que
5G (60 42D (1= 2)) > 66 (5@ 4+ 7B (1= 2))
c’est-a- dire montrer [’équivalence suivante :
(A0} < (WP} = 5(1) (6W + AP (1-2)) > 55(2) (6@ + AP (1-2)). (3.5.25)

par définiyion on a:

+oo
h(z)= thzm
-0

+oo T m
= Z / ()\nt;)' exp {—Au} exp {—du} §2"dG (u)

+OO+OO()\ )m
uz
=4
>
m=Y"0
+o0

zé/exp{—((S—l—)\(l—z))}dé(u): 5G (5 + A (1 —2)).

0

exp{— (A + ) u} dG (u)

Pour prouver que l’inégalité {h%)} <L {hg)} a lieu, il suffit d’établir le résultat
sutvant, pour les fonctions génératrices correspondantes

De plus, on a 0 o
~ ~(2
GY <, G? = G (s)>6G  (s),¥s > 0.

En particulier pour s = 6 + XV (1 — 2) | on obtient
~(1) ~(2)
6G (W + AV (1 —-2)) >0G (0W+AV(1-2)). (3.5.26)

Puisque toute transformée de Laplace est une fonction décroissante, les inéqgalités

AD < X@ et ) > 5@ impliquent Uinégalité suivante :

f( ) :/( )
6G (W + AV (1-2))>0G (0P +AD(1-2)). (3.5.27)
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3.5. Inégalités préliminaires

Par conséquent, l'inégalité (3.5.25) découle des inégalités (3.5.26) et (3.5.27). m

3.5.1 Monotonie de la chaine de Markov induite

Les probabilités de transition en un pas de la chaine de Markov induite pour le

systéme M /G /1 avec rappels et clients négatifs sont données par la formule suivante:

(

km+<1_50m )th_1+(1—9)hm, sin=0etm Z 1,
s (Ko + (1= 0) hol, sin>letm=n—1,
Pom =93 stw Fmn + 01+ (1= 0) by
—l—ﬁ%u [Em—ns1 + O+ (1 —0) by 1] sin>letm>n—1,
\ 0, sinon.
(3.5.28)
Avec
7 A )
/ )" exp {~ f‘}eXp{ oy G), m=0,1,2,..
7 A )
/ JTexp{= ?}eXp{ WS- G w)]du,  m=0,1.2,..
7 A )
/ eXp{ :IJ} exp{ U}(Sdé (’LL) )

Et 04, est la fonction Delta de Kronecker, telle que
1, si k=n,
5kn - .
0, si k#n.
Soit I'opérateur de transition 7 de la chaine de Markov incluse. Pour chaque distrib-

ution p = (py,),>o ., on associé une distribution 7, = ¢ = (g),,o telle que

qm = an Prm.

n>0
Les deux Théorémes suivants donnent la condition sous laquelle 'opérateur de transi-

tion 7 est monotone par rapport aux ordres stochastique et convexe
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3.5. Inégalités préliminaires

3.5.2 Monotonie de 'opérateur de transition

Théoréme 3.5.1 L’opérateur de transition T est monotone par rapport a l’ordre stochas-
tique. C’est-a dire, pour deux distributions quelconques pP et p@ Uinégalité p» <, p®
implique TpY < Tp®@.

Preuve. Un opérateur est monotone par rapport a l'ordre stochastique si et seulement
si on a linégalité suivante:

Dn—1m < Ppm, Vn,m, (3.5.29)
1°" cas:
On montre que

ﬁn—lm S ﬁnma Vn = O; m Z 07

Sin=0etm>0,ona

Prm = Y _ont = Y [k + (1= 601)0hy 1 + (1 — 0) ]

I>m I>m
= kpm + 01 + (1 — 0)hy,
= km + 01 + (1 — 0)hyy,
= km + 0 (hm-1+lm) + hin — Ol

=k + O0hpm1 + b,
Avec un raisonnement analogue, on trouve

DPn—1m = an—ll = l;;m + ehm—l + l;fm (353())
I>m
Finalement, on trouve

ﬁn—lm - ﬁnm Z 07

2mecas: n>letm=n—1, ona

np o, (l—0)

= h
A+npl Anp

Prm
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3.5. Inégalités préliminaires

et
1—-06
np o (1= 0)

p”m:)\—i-n,uko A+ np fo
- (n—1)p (n—1)(1—0)p
= h
. )\+(n—1)u0+ A(n—1p °
D’ou
- - [ (n=Dp ] {nu(l—H)_(n—l)(l—H)u}
Prnm = Pn—im = ko +
A+np A+ (n—1)p] A+np A+ (n—1)p
[ np (n—Dp ] { ny (n—1)p }
- - k . 1—60)h
A+np A+ (n—1)p] ot Atnp A+(n—1)p ( ) ho
[ np (n—Dp ]
= — ko+ (1—6)h
A+ np >\—|—(n—1),u_[0+( ) hol
Ap

S B Ot i ot (O Rl 20

Fcas: n>letm>n—1

A nu A A o,

= —km—n —km—n ehm—n— 1-0 hm—n N
A+ np +)\—|—n,u +1+)\+np 1+)\—I—n,u( ) +/\—|—

ny
np
1-0 hmfn )
+)\+nu( ) +1

pnm

m—n

A =) b

— AT ny T A
= nl — —km—n —km—n

I>m

-
A+ np vt A+ np

np
ehmfn N
A4 np * A+ np

n -

+ (1 - 9) hmfn%»l

AT np 7 A0 -
= —Rm—-n —kmfn EN hmfnf hmfn
A+ np A+ np +1+)\+nu[ L }
A - ny 7 n -
1—0)hmn Ohp—n 1—0)hmn
)\—l—nu( ) +)\+nu +)\—l—nu( ) i
A

= km—n %m—n
A+ np { i “} i

ny
A+ np

+

m—n—1

km—n-{-l + /\— |:hm—n + gm—'r7,—|—1:|

ny
A+ np +n A+ np

— n
0 hm—n hm—n 1-0 hm—n
[ + +1} + Nt g ( ) +1

- A0 A+ npb
== kmfn kmfn hm*n*
A+ np * +1+)\+7w 1+)\—|—n,u

D’ou,

+

hmfn + hmfn+1 .

- Y, A+ nub
km—n km—n m—n—
+ +1+>\~|—nu 1+)\+nu

PAA Bonw + honmi1. (3.5.31
Prm )\_‘_nlu + +1 ( )
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3.5. Inégalités préliminaires

Avec un raisonnement analogue, on trouve

A

_ A0 A+ (n—1) b
Pn_im =
A+ (n—1)u

kmfnJrl +szn+2+—h +

men RS S
A+ (n—1)p A (n—1p " "

et

D S SR (2
A0 A+ (n—1)p0 -

—hm—n - hm—n - hm—n

A (n—1)p At (=T " -
Y _

—km—n - km—n

];nm - Z_jn—lm = km—n + kmfnJrl - Pon—n—1

A+ np
A 0
n + np

mhm—n + hmng1 —

km—n + km—n—l—l + km—n+2 -

:)\+nu
A0 A+ nub
Ao "R ON np
B Y _)\+(n—1)u9h _
At(n=Dp """ Apm—Lp "
_ A I n A0
A+ np A (=1 ™" Xrnp
A+ npub Y A+ (n—1)ub
+/\+nuhm_n+hm_"+l_)\+(n—1)u A+ (n—1)p
A (n—1)p A0
- )\+nukm_" |:)\—|— (n — 1)/J Kin—nt1 A+ np
[Az(l—é’)—i-/\,u(n—1)+n(n—1),u26
(A +np) (A+ (n—1) p)

(n—1)(1—6) 4
+[ X+ (n—1)u

Ainsi, Uinégalité (3.5.29) est vérifiée pour tout n et m.

hmfn + h/mfnJrl + hmfn+2

kmfn + kmfnJrl - hmfnfl

m—n m—n—+1

hm—n—l

:| hWL7TL

:| hm—n—l—l Z 0.

En conclusion, opérateur 7 est monotone par rapport a l'ordre” <, 7. ®

Théoréme 3.5.2 L’opérateur de transition T est monotone, par rapport a l’ordre convezxe.
C’est-a-dire, pour deuz distributions quelconque p™M et p@, Uinégalité p™ <, p@ implique
la suivante: TpM <, 1 p?.

Preuve. Un opérateur est monotone par rapport a l’ordre convexe si et seulement st :

22:971771 S En—lm + ;n+1m7 vn7 m7 (3532)
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3.5. Inégalités préliminaires

P = TP = gt 3 P 5 3 (= O
+3 Tnuehm‘" + % (1= 0) Iy
- ﬁzmn * % an a kmn] + A —ij\n,ue {hmnl + ;mnl + A %—)\nu (1= 0) P
Y () Y
T T St
- )T—ie—)nj;nﬂe_m nt A e i (k1 = 0) }:Lm_n D) —T:Mnu (1-0) }_Lm_"
= oy — %l}m_n + ﬁeﬁm_n_l ¥ Ty — % (1= 6) By,
Bt = Keni — %kmnﬂ + mehm” 4 i
e - ),
Dot = Fonn1 — N i"(;t Bf) — . (nA 3 M@ﬁm_n_z A
D) J(rn(;; —1|-)1M> [ (1= 6) -1,
et
e + 2 5 a ” - e (nA+ 5 Ol + P
A in(; i)f) [ (1= 0) b + A+ (n)\+ 1) s s
-5 J(rn(z Jlr) 1“) L1-0) Bt — 2 ﬁweﬁm_n_l Uiy
+25 Z“W (1= 6) hyn
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3.5. Inégalités préliminaires

ensuite
= - = _z (n—Dp [; " - =
-2 = km—n - X 7 1N km—n - km—n km—n— km—n km—n
Prn—1m + Prnt+im Prm +1 A+ (TL — 1) [ + 1+ +
(n+1)p - = - =
N /- 1N kmfnf kmfn - 2kmfn 2 kmfn hmfn
A+ (n+1)p 1 * A+ nu * H
A . (n—1Dp .
+ Oy — 1 (1 =0) [hy—r — hn—n,
A+ (n—1)u >\+(n—1),u( )[ }

— _ = by —
+ |:hm—n—1 + hm—n + hm—n:| ) ,ue [hm—n—2 + hm—n—1:|

+/\+(n+1
 (n+Dup
A+ (n+1)p

A - nu -
0 hm—n— hm—n 2 1-0 hm—na
A+np [ vt } * A+npu ( )

(1 - 9) |:hm—n—1 + ]_lm—n} - 2;m—n

-2

finalement, on obtient

— - - (n—1)p A(A+np)
Pt P = 2 = 3 G =y [(A ) (N (0 £1) m] S
| e

G O F (- DOt D)

n Y, (n—1)pu(l—20)
A+ ™" A+m-1)p
[)\2(1—0)+(n—9)/\,u+n(n+1)u28

(A+np) A+ (n+1) p)

m—n

:| hmfnfl

242 _
+{(/\+TL/L) ()\—i—(n— l)lu) (/\‘1‘(71-1—1);1)} R > 0.

Donc

;n—lm +;n+1m - 2;nm 2 07 vm 2 0 , N 2 1

Alors, lopérateur de transition T est monotone par rapport a l'ordre convere. m

Maintenant, on considére ¥; et Yo deux modeles d’attente M/G/1 avec rappels et
clients négatifs ayant les parametres suivants : AV, (M 00 50 GW et \@) 1,2 ) §2) GCR)
respectivement. Notons par 70, 7(2) les opérateurs de transition associés aux chaines de
Markov induite de chaque systeme.

Les deux théorémes suivants donnent les conditions de comparabilité de ces opérateurs

par rapport aux ordres partiels : stochastique et convexe.
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3.5. Inégalités préliminaires

Théoréme 3.5.3 si AV < \@ 1,1 >, 90 < 9@ 50 > 52 et GO (u) <,y GP (u)
alors T <, 7@, C’est-a-dire, pour une distribution quelconque p,on o TMp <, 7@ p.
Preuve. D’apres le Théoréme 2.4.2, nous devons vérifier les inégalités suivantes pour

l’ordre stochastique,

—(1) e

Pam < Ppms V0 < <m. (3.5.33)
Ce qui revient a montrer:
P/ L YL D) N 1
nm m—n )\(1) + nﬂ(l) m—n )\(1) + an(l) m—n—1
e nu®
_ M (= gy W
+ s = 3m ey (1—06W)hy,,,
< %(2) _ L@)k@) 4 Lg@)h@)
- mTn 22 —+ TL/J,(Q) m=n A(2) —+ nM(2) m—n—1
(2 (2) _©)
th, - (1-6@)n®, =p.. (3.5.34)

)\(2) + nM(Q)

D’aprés le Lemme 3.5.1, on a :
{EW} <o {KP}, ¥m > 0. (3.5.35)

D’autre part,

AL @m0

() ©)) 1) ©))
st AW <A et 1Y > ' alors o) < e) ou e > @ (3.5.36)
En outre, du fait que la fonction x — i, est croissante par rapport a x,l’inégalité
sutvante a liew :
A A2
De plus, 0D < 0@ donc
A A2
_ 2 ) p®
O nu(l)g < NCn TW(2)0 . (3.5.38)
De méme, la fonction : 7 est croissante alors:
(1) @)
e e (3.5.39)

/\(1) —+ nu(l) Z /\(2) =+ nﬂ(zw
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3.5. Inégalités préliminaires

de plus,
0 < 0@ implique que (1 — 9(1)) > (1 — 9(2)) ,

donc

(1) (2)
_L (1) _L )
AL+ np) (1-6%) < 2D f @ (1-0%). (3.5.40)

Des inégalités (3.5.38), (3.5.40) et (3.5.35) on obtient :

_(1
D ey A g
m=n A —+ nlu(l) m=n A1) -+ n,u(l) m—n—1
ey e
L I SN A CY)
+ P = 1 e (1—69) hy, .,
_ 12(2) B nu® W &) @)
- m-n A2 + nu(z) n A2 + nM(Z) m—n—1
_(D nu®
M @y W
o = 5 (L0 B
_ A %(1) N np® %(1)
A2 + TLM(Q) m—n A2 + nu@) m—n+1
A2 QY A2 ()
A p® A (1-p@
3@ @l et T 3w @ (0

2 -
o (1—62)n
)\(2) +nﬂ(2) m—n-+1.

2) —)

i 0@h, . +

T30+ np®

Par conséquent, si GV (u) <, G@(u) alors linégalité (3.5.33) est vérifiée. m

Théoréme 3.5.4 Si AV < \@ M > 4@ 90 < 9@ 50 > 5@ et GO (u) <, GP (u)
alors T <, 7@ Cest-a-dire, que pour une distribution quelconque p, on a TMp <, 7@ p.
Preuve. D’aprés le Théoréme 2.4.2, nous devons vérifier les inégalités suivantes pour

[’ordre convexe,

=(1) =(2)
o < P, V0<n<m
C’est-a-dire :
=(1) —(1) C) Y A EEY)
e Ly L
nm m—n )\(1) —i—n,u(l) m—n )\(1) —i—n,u(l) m—n
=(1) n,u(l) —(1)
_ " (1 _p@
+hy T 1 @ (1—6")h,,_,
=(2) nu@) —(2) A®2) e

7 S —— Ay 1¢)]
m—n A(2) + nlu(g) km—n + 2 I nlu(z) 0 hm—n—l
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systéme
=(2) ”M(2) @ -2 —(2)
En effet, d’aprés le Lemme 3.5.3, on a :
{EWY <, {E@}, vm > 0. (3.5.42)

D’apreés les inégalités (3.5.37) et (3.5.40), l'inégalité(3.5.42) on obtient le résultat final
suivant:

nﬂ(n (1) —(1) A )_(1)

— ')\(1) + ’fl,u(l) ]{Zm,n + ]{Zm,n + —/\(1) + nu(l) hmfnfl

(1) —(1) =(1)
_ M
XD 1 @ (1—-6") h,_,, +h
(2) —(2) =(2) A2 —(2
= _Lkm—n + km—n t Yo m—n—1
2D 1+ np® 2D 1 np®
e @) )

m—n

m—n’

D’ou loperateur T est monotone par rapport a l’ordre convere. ®

3.6 Inégalités stochastiques des distributions sta-
tionnaires du nombre de clients dans le systéme

Les deux Théorémes suivants donnent les conditions de comparabilité des distribu-
tions stationnaires du nombre de clients, pour deux systémes de files d’attente M/G/1

avec rappels et clients négatifs, par rapport aux ordres partiels : stochastique et convexe.

Théoréme 3.6.1 On considére ¥, , ¥o deux systémes de files d’attente M/G/1 avec rap-

pels et clients négatifs, ayant les parameétres XV, (D 90§01 GO et \?) 1,2 92) 52 G2

respectivement, et soient wgl),m@), les distributions stationnaires du nombre de clients

dans chaque systéme, alors si les inégalités suivante ont lieu
AD <A@ 0 > @) 90 < 9@ op GO () <, GP) (),

alors, on a aussi l'inégalité suivante sur la distribution stationnaire

{772(1)} <w {7?1-(2)} , ot w = st(ouv).
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3.6. Inégalités stochastiques des distributions stationnaires du nombre de clients dans le
systéme

Preuve. D’aprés le Théoréme 3.5.4,5i A1) < \®) (1 > ;) g1 < 92 ot GO <
G® implique TV <, 7@ . C’est-a-dire, pour une distribution quelconque p, on a linégalité
sutvante :

Par hypothése, on a G <,, G alors d’aprés le Théoréme 3.5.2 (resp.Le Théoréme3.5.4),

lopérateur T associé a la chaine de Markov incluse, du deuxiéme systéme, est monotone.

C’est-a-dire, pour deux distributions quelconques p§2), p§2) telle que p§2) <w pg), on a

@ <, 7@p. (3.6.2)
Cependant, de l'inégalité (3.6.1), on obtient

T(l)pgl) <w T(Q)pél). (3.6.3)
1l existe une probabilité p(21) telle qu’on ait ['inégalité suivante

T(Q)pgl) <w 7'(2)pg2). (3.6.4)
En combinant les inégalités(3.6.3) et (3.6.4), on obtient le résultat suivant

A0 < ) (3.6.5)

pour deuz distributions quelconques pM, p2).

L’inégalité (3.6.5), peut étre réécrite de la maniére suivante

A0 — p ( 70 = Z)

Sw P (ZZ(Q) = @> = 7—(2)p§2)7

%

quand | — oo, on a {ﬂ'i(l)} <w {7?(2)} , pouri € N. m

Théoréme 3.6.2 Si pour le modéle M/G/1 avec rappels et clients négatifs, la distrib-
ution de temps de service est NBUE (New Better than Used Ezpectation), (respective-

ment NWUE-New Worse than Used in Ezpectation), alors la distribution stationnaire du
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3.7. Conclusion

nombre de clients dans ce systéme est inférieure (respectivement supérieure), par rapport
a ordre convexe, a la distribution stationnaire du nombre de clients dans le systéme
M/M/1 avec rappels et clients négatifs.

Preuve. Considérons un systéme de files d’attente M/M/1 avec rappels et clients
négatifs, du serveur avec les mémes paramétres : taux d’arrivée X\ , taux de rappels p , la
probabilité de rejoindre l'orbite 0, temps moyen de service By que le systéme M /G /1 avec
rappels et clients négatifs, mais avec un temps de service exponentiellement distribué avec

1
de tauz 0 = 7

_u .
1—e A1, siu>0,

¢ (u) = { 0, siu < 0. (36.6)

D’aprés la proposition 2.4.1, si G(u) est NBUE (respectivement NWUE), alors
G(u) <, G* (u). (3.6.7)

Et comme G(u) <, G* (u), alors d’aprés le Théoréeme 3.6.1, on déduit que la distri-
bution stationnaire du nombre de clients dans le systéme M /M /1 avec rappels et clients
négatifs, est inférieure (respectivement supérieure) a la distribution stationnaire du nom-

bre de clients dans le systéme M /M /1 avec rappels et clients négatifs. m

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons trouvé des conditions, sur les parameétres des deux
systémes, sous lesquelles les probabilités du nombre de clients arrivant durant le service
d’un client dans deux systémes d’attente M/G/1 avec rappels et clients négatifs, sont
comparables et on a montré la monotonie de ’opérateur de transition de la chaine Markov
induite par rapport aux ordres stochastique et convexe. De plus, nous avons obtenu que
la distribution stationnaire du nombre de clients dans un systéme M /G/1 avec rappels et
clients négatifs, est majorée (respectivement minorée) par la distribution stationnaire du
nombre de clients dans un systéme M /M /1 avec rappels et clients négatifs si la distribution

de temps de service est NBUE (respectivement NWUE).

56



Conclusion générale

Le phénomeéne de répétition de demandes du service est étudié par la théorie de files
d’attente avec rappels. Nous nous sommes intéressés aux modeles avec rappels et clients
négatifs.

Nous avons aussi étudié quelques problémes de comparabilité pour 'analyse du sys-
téeme M/G/1 avec rappels et clients négatifs, en utilisant la méthode de comparaison
stochastique. L’avantage de ce type de méthodes d’approximation réside dans le fait que
des résultats explicites puissent étre obtenus pour des situations relativement complexes.

Ceci nous a permis d’obtenir les conditions qui assurent la monotonie de 'opérateur
de transition associé a la chaine de Markov induite.

Nous avons aussi établi des conditions sous lesquelles les opérateurs de transition ainsi
que les distributions stationnaires de deux chaines de Markov incluses associées & deux
systémes M /G /1 avec rappels et clients négatifs, ayant la méme structure mais avec des
parametres différents, sont comparables au sens des ordres stochastique et convexe.

Parmi les prespectives de recherche citons:

e Extension de ce travail en ajoutant les vacances au serveur en appliquant la méme
méthode.

e Appliquer la méthode de comparaison stochastique pour étudier les propriétés de

monotonie du notre modéle relativement a ’ordre de Laplace et concave.
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