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Chapitre 01 le probléme de contact unilatéral

Introduction générale

Le probleme de contact avec frottements est fréquemment présent dans la
quasi-totalité des applications du génie civil. Pour le cas des pieux, son
importance est particulierement marquée dans la mesure ou la portance en
dépend de maniere directe. La résolution de ce probléme étant souvent effectuée
par la méthode des éléments finis, le contréle et 'estimation de l’erreur inhérente
a cette méthode sont nécessaires. L’estimation de cette erreur peut étre effectuée
soit de maniere a priori ou a posteriori. L’analyse a priori fournit des
renseignements d’ordre qualitatifs sur la convergence et le taux de convergence
des solutions éléments finis. Quant a l'estimation a posteriori, celle-ci permet
suite aux résultats numériques obtenus, de quantifier 'erreur de discrétisation.
Initialement, trois catégories d’estimateurs d’erreurs a posteriori ont été mis au
point : les estimateurs basés sur l'exploitation des résidus des équations
d’équilibre (Babuska, 1978); les estimateurs utilisant un lissage des champs de
contraintes (Zienkiewicz et Zhu, 1987 et 1991) ; et les estimateurs fondés sur le
concept d’erreur en relation de comportement et sur des techniques associées de
construction de champs admissibles (Ladeveze, 1986).

Pour les problemes de contact de type 2D avec frottements, nous pouvons citer
les travaux de Coorevits et al (2001) ainsi que Louf et al (2003) qui ont utilisé
lestimateur basé sur lerreur en relation de comportement. Toutefois, cet
estimateur nécessite la construction de champs cinématiquement et statiquement
admissibles dont la construction constitue une difficulté majeure. Il en est de
méme pour l'estimateur basé sur les résidus d’équilibre, pour lequel sont dédiés
les travaux de Hild et Lieras (2009), et Bostan and Han (2006) qui se sont
limités au contact bilatéral en utilisant la loi de frottement de Tresca. Pour les
techniques de projection (ou de lissage), nous pouvons citer les travaux de
Wriggers et al (1998), et Becheur et al (2008). Par ailleurs, Wohlmuth (2007) a
définit un estimateur qui tient compte du frottement de maniére implicite en
introduisant une discrétisation basée sur des éléments finis mixtes. Pour les
problemes d’estimation et contréle d’erreurs de contact relatifs aux pieux, il
semble que peu de travaux aient été réalisés dans ce domaine.

En utilisant une méthode dans laquelle a été mis au point un indicateur
d’erreur, facile a construire et a implanter dans un code éléments finis (Becheur
et al, 2008), nous nous intéresserons a l'étude des pieux pour le cas
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bidimensionnel auquel nous nous limiterons dans le présent travail. Dans le
souci de tenir compte des erreurs de discrétisations et de contact de maniere
suffisante, nous proposons, a cet effet, de construire cet indicateur sur la base de
la combinaison de deux méthodes. La premiere utilise la technique de
recouvrement (ou de lissage) par groupes (ou Patch) d’éléments. Il s’agit de la
technique connue sous le nom de la méthode SPR (Super convergent Patch
Recovry method) due & Zienkiewicz et Zhu (1992). La seconde tient compte de
Ierreur obtenue au niveau de la relation constitutive établie au niveau de la zone
de contact. En utilisant des procédures d’adaptation de maillages, des exemples
test seront étudiés.

Ce mémoire est structuré comme suit. I1 est composé de la recherche
bibliographique faisant montrer 1'état des connaissances aussi bien dans le
domaine des estimateurs d'erreur que dans celui relatif au calcul des pieux. Cette
recherche bibliographique sera suivie par la modélisation par éléments finis et
analyse élastique linéaire du probleme de contact pieu sol en 2D et avec
frottements de Coulomb. Il s'ensuivra également l'application de techniques
d’estimation et de d’adaptation de maillages pour les applications précédentes
ainsl que l'interprétation et la discussion des résultats. Nous terminerons enfin
par une conclusion et des perspectives.
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Chapitre 1

Le probleme de contact unilatéral

1.1 Généralités

Du point de vue mathématique, les phénomenes de contact sont modélisés par
des problemes aux limites non linéaires. Les contributions dédiées a I'étude de
ces phénomeénes sont relativement récentes. La raison est due au fait que ces non
linéarités constituent une grande difficulté. En effet, les premiers travaux dus a
Signorini (1933), ou le probléme de contact unilatéral entre un corps élastique et
une fondation rigide, & été formulé. Fichera (1964) a résolu le probléme de
signorini en utilisant des arguments des inéquations variationnelles de type
elliptique. Par la suite, Duvaut et Lions (1972), ont établi la formulation
variationnelle de plusieurs problemes de contact, accompagnée de résultats
d’existence et l'unicité de la solution. Par la suite, Kikuchi et Oden (1998), et
Hlavacek et Necas (1988), ont présenté l'analyse numérique de quelques
problemes de contact.

Du point de vue physique, ’étude des contacts entres les solides qui composent
une structure est également délicate a mettre en oeuvre car on maitrise
difficilement tous les parameétres :

e La forme et les états des surfaces en contact ;

e La vitesse relative ;

e Les conditions de lubrification (cas des piéces mécaniques) ;
e La température ;

e La répartition des pressions de contact.

1.2 Les types de contacts
On distingue deux types de contacts :

e Le contact bilatéral ou le contact est maintenu quels que soit les directions
des efforts appliqués.

e Le contact unilatéral ou le contact est maintenu seulement si les efforts
appliquent les solides I'un contre I'autre.

3
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Dans le présent travail, nous allons nous limiter uniquement au cas du contact
unilatéral car le cas du contact bilatéral est fréquemment bien traité par les
théories des résistances des matériaux. D’autre part, les problemes du contact
unilatéral sont tres fréquemment rencontrés dans la construction. En revanche,
ils y sont rarement étudiés.

Du point de vue zone de contact, on peut distinguer :

e Le contact surfacique : la zone de contact est initialement une surface.

e Le contact linéique : la zone de contact est initialement une ligne, par
exemple : le contact entre un cylindre et un cylindre ou bien un cylindre et
une surface plane.

e Le contact ponctuel : la zone de contact initial se résume a un point, par
exemple : le contact sphére- surface plane.

En résume, nous allons étudier le cas du contact unilatéral sous ses différents
aspects ; surfaciques, linéiques.

1.3 Les non linéarité dues au contact

Dans les problemes de mécanique des solides et des structures, 1l existe trois
formes de non linéarités :

e Les non-linéarités de type comportement qui portent sur la loi de
comportement du matériau : plasticité et endommagement,...

e Les non-linéarités de type géométrique qui sont prises en compte dans le
cas de grandes déformations ou de grands déplacements (lorsque la
configuration déformée ne peut étre confondue avec la configuration non
déformée).

e Les non-linéarités de type contact associées au fait que dans le contact
parfait entre deux solides du décollement ou du glissement peut
apparaitre. Elles se séparent en deux catégories, les non-linéarités de
contact unilatéral et celles de frottement.

1.4 Les lois de frottement existantes dans la littérature
Une lo1 de frottement doit essentiellement tenir compte de trois phénomenes :

e lexistence d'un seuil d’effort en dessous duquel aucun glissement n’est
possible

e une éventuelle dépendance de ce seuil vis a vis de l'intensité des efforts
normaux appliqués.
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e l'existence dans le cas d'un déplacement de glissement, d’'une relation entre
les forces de frottement et la vitesse de glissement.

I1 est clair que ces relations de frottement ne doivent intervenir que lorsqu’il n’y a
pas de décollement sur la zone de contact. Pour pouvoir définir les lois de
frottement, on définit d’abord le glissement et la vitesse de glissement par :

(U =)= (U — W) (1.1)
U _(u2 ul) ((u2 ul).n)n
‘ 8ut
“T (1.2)
U, U, : vecteurs de glissements u, : glissement n : vecteur normal

1.4.1 Laloi de Tresca

Parmi les lois de frottement, la loi de Tresca semble étre relativement la plus
simple et la plus facile a utiliser en simulation numérique. La raison est que le
seuil de glissement utilisé dans cette loi, est a la fois constant et indépendant des
intensités des pressions de contact.

Elle s’écrit de la maniére suivante :

Soient F, et F: les composantes normales et tangentielles des forces de
contact respectivement, et telles que :

S FE<gdos u=0 (adhérence)

- : : (1.3)
S F=g dors 31>0 tdquet,=—-AF  (Glissement)

Ou g est un seuil d’adhérence / glissement fixé a priori. Il dépend entre autres de
la limite d’élasticité du matériau. Toutefois, cette lo1 demeure non linéaire. En
effet, nous pouvons observer la tres forte non linéarité de cette loi sur le graphe
de la (figure 1.1).

Figure 1.1 : Loi de Tresca
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1.4.2 La loi de frottement de Coulomb

Dans la loi précédente, le seuil g de glissement est indépendant de I'intensité des
efforts normaux. Ce qui ne correspond pas a la réalité. Pour tenir compte de cette
dépendance, Coulomb (1785) a modifié cette loi en adoptant un seuil g
proportionnel a 'effort normal.

S E<uF dosuy=0 (adhérence)
S F=uF, dos3A>0 tdque 4 =—AFK (Glissement)

(1.4)

Avec p le coefficient de frottement qui dépend des états des surfaces en contact.
Le graphe de cette loi est tracé sur la (figure 1.2).

Figure 1.2 : Loi de Coulomb

Le lieu géométrique de l'extrémité du vecteur force de contact peut étre
représenté sous forme d’un cone, en 2D (figure 1.3) ou en 3D (figure 1.4). On
lappelle le cone de Coulomb. L’enveloppe de ce cone est la surface seuil du
glissement dont la définition et I'utilisation est a rapprocher de la définition de la
surface seuil en plasticité.

Figure 1.3 : Cone de Coulomb



Chapitre 01 le probléme de contact unilatéral

Cela étant dit, la loi1 de Coulomb présente certains inconvénients :

e Le manque de relation biunivoque entre les forces de frottement et la
vitesse de glissement. En effet, pour toute force de frottement située sur le
seuil de glissement, il n’est pas possible de déterminer, selon cette loi, la
vitesse de glissement qui lui correspond.

e le caractére non-différentiable de la loi,

e le changement brutal de comportement au passage adhérence/glissement.

Ces inconvénients sont les mémes que ceux d'une loi de plasticité parfaite, par
exemple.

{.l|| '1'1-'

Fi1
Figure 1.4 : Cone de Coulomb en 3D

1.4.3 La loi de Coulomb régularisée

Pour remédier aux inconvénients précédents, on utilise souvent des lois
régularisées qui sont plus douces. Une loi autorisant un glissement élastique
réversible paramétré par une raideur élastique K., est souvent utilisée. Nous
pouvons l'observer sur la (figure 1.5). Toutefois, cette raideur est difficile a
évaluer car elle dépend essentiellement de I'élasticité des aspérités des zones en
contact. Sa valeur étant généralement tres grande, de maniére a étre proche de la
loi de Coulomb, ce qui laisse apparaitre des problemes numériques d’instabilités
lors de la résolution.

Figure 1.5 : Loi de Coulomb régularisée
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Nous signalons également que pour cette loi de Coulomb régularisée,
I'inconvénient majeur de relation non biunivoque entre efforts et vitesses lorsqu’il
y a glissement irréversible, est toujours conservé.

1.4.4 Autres lois

Parmi les lois les plus couramment utilisées, nous pouvons citer la loi de Norton-
Hoff qui s’écrit :

"™, (1.5)

Avec :

e 1 = coefficient de frottement

e Ut = vitesse de glissement

e Fn=force normale

e Ut = vecteur vitesse de glissement
e p =seuil de glissement

Et dont le graphe est représenté sur la (figure 1.6)

p=1 Fry .
+—\\ pET UT
N >
-uF =~

Figure 1.6 : Loi de Norton Hoff

1.4.5 La loi de Coulomb en quasi statique

Au lieu d’'une relation entre forces de frottement et vitesse de glissement, la loi de
Coulomb peut étre réduite, dans le cas de problemes statiques ou monotones
quasi-statiques, a une relation entre les forces de frottement et les déplacements
de glissement :

S E<uF dosu=0 (adhérence)

: . (1.6)
S F=uF, dos3ri>0 tdoue u=-AF  (Glissement)
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Toutefois, cette formulation ne peut étre adoptée et utilisée que sous la condition
qu’en tout point de la zone de contact la variation des efforts soit monotone. Ce
qui est le cas des pieux en contact avec le sol.

1.5 Hypotheéses et données du probléeme

Nous considérons le probleme du contact unilatéral entre deux solides élastiques
notés Q! et Q2 respectivement (figure07). Nous ne supposons que chaque frontiére

Q) de ), 1 =1,2 est divisée en trois parties :

e Sur la premiére partie, notée d1(1l, nous supposons que le champ de déplacement
est donné par:

Ul =U; =12 (1.7

Par souci de simplicité, on supposera que :

u, 1=12

e Sur la seconde partie notée 02(), une densité surfacique de forces F(li est
appliquée

e La derniére partie (complémentaire) notée dcQl telle que 9.0'=aQ! —
(6191 U 9,0! ) est la zone de contact.

Nous supposons que 9.0' = 0.0%? que nous noterons I'c. Par ailleurs, les corps
QL 1 = 1,2, sont soumis a de forces volumiques ffi . Nous supposons que le
tenseur des déformations e est linéarisé et nous noterons KI lopérateur
d’élasticité du matériau associé a QL.

n!: est la normale a la frontiere de Q! orientée positivement vers I'extérieur.

Figure 1.7 : Deux corps élastiques déformables en contact unilatéral



Chapitre 01 le probléme de contact unilatéral

Dans le but d’exprimer clairement ’erreur de contact, nous considérons, comme
Ladeveze (1996), la zone de contact I'. comme une entité mécanique a part entiére
munie de sa propre loi constitutive.

Nous choisissons 'orientation positive de la normale a I'¢, en posant n¢= nl. Nous
introduisons alors sur linterface I'c les fonctions WL W2, R, RZ et RC qui
représentent :

e Les deux champs de déplacements W1 et W2 (sur chaque coté de I'interface I'c).

e Les deux champs de densité de forces surfaciques R1 et R2 (densité des efforts de
réaction transmis entre (11 et (02), et qui correspondent aux pressions de contact.

e Un champ de contact intérieur a l'interface, de densité de forces surfaciques RC
tel que I'équilibre interne de I'interface soit représenté par :

RC=R! et RC=-R2 sur I. (1.8a)
telque :Rl=¢l:n! ,1=1,2 (1.8b)

1.6 Le contact unilatéral sans frottements

1.6.1 Formulation locale

Soit WC la définition, au niveau de l'interface, du saut en déplacement qui joue
un role similaire a celui de la déformation, avec :

WC =W1l_W2 (19)
Pour tout vecteur Z, soient :
Z=7TnCet Zt=7Z-Znn® (1.10)

Les champs de déplacement,
WC=WES+ Wt

et les champs de densité de forces,
RC =R + R}

Vérifient les conditions de contact sans frottement a 'interface I'e. Ces conditions
peuvent étre formulées de la maniére suivante :

WE <0 (1.11)

10
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R <0 (1.12)
REWE <0 (1.13)
RE=0 (1.14)

L’inéquation (1.11) indique quil ne peut y avoir que décollement et non
pénétration. L'inéquation (1.12) indique les composantes normales des densités
de réaction ne peuvent correspondre qu’a de la compression. L’équation (1.13) est
appelée condition de complémentarité; elle indique qu’en tout point il y soit
contact, soit décollement. Enfin, 1'’équation (1.14) statue sur la nullité des
composantes tangentielles des vecteurs densités de réactions. Ce qui reflete
Pabsence de frottements.

Introduisant le potentiel convexe @*, tel que :

0, si V=0
<p(V)={ Vfl 0 et
+oo, si V< (1.15)
0, si Zp,<0etZ,=0

" (Z) ={

400, dans le cas contraire

En appliquant I'inégalité de Legendre Fenchel (Duvaut et lions 1972), nous
aurons -

* _ T
o)+ (2)— 2"V =20 VvV et VZ (1.16)

La loi constitutive de contact (1.11) a (1.14) peut étre écrite sous les trois formes
équivalentes suivantes :
—W¢ e d¢p*(R®)
REE€ 0p(=W) (1.17)
(=W + dp*(RS) — (R WE) = 0

Finalement, le probléme de contact unilatéral sans frottement, peut étre posé de
la maniere suivante :

Il S’agit de trouver les couples (U, o) définis dans Qlet (U?,0?) définis dans Q2
et (W, W?),(RY, R? R)] définis sur I'c tels que :

e Les couples (U',W!'), satisfassent les conditions cinématiques :

11
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Ut=0 sur o, Q' et Ut =w'! sur T, 1=1,2 (1.18)

e Les couples (d', R, R¢), 1=1,2 satisfassent les équations d’équilibre

F{Vlds+f RUVidS =0 vV € U} (1.192)

f Trlole(VY)da] + f fTvian + f

ol ol a,0! rc

avec U = {U' définis et suffisamment réguliére sur Q! tels que U = 0 sur 9,0'}
Et R'=R!' et R°=R%sur . (1.19b)

° (Ul, ol, WL, RC), 1 = 1,2 satisfassent les relations constitutives :

{al = Kle(Ud (1.20)

d(—WE) + @*(R) + RS W€ =0
1.6.2 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle du probléme (1.18) a (1.20) a été obtenue par
Devaut et Lions (1972). Soit U} X U2 ou U} et U ont été introduits dans (I-19a).

Nous posons, pour tout couple U = (U',U?) et tout couple V = (V!,V?)

appartenant a U, -
2
a(U,V) = ZJ Tr [e(UYK'e(VD] dQ (1.21)
=12

a (..,..) est appelée la forme bilinéaire symétrique en élasticité.

Nous posons également, pour tout couple V appartenant a U,
2
L(V) = Z(f flvida+ f Fi'vids) (1.22)
= ! 0,0!

La forme linéaire L(V) prend en compte les chargements extérieurs ffi etF fi.Nous
définissons donc le champ convexe, noté U,; , de déplacements admissibles
comprenant la condition de non pénétration entre les deux corps :

U= (V=" V) €Uy, telsque V'n!+ V2'n? <0sur I'c} (1.23)

La formulation variationnelle consiste a trouver

12
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a(U,V—=U) 2L(V—-U) VYV € Uy (1.24)

Il s'agit d'un probleme de minimisation sous contraintes d’inégalité. Il est du
méme genre quun probleme d’optimisation et les méthodes de résolution sont
toutes issues des méthodes doptimisation. Si 9,0Q2' et 9,6 sont de mesure
positives, ce probléme est bien posé et admet une solution unique (Devaut et lions
1972). Nous pouvons donc conclure sur l'existence et I'unicité de la solution dans
le cas du contact unilatéral sans frottement. Le contact unilatéral avec
frottements :

1.6.3 Formulation locale

Nous adaptons comme loi de frottement, la lo1 de coulomb en quasi statique. Les
champs de déplacements W¢ et les champs de densité de réactions R¢ tels que
définis dans le paragraphe 1.6.1 précédent, vérifient les conditions de contact
avec frottement a l'interface I..

Ceci peut étre formulé de la maniére suivante :

WE=wl-Ww2<o0 (1.25)

RL<0 1=12 (1.26)

REL—wf=0 1=12 (1.27)

|RE| < uIRL] =12 (1.28)

|RE[<ulR] = wi=0 ,1=12 (1.29)

|R{ < ulRh = 32>0telque W)= —AR{ ,1=12 (1.30)

Introduisons cette fois ci le potentiel convexe ¢ et son conjugué ¢* (Ekeland et
Temam, 1976),

Tel que :
_( 0, si V,=0
o (V) = {+oo, si V, <0 (1.31a)
cim (0, siZ, <0 et |Z < ulZyl
0" (2) = {+oo, si Z, >0 ou |Z;| > ulzZ,] (1.31b)

Pour le cas avec frottement, De Saxcé (1992) a définit la fonction (V, Z) telle que :

13
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* 1.31
$(,2) = 9(V) +¢"(2) + ulZ,lIVi {5t
Les propriétés de cette fonction ¢(V,Z) ainsi que leur démonstration peuvent
étre trouvées dans la référence précédente. En particulier ¢(V,Z) est un
bipotentiel tel que :

e Pour un V fixé, ¢$(V,Z) est convexe par rapport a Z
e Pour un Z fixé, $(V,Z) est convexe par rapport a V
e PourtoutVetZ ona:

o(V,Z)-2Z"V >0 (1.314d)

Il est a signaler qu’en appliquant I'inégalité de Legendre Fenchel (Devaut et lions
1972), T'inéquation (1.16) est également vérifiée, et la relation constitutive du
contact peut étre écrite sous les trois formes suivante :

—W¢ € a¢p*(R°),
RC € dp (=W©), (1.322)

P(=WE) + ¢*(R) + uIRFIIWE | + RE WE + RY Wit

D' aprés la définition introduite dans lexpression (1.31c), les expressions
précédentes peuvent étre écrites sous la forme suivante :

(—W¢ € d¢"(RY),
{RC € op (W9, (1.32b)

\p(—W€ REY) + WE™ RE

Remarque

Introduite par De Saxcé (1992), la fonction ¢p(—W¥E, R ) représente le bipotentiel
de la zone de contact avec frottement a déja été utilisé par Louf et Coll (2003). On
peut noter que cette fonction est toujours positive ou nulle. En effet, elle est égale
a 4+ sila condition de non pénétration (1.29) n’est pas vérifiée, ou bien —W¢ ¢
d¢*(R®) ou si la densité de réactions normales est positive (RS > 0) ou si la
densité des réactions tangentes est située en dehors du cone de coulomb
autrement dit si R¢ ¢ d¢p (—W©).

Finalement, le probleme de contact unilatéral avec frottement, peut étre posé de
la maniére suivante :

14
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Trouver les couples (U!,o!) définis dans Q! et (U?,0%) définis dans Q2 et
[(WY,W?), (R, R? R®)] définis sur I'c tels que :

e Les couples (U',W!"), satisfassent les conditions cinématiques :
Ul=0 surd, Q' et U'=W! sur ¢ 1 =12 (1.35)

e Les couples (O'l, R, RC), 1=1,2 satisfassent les équations d’équilibre

Fi'vids + f R'vids=0 vl e U} (1.36a)

f Trlote(VY)da] + f Vo + f
ol ol a0t rc
avec U} = {U' définis et suffisamment réguliére sur Q! tels que U' = 0 sur Q'}

— pl C— _p2
Et R°=R" et R'=—R* surT, (1.36b)

o (Ul o!,W,RC), 1= 1,2 satisfassent les relations constitutives :

ol = Kle(UY
{ (1.37)

\ (=W + R + WS RC =0

1.6.4 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle du probléme (1.35) a (1.37) a également été obtenue par Duvaut
et Lions (1972). En effet, soit U,=UzxUZol U et U/ ont étéintroduits dans (I -19a).

Nous posons, pour tout couple U=(U* , U?) et tout couple V=(V*, V) appartenant 4 U, :

aUV) =Y [ TrleU K s(v! ko (1.38)

a (..,..) est appelée la forme bilinéaire symétrique en élasticité.

Nous posons également, pour tout couple V appartenant a U,

2
L(V) = Z(j f;TVldQ+f FIyids) (1.39)
=1 "

9,0!
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et J(V) = Xii(fy qulRuIVE|dS (1.40)

Les formes linéaire L(V) et J(V) prennent en compte respectivement les
chargements extérieurs f et F! ainsi que le contact avec frottement.

De la méme maniere, nous définissons donc le champ convexe, noté U,; , de
déplacements admissibles comprenant la condition de non pénétration entre les

deux corps :
Uga= (V="V?) € Uy, telsque VI'n' + V2'n2 < 0sur } I (1.41)
La formulation variationnelle consiste a trouver U € Uy
alUV-U)+ JWV)—LWV) =LV —-U) VV € Uy (1.42)

Nous remarquons qu’il s’agit également d'un probleme de minimisation sous
contraintes d’'inégalité.

Les premiers résultats d’existence pour ce probléme de contact avec frottement,
ont été obtenus par Necas, Jarusek et Haslinger (1980). Ils ont prouvé 'existence
de la solution pour une barre élastique en dimension deux sous la condition d'un
coefficient de frottement assez petit. Ensuite Jarusek (1983) ont apporté des

améliorations a ce résultat. En effet, ces derniers ont montré I'existence de la
V3—-4v

2—-2v

solution quand le coefficient de frottement u est inférieur a , v étant le

coefficient de Poison dans Q!.

La difficulté est qu’il n'existe pas de relation bi univoque (dans la loi de
Coulomb) entre l'effort normal et les déplacements. En effet, soit la solution
U e U,; et minimisant ’énergie potentielle :

UeU, - E;= %a(U, U)+ JWU) - L) (1.43)

Avec
2

Kw=ZL

g|ut|ds (1.44)
=1 7 0ca!

Dans le cas de la loi de Coulomb et ou g = u|R%| ,1 = 1,2; on voit bien que ’énergie
dépend de l'effort normal. Ainsi, cette énergie de déformation ne dépend pas
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uniquement des déplacements. Par contre, dans la loi de Tresca ou le seuil g est
fixé, on peut appliquer le théoréeme de minimisation de I’énergie potentielle.

Il en est de méme pour le cas du contact sans frottement.

Cela étant dit, on peut maintenant voir plus clairement l'intérét des lois de
frottement régularisées. En effet, grace aux relations bi univoques qu’elles
comportent (entre efforts et déplacements), la minimisation de 1'énergie devient
possible.

1.7 Le probléme du point fixe

Cette méthode consiste a remédier aux insuffisances de la loi de Coulomb en
adoptant une stratégie de résolution dite du point fixe. En effet la technique de
résolution consiste, a chercher a chaque itération, un point fixe sur le seuil de

glissement tel que g= ,u| R'| ,¢/=12; et puis d'utiliser le théoréme de minimisation

de I'énergie de déformation de la loi de Tresca.
I1 s’agit donc de trouver le point fixe de 'application :

Tel que U eU,_, et minimise I’énergie potentielle :
1
UeUad—>EC:§a(U,U)+J(U)—L(U) (1.46)
avec
z ¢
JU)=Y [gu/|ds (1.47)

=la.0f

Toutefois, en dépit de I'adoption d'un seuil fixé g, la résolution demeure non
seulement non linéaire mais des problemes d’instabilités peuvent apparaitre.
Ces derniéres (les instabilités) sont parfois dues a des mauvais conditionnements
des matrices de rigidité lors des itérations d’équilibre. Elles sont également dues
a la forte non linéarité de la loi de Tresca.

17



Chapitre 01 le probléme de contact unilatéral

1.8 Conclusion

De ce chapitre, nous pouvons conclure sur la trés forte non linéarité du probléeme
de contact. Cette non linéarité est d’avantage accentuée dans le cas avec
frottements. Parmi les lois de frottements qui semblent étre plus « réalistes »,
nous pouvons citer la loi de Coulomb. Toutefois, cette loi présente une difficulté
majeure. En effet, hormis le probleme d’existence de la solution qui a été résolu,
le probleme de I'unicité demeure encore posé. Cela dit, en plus de I'absence de
résultats disponibles dans la littérature, ce probleme dunicité a été mis en
évidence lors de la formulation variationnelle. De cette formulation, nous avons
pu constater que 'une des stratégies de résolution qu’on peut adopter consiste a
utiliser la méthode du point fixe, tout en se basant sur un calcul itératif. Ce qui
semble étre en adéquation avec la méthode des éléments finis.
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Chapitre 02

Résolution du probléeme de contact par
la méthode des éléments finis

2.1 Introduction

Nous avions vu dans le chapitre précédent, que de tres fortes non linéarités sont
engendrées par la prise en compte des conditions de contact unilatéral. Pour
résoudre ce probleme par la méthode des éléments finis, de nombreuses
techniques ont été mises au point. Certaines de ces techniques sont simples et
d’autres plus complexes. Toutefois, en dépit de leur nombre et de leur complexité,
beaucoup de difficultés demeurent non levées. Ceci s’explique par le fait que
chacune de ces méthodes s’applique a un probléme précis ou certaines difficultés
sont levées, mais en contre partie d’autres persistent ou apparaissent. En somme,
1l n’existe pas a notre connaissance, de techniques de résolution parfaitement
efficaces pour lever en totalité toutes les difficultés liées au probléme de contact.

Cela étant, 'objectif de ce chapitre est de présenter les principales méthodes de
résolution du probleme de contact par éléments finis d’'une part, et d’autre part,
de voir les conséquences engendrées par ces différentes méthodes sur les erreurs
de discrétisation du probléeme de contact. A cet effet, nous commencerons par un
bref rappel des fondements de la méthode des éléments finis ainsi que des
défauts de la solution obtenue. Cette derniere étant de nature approchée, nous
mettrons d’avantage 'accent sur les défauts qui sont a l'origine des erreurs des
discrétisation, voir également de contact. Ensuite, nous présenterons de maniere
non exhaustive, les principales techniques de résolution du probleme de contact
ainsi que les difficultés qui leur sont liées.

Nous rappelons que la formulation de probléme de contact est obtenue sous forme
d’inéquations variationnelles. La résolution de ces inéquations nécessite leur
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transformation en équations variationnelles et ce, aprés la suppression des
conditions cinématiques et I'introduction de variables duales (ou conjuguées). Du
point de vue mathématique, le probleme a résoudre est donc un probleme
d’optimisation sous contraintes d’inégalité. Les méthodes de résolution sont
nombreuses et sont toutes issues du domaine de 'optimisation. Parmi elles, nous
pouvons citer : les méthodes des statuts ou du point fixe, de la relaxation
projetée, du gradient projeté, de la pénalisation, des multiplicateurs de Lagrange
etc.

Pour la suite de notre travail, nous allons adopter (au chapitre 03) comme
méthode de résolution, la méthode des multiplicateurs de Lagrange. La raison de
ce choix est surtout d’'intérét pratique. En effet, comme mentionné plus haut,
cette méthode est tres utilisée par les codes de calcul par éléments finis. Ce choix
est également justifié par le fait, qu’en dépit des lenteurs et des problemes de
convergence qu’elle connait lors de la résolution, notamment dans le cas avec
frottements, cette méthode demeure l'une des plus précises. D’autre part,
Pefficacité et la performance de cette méthode sont d’avantage marquées par la
croissance sans cesse de la capacité et de la vitesse de résolution des ordinateurs.

2.2 La méthode des éléments finis : une bréve description
2.2.1 Principe de la méthode

Pour illustrer la méthode, on considere le probleme d’élasticité suivant. Soit un
solide occupant un domaine Q (Figure2.1). Sur une partie 6.Q, du bord 6Q, le

champ de déplacement est imposé :

U=uU, (2.1)
Sur la partie complémentaire 7,Q = X2 —J,Q , on impose une densité surfacique
d’efforts F .
D'autre part, Q est soumis a une densité de forces volumiques f .

On fait I'hypothese que le solide Q subit uniquement de petites déformations.
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01Q

Fa
-«
«—

02Q

Figure 2.1 : Schéma de la structure a modéliser par éléments finis

Soit V l'ensemble des champs de déplacements V cinématiquement admissibles
dans Q, tels que :

V={V  définis et suffisammant régulierssur Q telsque V =0 surd,Q |
Soit un point M quelconque appartenant au domaineQ. Le probleme consiste a
trouver le champ de déplacement U(M) solution de :

UM)e V (2.1)
dive(U)+ f, =0 dans Q (2.2)
oc(U)=He ). (2.3)

On pose ce probléme sous forme globale a 'aide d'une approche énergétique, le
théoreme de I’énergie potentielle.

Trouver U € V, tel que U minimise 1’énergie potentielle :

1
Ep(U):EJHs(U):g(U)dQ— [Fuds+[fude (2.4)

Pour illustrer la méthode, on approche UM) par :

Uh(M) =q w (M) =1 N, (25)

Les qi sont des paramétres scalaires et les o; (M) sont des fonctions définies sur Q
qui dépendent du type de probleme traité ainsi que de la richesse de
l'approximation. La recherche de la solution U(M) est remplacée par la recherche
de N parametres scalaires q; .

21



Chapitre 02 Résolution du probléme de contact par la méthode des é éments finis

Pour que le probléme puisse étre posé, les fonctions w; (M) doivent étre
suffisamment dérivables sur Q. Si les w; (M) forment une base, Un(M) est la
projection de U(M) dans le sous espace vectoriel engendré par les o; (M). w; (M)
deviennent alors des fonctions de base.

L’énergie potentielle s’écrira alors :

Ep(Uh)=%qi (j He(w, ):e(w,) dQqu —q{ [Foo ds+] fio, do (2.6)

0,0

Ou bien sous la forme matricielle :

E,(U,) = [l [K]la]- o] [F] @)

[K] et [F] sont appelés respectivement, matrice de rigidité globale et vecteur
forces généralisées

Le minimum de I’énergie potentielle est atteint pour :
ok p(U h ) -0

P (2.88)

La solution du probleme approché est obtenue par résolution du systéme linéaire
de taille N:

[K]la]=[F] (2.9)
Ce sont les équations d’équilibre discrétisées. Ce systeme linéaire peut étre

résolu soit par des méthodes directes (Gauss, Cholesky, Crout...) soit par des
méthodes itératives (Gauss-Seidel, gradient conjugué,...).

Concernant les conditions aux limites, on peut les écrire sous la forme générale
suivante :

[Cl[a]=[5] (2.10)

Ou [C] contient la réduction au zones de liaison considérées et [ ] les valeurs a
1mposer.

Le probléme a résoudre est donc de trouver le vecteur des inconnues [q] tel que :
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[g] minimise Ep(uh)=%[q]T[K][q]—[q]T[F] et vérifie [C]la]=[8] (211

Finalement, on a remplacé un probleme continu déquations aux dérivées
partielles par un probleme approché et discret d’équations algébriques linéaires.
Le systéme (2.11) résolu, on pourra remonter aux déplacements puis aux
déformations et aux contraintes.

2.2.2 Convergences et mise en ceuvre de la méthode

Pour pouvoir I'utiliser en modélisation des structures, la formulation précédente
demeure insuffisante. Elle doit satisfaire a des exigences de mise en ceuvre,
principalement :

e La prise en compte simple et efficace de toute sorte de géométrie,

e La capacité d'intégrer les fonctions de base sur le domaine

e Le calcul simple de la valeur des déplacements, des contraintes ou des
déformations en tout point du domaine Q

e La possibilité de pouvoir enrichir 'approximation localement

e Et enfin, la nécessité de converger rapidement soit vers la solution exacte
lorsque celle-ci est disponible ; soit vers une solution de référence, le cas
échéant.

Pour satisfaire ces conditions, un certain nombre de techniques ont été adoptées.
Parmi elles, nous citerons :

A. Un maillage adéquat du domaine Q

Le domaine Q est divisé en un nombre N, fini de sous domaines E; avec i =1,..N,;

de dimensions finies ou d’éléments finis de formes géométriques simples. Le
résultat de cette discrétisation constitue le maillage éléments finis du solide.
Pour étre valide, ce maillage doit satisfaire a des conditions dites de conformité
et assurer une couverture maximale du domaineQ.

La convergence vers la solution exacte ainsi que la vitesse de convergence
dépendent de la topologie de ce maillage. Autrement dit, la qualité de la solution
obtenue dépend de cette discrétisation géométrique. Celle ci pourra étre
améliorée soit par raffinement, ou bien par adaptation (qu'on verra plus loin) du
maillage, et ce, sans modifier l'interpolation. Ce type de convergence est
nommée : convergence —h. En effet, si les fonctions de base utilisées sont simples,
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de type polynomiales et de bas degré, la richesse de l'approximation pour la
convergence —h pourrait étre obtenue en modifiant les tailles des éléments du
maillage (finesse globale ou locale du maillage).

B. Un choix adéquat des fonctions de base

Les fonctions de base utilisées par la MEF sont locales. Chaque fonction est
associée a un nceud du maillage. En effet, elles sont choisies de telle maniére
que -

o=1auncudi e @=0 auncudj Vj=i. (2.12)

Et la fonction w; est non nulle sur les éléments dont le noeud 1 est un sommet.

Cela implique que lorsque Un(M) = qi o (M), qi est directement la valeur de
Un(M) au neeud 1.

Ainsi, dans chaque élément E; les champs inconnus de déplacements Un qu’il
faut calculer sont approchés de maniére nodale; les inconnues q; étant les

valeurs que prend Un aux nocuds de 1’élément fini E;. Avec un choix de fonctions
polynomiales continues et dérivables, les champs Up ainsi construits sont
continus et suffisamment réguliers. Ainsi, en plus des conditions de conformité
du maillage, ces champs pourront étre considérés comme cinématiquement
admissibles (Frey et Jirousek, 1998).

Pour améliorer la convergence, une autre méthode consiste en l'enrichissement
de I'interpolation et ce, sans changer le maillage. Cet enrichissement pourra étre
obtenu en augmentant le degré des fonctions polynomiales dans chaque élément.
Ceci est connu sous le nom de convergence —p.

On peut également utiliser les deux techniques précédentes —h et —p
simultanément. C’est la convergence h-p. Elle consiste a améliorer le maillage et
a enrichir I'interpolation simultanément.

C. Vers un controle et une automatisation des calculs

D’autres techniques ont significativement facilité la mise en ceuvre de la
méthode. Essentiellement, il s’agit de :

e L’écriture des termes a intégrer sous forme élémentaire ;
e L’utilisation d’éléments dits de référence et d’éléments isoparamétriques ;
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e Une procédure de transformation entre éléments réels et éléments de
référence ;

e Des techniques d'intégration numériques sur I'élément de référence ;

e Des méthodes de prise en compte de conditions aux limites ;

e Des techniques d’assemblages de matrices élémentaires et de résolution du
systeme d’équations ;

e Des techniques de génération de maillages ;

e Des techniques d’estimation a posteriori d’erreurs globales et locales ;

e Kt enfin des techniques d’adaptation du maillage en fonction d’'une carte
des contributions a 'erreur.

Toutes ces procédures doivent permettre 'automatisation des calculs éléments
finis, et un meilleur controle de 'erreur de discrétisation.

2.3 Les défauts de la solution éléments finis
2.3.1 Le cas général

En dépit de tous les développements qu’'a connus la M E F a travers toutes les
techniques citées précédemment, le probléeme de la discontinuité du champ de
contraintes demeure posé. En effet, on constate, en comparant le probléeme de
référence (2.1) a (2.3) avec le probléme approché (2.11), que la solution approchée
(U,,0,)du probléme discrétisé vérifie, comme la solution exacte (U,,c,) du
probleme continu les liaisons cinématiques et la relation de comportement. Par
contre, le champ de contrainte approchég,, calculé élément par élément au
moyen de la loi de comportement, n'est pas statiquement admissible. On en
déduit que l'approximation par la méthode des éléments finis porte sur les
équations d'équilibre.

Plus précisément, les trois types de défauts d'équilibre de la contrainte approchée
O, sont :

e La non vérification des équations d'équilibre locales :

dive, + f, #0 dans Q (2.13)

e Le non-respect des conditions limites en effort : la contrainte normale
n'équilibre pas les charges données :

o,n=k, sur g (2.14)

e La non continuité de la contrainte normale a l'interface entre deux
éléments :
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o,Ng +o,Ng, #0 sur I g (2.15)

Ces défauts précédents sont dus au fait que la formulation énergétique du
probleme ait été établie en déplacements. Elle a été effectuée sur la base de
champs de déplacements cinématiquement admissibles CA. Cette méthode est
donc précise pour trouver les champs de déplacements Up mais moins précise
pour trouver les champs de contraintes o;,.

Pour parer a cet inconvénient, une formulation énergétique du probleme peut
étre établie cette fois c1 en contraintes. Elle est basée sur des champs de
contraintes statiquement admissibles (SA). La résolution repose sur le principe
de la minimisation de I’énergie potentielle complémentaire et les fonctions de
base choisies doivent étre statiquement admissibles. Cette méthode est précise en
contraintes mais de moindre qualité en déplacements. Toutefois, sa mise en
ceuvre est difficile a réaliser, notamment dans les cas bidimensionnels et
tridimensionnels. C’est pour cette raison qu’elle est tres rarement utilisée par les
codes de calcul éléments finis.

Pour la suite de notre travail, nous nous limiterons uniquement aux éléments
formulés en déplacements. Ce choix est motivé par le fait que ces éléments sont
moins difficiles a utiliser dans le cadre d’'un probléme de contact. D’autre part, ce
sont les éléments plus utilisés par les codes de calcul, les industries, les bureaux
d’études etc.

2.3.2 Le cas du probléme de contact

Pour le cas du probleme de contact, signalons également certains défauts de cette
solution approchée. En effet, lorsqu’on utilise des éléments d’ordre supérieur (non
linéaires), la vérification des conditions de contact aux nceuds n’entraine pas
forcément la vérification de ces conditions en tout point de la zone de contact (Figure
2.2). Il est a remarquer que ce probléme ne se pose pas pour des éléments finis
linéaires.

pénétration

O N O

Figure 2.2 : Cas de non vérification de la condition de non pénétration (ou de contact)
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Un autre défaut est constaté lorsque la condition de contact utilisée, porte sur le
signe des multiplicateurs de Lagrange qui représentent la contrainte normale sur
la zone de contact. En effet, considérons, a titre d’exemple, des éléments de type
cube a 20 nceuds (Figure2.3). A une répartition uniforme des pressions
correspondent des forces généralisées (ou nodales) dont le signe varie entre les
différents nceuds. Par conséquent, les solutions obtenues par ces méthodes
peuvent étre aberrantes. Pour remédier a ce type de défauts, il est préconisé
d’utiliser des méthodes basées sur des conditions portant sur les signes des
déplacements relatifs ou sur le signe des forces nodales.

VAR A S——

Wﬁﬁfw{—»;f{

Figure 2.3 : Probleme des forces généralisées sur les éléments cubiques a 20 noeuds
2.4 Résolution du probléme de contact par éléments finis
2.4.1 Les relations discrétes du contact

En vue de leur discrétisation, les relations de contact peuvent étre écrites de deux
manieres différentes. La premiere sous forme nodale ou les conditions de contact
sont portées par des inconnues nodales au niveau des noeuds. La seconde sous
forme élémentaire, ou les conditions de contact sont écrites au niveau des
éléments.

A. Les relations de types nodales

Pour ce type de relations, les conditions de contact sont portées par des inconnues
nodales. En effet, lorsque les maillages des deux corps sont compatibles sur I,
(Figure2.4), les conditions de non pénétration sont des relations simples entre les
degrés de liberté des noeuds en vis-a-vis. Par contre, lorsque les maillages en
présence sont incompatibles (Figure 2.5), les relations entre les degrés de liberté
deviennent beaucoup moins simples a écrire.
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Par exemple, dans le cas de la (figure 2.6), on peut imposer la condition de non
pénétration en moyenne sous la forme :

(UC—%(UA+UB)j.nZO (2.16)

Figure 2.4 : Maillages compatibles sur l'interface

Figure 2.5 : Maillages incompatibles sur I'interface

n

A

Figure 2.6 : Exemple de situation incompatible

Notons qu’il existe une autre méthode pour exprimer (ou bien pour imposer) la
condition de non pénétration et ce, de maniere plus globale sur la zone de contact.
En effet, une relation entre les composantes normales des déplacements des
nceuds des maillages en contact, est introduite en calculant l'intégrale de la
fonction définie par le produit de la matrice des fonctions de base définies sur ce
maillage, par le vecteur portant les composantes normales du champ de
déplacements.

Pour vérifier cette condition de non pénétration, cette intégrale doit rester en
chaque noeud du maillage de contact, positive ou nulle (Coorevits et coll, 1999).
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B. Les relations de types élémentaires

Dans ce cas, les relations de contact (1.11) a (1.14) ou bien (1.29) a (1.34) dans le
cas avec frottement, sont portées par des éléments dits de contact et qui doivent
avoir une loi de comportement. Cette derniére peut étre soit sous forme d'une loi
de frottement (loi de Coulomb par exemple), soit sous forme de raideurs normales
et tangentielles, utilisées par la méthode de la pénalisation. La définition de ce
type d’éléments rejoint en quelque sorte la notion d’interface I'c introduite par
Ladeveze (1996) (cf paragraphe 1.5 du chapitre I) munie de sa propre loi
constitutive. Ils sont donc d’épaisseur nulle et disposés entre les maillages de
deux solides en contact.

Par ailleurs, du point de vue géométrique, ces éléments peuvent étre soit de type
ponctuel (élément de contact « noeud a noeud »), soit de type linéique (élément de
contact « nceud segment »), ou de type surfacique (élément de contact « noeud
facette »). Tous ces éléments spécifiques de contact ont été développés dans la
littérature (Chamoret 2002).

En général, I'élément de contact « nceud a noeud » est utilisé pour résoudre le
probléeme de contact entre deux corps déformables lorsqu’ils subissent de petits
déplacements relatifs. En effet, pour un probleme ou les glissements attendus
sont petits, un maillage compatible des deux corps suffit. Ce maillage met alors
en vis a vis les nceuds des deux surfaces (Figure 2.7). Par contre, pour les grands
glissements, ceux ci nécessitent l'utilisation des éléments de contact « nceud
segment » pour les problemes bidimensionnels, et des éléments de contact
« noeud-facette » pour les cas tridimensionnels. L’élément « nceud-facette » est
constitué d’'un nceud esclave et de nceuds maitres caractérisant la facette de
contact (Figure 2.8). Parmi les travaux ol ont été utilisés ces types d’éléments, on
peut citer Chamoret (2002) ainsi que Laursen (2002).

Figure 2.7 : Elément nceud a nceud Figure 2.8 1'.-E1é‘me1'_1ﬂt~ﬁéeud-facette
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2.4.2 Formulation discréete du probléme de contact

Dans ce paragraphe, nous allons écrire la forme discrete du probleme continu
établi au paragraphe 1.5 du chapitre précédent. Apres discrétisation, le théoreme
de I’énergie potentielle devient :

Soit Hla forme discréte du convexe U,g défini dans 'expression (1.32) et
tel que :

H={la] teisque [C][a]-[p]>[0]} (2.17)

La solution Up est telle que Un< H et minimise 1’énergie potentielle

E,(U,) = [l [K]lal- o] [F] 219

parmi tout les vecteurs [g] vH .

Ici, [K] est la matrice de rigidité globale des deux solides en contact (Q! U Q2) du
probléme et [F] le vecteur des forces généralisées appliqué sur les deux solides

Q1 U Q2).

La matrice [C] assure la restriction a la zone de contact I'c. Le vecteur des jeux
éventuels [B] représente la construction des écarts en déplacement normaux. La
solution discrétisée [q] est alors la solution du systéme linéaire :

[K][q]:[F] sous la condition [C][q]—[ﬂ]Z[O] (2.19)

Il s’agit donc de résoudre un probleme discret de minimisation sous contraintes
d’'inégalité.

2.4.3 Les méthodes de résolution

Pour la résolution du probléme défini dans I'expression (2.19), il existe un grand nombre
de méthodes. Les plus connues sont :

e la méthode du point fixe (ou bien méthode des statuts)

e les méthodes de projection

e la méthode de la pénalisation

e la méthode des multiplicateurs de Lagrange

e les méthodes mixtes, tels que le Lagrangien augmenté ou le Lagrangien
perturbé etc...
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2.4.3.1 La méthode de la pénalisation

Dans cette approche, on minimise la quantité :

£, (@)+ 5 [clal- [T [c]fal- (6] (2.20)

Ainsi, nous remarquons en (2.20) que plus le paramétre scalaire g est élevé (tend
vers I'infini par exemple), plus la condition & imposer [C][q]=[8] est assurée.

Cette approche est simple car elle ne consiste qu’a 'ajout de termes élevés dans le
systéme linéaire :

* (@ 2IClla)- (oI [C]ia)- (51 -0 @21

oq,
Ce qui donne :
[K]+ olcT [clfial=[F 1+ olcT (5] (2.22)

L’inconvénient majeur de cette méthode est le choix du parametre de
pénalisation g. D'un point de vue mathématique, et d’aprés I'expression (2.20), le
coefficient g doit tendre vers I'infini pour obtenir 'approximation la plus juste.
Par contre, d'un point de vue numérique, un parametre de pénalisation trop
important conduit a de sérieux problemes de convergence. En effet, des
problemes numériques de conditionnement de la matrice du systeme linéaire
apparaissent. D’autre part, un parametre de pénalisation trop faible conduit a
des pénétrations inacceptables d’'un point de vue physique. Donc la précision de
la solution du probléme se trouve fortement affectée. Ainsi, avec cette méthode,
les conditions de contact de type Signorini ne sont pas satisfaites car la
pénétration d'un corps dans un autre est possible.

Par ailleurs, cette méthode possede certains avantages :

e une facilité de mise en ceuvre: En effet, elle ne nécessite pas de
modification de la structure du code de calcul élément fini ;

e ne nécessite pas l'introduction de variables supplémentaire dans le
probleme.

e Sadapte parfaitement aux schémas de résolution explicites (dans le cas
d’une résolution temporelle par exemple).
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2.4.3.2 La méthode des multiplicateurs de Lagrange

L’avantage de cette méthode permet déviter les problemes liés au choix
arbitraire des coefficients de pénalisation. Elle consiste a chercher les
extremums de :

E,(a)+[2]" [[C][a]- [B]] (2.23)

Avec [1 ]T le vecteur ligne des multiplicateurs de Lagrange associés a chaque
neeud en contact. Ces extremums correspondent a :

2 (€,(a)+ [T [C)a]-[])=0

oq;
= [K]a]-[F]+[2][c]=0 (2.24)
2 (&,(0)+ T [C]lal- [p])=0

= [C][a]-[B]=0 (2.25)

L’avantage principal de cette approche réside dans le fait que les conditions a
imposer [C][q]=[B] sont parfaitement vérifiées. En effet, on voit bien dans le

systeme précédent que la condition sur les inconnues est imposée strictement.

Le systeme linéaire a résoudre devient alors :

[K] [cT |[a] _[IF]
= (2.26)
] [0 JLlA] L]
On peut montrer que les A; sont les actions dans les liaisons servant a imposer les
conditions sur les inconnues. Autrement dit, dans le cas du probléeme de contact,
les Ai sont les densités de réaction de contact associées aux nceuds 1. La résolution

consiste donc a remplacer ces multiplicateurs par des densités de réactions de
contact :

R =1 (2.27)

D’autre part, la vérification des conditions de contact portent sur les signes de ces
multiplicateurs Ai.

Par ailleurs, I'inconvénient principal de cette méthode est di au fait que des
inconnues supplémentaires soient introduites dans le probléme (multiplicateurs
de Lagrange en plus des déplacements nodaux). L’autre inconvénient est que des
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zéros peuvent apparaitre sur la diagonale de la matrice de rigidité globale,
rendant impossible la résolution par certaines méthodes (Cholesky par exemple).

Par ailleurs, dans le cas dune résolution temporelle dun mouvement par
exemple, i1l est impossible d’utiliser, dans le cadre de cette méthode, un schéma
explicite et de pouvoir ainsi découpler les équations. Ce qui n’est pas le cas de la
méthode de la pénalisation. En effet, la méthode des multiplicateurs de Lagrange
nécessite une résolution implicite du systéeme d’équations. Néanmoins, aux vues
des avantages qu’elle présente par rapport a la méthode de la pénalisation,
Zhong et Nilson (1994 b) ont cherché a la modifier pour l'utiliser dans une
analyse explicite.

2.4.3.3 Les méthodes mixtes

Afin d’obtenir une efficacité et une précision optimales, des méthodes dites
mixtes ont été mises au point. Elles ont pour objectif de combiner les avantages
des deux méthodes précédentes (pénalisation et multiplicateurs de Lagrange).
Parmi ces méthodes, les plus connues sont : la méthode du Lagrangien perturbé
et la méthode du Lagrangien augmenté.

A. La méthode du Lagrangien perturbé

Cette méthode a été mise au point pour le probleme de contact par Simo et coll
(1985). La fonctionnelle de 1'énergie totale utilisant les multiplicateurs de
Lagrange est régularisée ou bien perturbée par un terme quadratique de la
maniere suivante :

E,(q)+ [T [[c][q]—[ﬁ]]—gw [2] (2.29)

g étant toujours un parametre de pénalisation choisi arbitrairement mais qui
génére cette fois ci, une base de multiplicateurs [A]. Toutefois, on voit bien que
lorsque g tend vers l'infini, la solution obtenue sera identique a celle de la
méthode des multiplicateurs de Lagrange.

Par minimisation de cette fonctionnelle, on obtient :

5 . 1,17
a(Ep(qi)+[ﬂ~] [[C][Q]—[ﬁ]]—a[/l] [’1]]:0 (2.29)

= [K]a]-[F]+[2]'[c]=0
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2 {eva) LT Il - 26T ) o

= [ellal-[pl-; [11-0 xS

La résolution de (2.30) et la substitution de [A ] dans (2.29) nous raméne a la
méthode de la pénalisation. L’avantage est que tous les termes diagonaux de la
matrice de rigidité sont non nuls. L'inconvénient est que l'on retombe sur le
méme probléme qui est le choix du coefficient de pénalisation g.

B. Les méthodes du Lagrangien augmenté

Ces méthodes de Lagrangien augmenté (Simo et Laursen, 1992), (Paczelt et T.
Szabo, 1995) utilisent la méme fonctionnelle de I'énergie que celle utilisée dans la
méthode des multiplicateurs de Lagrange et y ajoutent un terme de pénalisation
qui n’est pas forcément infini pour assurer la vérification des conditions de
contact. La méthode de la pénalisation est donc utilisée mais I'objectif est de
générer une base de multiplicateurs de Lagrange. La fonctionnelle de ’énergie
totale augmentée, est comme suit :

E,(a )+ (2T [c]fal - [81+ 2 el [T [c]lal - (8] (231)

Par minimisation, on obtient le systeme suivant :
[K]a]-[F ]+ [a]'[c]+ olc]'[c]al-glc] [8]=0 (232)

[C]la]-[8]=0 (2.33)

Par itérations successives, les valeurs des multiplicateurs de Lagrange ainsi que
la solution en déplacement sont obtenues.

Le premier avantage de cette approche réside dans le fait que de tous petits
parametres de pénalisation peuvent étre utilisés et ce, sans affecter la précision.
D’autre part, la taille du probleme n’est pas augmentée. Ainsi, la solution exacte
du probleme est déterminée. Le second avantage réside dans le fait qu’'avec cette
méthode, les termes diagonaux de la matrice de rigidité globale sont non nuls.
Les risques de mauvais conditionnement de la matrice de rigidité sont donc
moins élevés. Toutefois, le nombre d’itérations nécessaires pour trouver cette
solution, est fortement augmenté. Ce qui semble étre un inconvénient.
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2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons passé en revue, tous les aspects liés a la résolution
du probléeme de contact par éléments finis, ainsi que les principales techniques
utilisées. Nous avions vu quhormis, la méthode du Lagrangien augmenté, les
autres méthodes présentaient des difficultés plus ou moins grandes lors de la
résolution. Toutefois, la méthode des multiplicateurs de Lagrange présente
essentiellement des inconvénients en termes d’inconnues supplémentaires. La
précision de la solution n’est généralement pas affectée. De plus, contrairement a
la méthode du Lagrangien augmenté, son implantation dans un code de calcul est
relativement moins difficile. Ce qui explique sa large utilisation dans les milieux
industriels.
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Chapitre 03

Estimation et contréle d’erreurs pour
les problemes de contact

3.1 Introduction

Par rapport a la solution exacte, il existe essentiellement dans la solution
éléments finis trois catégories de sources d’erreur :

e les erreurs de type numérique dues a larrondi, aux intégrations
numériques, etc.

e les erreurs dues aux hypotheéses du modele mathématique adoptées lors de
la formulation d’'un probleme. les erreurs dues a la discrétisation qu’on
peut diviser essentiellement en deux catégories :

- les erreurs dues a la discrétisation géométrique (exemple : maillage
grossier, raffiné, etc),

- les erreurs dues a la discrétisation fonctionnelle et qui proviennent du
remplacement d'un champ exact par un champ discrétisé (par exemple, les
cas des champs de déplacement ou de contraintes).

Dans le cas d'un probleme de contact, on peut également estimer les erreurs de
discrétisation du contact. En effet, en plus des erreurs de discrétisation
précédentes (géométriques et fonctionnelles), on peut estimer lerreur de
discrétisation des conditions ou bien des relations constitutives du contact.
Comme on I'a vu dans le chapitre 01, i1l s’agit en I'occurrence de la discrétisation
de la condition de non pénétration, de la condition de signe portée sur la densité
de réaction normale, de la condition de complémentarité, ainsi que la condition
portant sur la loi de frottement adoptée.
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Pour la suite de ce chapitre; nous nous intéresserons d’abord aux erreurs de
discrétisations de maniére générale (dues aux discrétisations géométriques et
fonctionnelles), et puis aux erreurs inhérentes aux problémes de contact.

3.2 Estimation des erreurs de discrétisation
3.2.1 Sur l'estimation d'erreur a priori et a posteriori
Sous certaines hypotheéses de régularité, l'estimation derreur a priori de

lapproximation par éléments finis, s’écrit comme suit :

3C >0 tel que: [U, —U,[<Ch® (3.1)

|| est une norme sur les champs de déplacement, h la borne supérieure des

tailles des éléments wutilisés et g un réel positif dépendant du degré
d'interpolation des éléments et de la régularité de la solution exacte.

Le second membre de l'inéquation (3.1) ne faisant pas intervenir la solution
approchée, il est donc connu avant tout calcul éléments finis. C’est donc une
estimation a priori de 'approximation.

Cette estimation est surtout de nature qualitative. En effet, elle caractérise la
(Uh'Gh) (U@UGex)

lorsque le maillage est raffiné, c'est-a-dire quand la taille h des éléments tend

convergence de la solution approchée vers la solution exacte

vers 0. Pour sa part, la vitesse de convergence est précisée par 'exposant q.

Par ailleurs, la constante C étant généralement impossible a évaluer, 'inéquation
(3.1) ne donne aucune information quantitative sur l'ordre de grandeur de
l'erreur de discrétisation. Nous pouvons donc affirmer que I'estimation a priori
est uniquement d’ordre qualitative et non quantitative. En effet, si on divise la
taille des éléments par deux, l'erreur est, en principe, divisée par 2% mais la
valeur exacte de l'erreur demeure inconnue.

Pour pouvoir quantifier I'erreur de discrétisation, on doit effectuer une estimation
a posteriori. C’est a dire que l'erreur est cette fois calculée a partir des résultats
d'un calcul éléments finis. Lors des trente derniéres années, de nombreux
travaux ont été effectués sur les estimations d'erreurs a posteriori. Et des outils
permettant réellement de quantifier la qualité des modélisations éléments finis
ont été développés. Parmi ces travaux, on peut distinguer essentiellement, et par
ordre chronologique :
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e la démarche, basée sur les travaux de Ladevéze, (1975), qui a utilisé la
notion d'erreur en relation de comportement et des techniques associées de
construction de champs admaissibles,

e la démarche, basée sur les travaux de Babuska et Rheinboldt (1978) qui
ont utilisé la notion de résidu mesurant la non vérification des équations
d'équilibre,

e la démarche de Zienkiewicz et Zhu (1987) qui ont utilisé 'écart en énergie
entre la contrainte éléments Finis et une contrainte obtenue par lissage.

3.2.2 Quelques définitions

Soient les couples (U,,0,) et (U, 0,) respectivement la solution exacte du

probleme ; et la solution approchée obtenue apres un calcul par éléments finis.

On définit 'erreur ponctuelle du champ des déplacements par la différence entre
le champ des déplacements exact et le champ des déplacements éléments finis

(eh)u =U, -V, (32)

On définit 'erreur ponctuelle du champ des contraintes par la différence entre le
champ des contraintes exactes et le champ des contraintes éléments finis :

(€,), =0u —0, (34)

La solution exacte n’étant en général pas connue, il faut donc calculer une
estimation de l'erreur sur la solution éléments finis. L’erreur estimée au niveau
global étant notée ¢, nous pouvons donc I’écrire comme suit:

e=(&,)q (3.5)

Pour sa part, 'erreur estimée au niveau local ou élémentaire est notée g ; nous
pouvons donc I'écrire comme suit:

£, =(€ ) (3.6)

Au niveau global, 'erreur relative exprimée en norme énergétique, est définie de
la maniére suivante :

_ e,
U

n (3.7)
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Cette grandeur ne pouvant pas étre calculée, elle est remplacée par 'expression

sulvante:
=t
Ju e &9
Et au niveau local, on peut écrire :
o=
" 19

Par ailleurs, quand la solution exacte est disponible, il existe deux indices qui
permettent de mesurer la qualité de l'estimation de lerreur. Le premier est
I'indice d’effectivité (ou d’efficacité) qui peut étre mesuré :

e soit au niveau de I'élément par I'indice d’effectivité élémentaire :

0= 17 (3.11)

e soit au niveau global par I'indice d’effectivité globale :

g__& (3.12)
lenllq

Le second est I'indice d’'uniformité :

N %
SD= {ﬁ;(ee—é)z} (3.13)

Ou 0 est la moyenne arithmétique des 0,.

Un estimateur est considéré comme fiable si. 0.8 <6 < 1.2 et SD < 0.2 (Zhong ,
1991).

3.2.3 Estimateur fondé sur la notion d’erreurs en relation de comportement

La notion d’erreur en relation de comportement repose sur la classification des
équations en liaisons cinématiques, équations d’équilibre et relations de
comportement. Cet estimateur mesure 1’écart entre la relation de comportement
vérifiée par la solution élément finis et la relation de comportement du matériau
en partant de I'hypotheése que, de toutes les équations du probleme, celle-ci est
«la moins fiable». La difficulté apparait dans la construction dun couple
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déplacements contraintes admissibles. Ce concept derreur en relation de
comportement introduit par Ladevéze (1975) est donc basé sur le principe de la
dualité. En effet, cette méthode consiste d’abord a construire un champ de

déplacements U cinématiquement admissibles (C A) et ensuite, un champ de
contraintes & statiquement admissibles (S A). A partir de ces 2 champs, on
définit I'erreur en relation de comportement.

Principe

Soit un couple U,0) de champs de déplacement U cinématiquement admissible
et de contrainte & statiquement admissible. Ce couple (U,0) est supposé connu.

Ce couple (U.0) est 1a solution exacte du probleme mécanique si et seulement si il
vérifie la relation de comportement :

6=Ke(U) (3.14)

Si (L],é') ne vérifie pas 'équation (3.14), il constituera une solution approchée du

probleme.

Dans ce cas, la quantité € =0 —KS(U), sera non nulle. Cette quantité est

appelée erreur en relation de comportement. Elle permet de mesurer la qualité de
la solution éléments finis.

Comme nous l'avions vu dans le chapitre précédent, apres un calcul par éléments

Us.on) n'est, en général, pas admissible. En

U,

est cinématiquement admissible ; par contre, le champ de contraintes g, calculé

finis, la solution approchée obtenue

effet, pour les éléments formulés en déplacement, le champ de déplacement

via la relation de comportement, n'est pas statiquement admissible.

Pour pouvoir calculer la quantité (6— Ke(U )), il faut donc construire le couple
admissible (L],é') a partir de la solution (U,,0;) et des données du probléme. Une

fois construit, ce couple de champs admissibles (U,o), est alors considérée comme

étant la solution approchée du probleme.

L'erreur en relation de comportement est mesurée par la norme en énergie sur la
structure considérée Q. On définit l'erreur absolue globale par :

e=|6- Kg(LJ)Lﬂ avec: o, = [[QTr(oK‘lo)olg]2 (3.15)
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A partir de cette erreur absolue, on associe une erreur relative globale sur toute
la structure -

- |6-Ke0)]
|6+ KeW)]_

(3.16)

De méme, on peut définir la contribution a cette erreur d'une partie E de la
structure. En pratique, on considere comme partie E de , un élément E du
maillage utilisé. La contribution locale a cette erreur de chaque élément E de est
définie par:

|6-KeU)

|& N KS(O )":Q avec :I."G,E = UETF(O K™ o)dE] (3.17)

Si la structure est 'union d'un ensemble d'éléments FE, on en déduit la relation
entre l'erreur globale et les contributions locales :

"= & (3.18)
E

L'erreur globale € permet d'évaluer la qualité globale de la solution approchée
(U,,0,) et de mesurer l'erreur globale de discrétisation. Les contributions a

l'erreur globales. permettent d'évaluer les erreurs locales de discrétisation.

Dans le cadre de la méthode des éléments finis en déplacement, on choisit
généralement :

U=, (3.19)

Pour appliquer cette méthode, la difficulté est de construire un champ s qui
vérifie rigoureusement les équations d'équilibre. De telles techniques ont été
développées par plusieurs auteurs depuis plusieurs années. On peut citer les
travaux de Ladevéze et coll (1986), Pelle et Rougeot (1989), Gastine et coll (1992),
etc. La procédure est généralement divisée en deux phases. La premiere phase
consiste a construire des efforts aux frontieres de chaque élément. Puis en
seconde phase, on construit un champ de contraintes élémentaires en équilibre. I1
s’agit donc de constructions locales. La méthode dépend donc du type d’élément a
équilibrer et de la situation du noeud dans le maillage (frontiére, zone de contact,
intérieur, etc...).
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Par ailleurs, en utilisant le théoréme de Prager-Synge (1947), on montre que
l'erreur en relation de comportement majore (ou bien surestime) toujours les
erreurs en solution

Jex [HiKe(W ~U ), <e (320

U étant la solution exacte.

Ce résultat est important car il garantit a l'utilisateur de ne jamais sous-estimer
lerreur obtenue. La mesure d'erreur en relation de comportement est donc
conservative et l'indice d'effectivité est toujours supérieur ou égal a 1.

3.2.4 Estimateur basé sur les défauts d’équilibre de la solution

Nous avions vu dans le chapitre précédent que les erreurs de la solution éléments
finis d'un modeéle cinématiquement admissible, se traduisent essentiellement par
lapparition de résidus dans les équations d’équilibre, et par la présence de
discontinuités du champ de contraintes le long des interfaces séparant les
éléments.

La non vérification des équations d'équilibre locales est représentée par le résidu
r,, défini par:
r,=divo, + f, dans 1'élément E (3.21)

La non continuité de la contrainte normale a l'interface entre deux éléments et la
non vérification des conditions d'équilibre sur la partie 0,{2 de la frontiére /2, ou

les efforts F; sont appliqués, sont mesurées par le résidu t,, défini par :

t,= 0, N — R sur chaque face de JE (I" 2 942) (3.22)

Si la face I' d'un élément E n'appartient pas a la frontiére 00, et si E désigne
I'élément adjacent a E suivant la face ,on a :

F=-o,n (3.23)
et sila face I' appartient a ,{2, on a :
FE = Fd (324)

Ces défauts d’équilibre sont des indicateurs d’erreur, mais ne constituent pas
directement une mesure de l'erreur. L’estimation de l'erreur consiste a trouver
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des relations approximatives entre la norme énergétique de l'erreur et ces
défauts d’équilibre.
En effet, le calcul de l'erreur €, =U —U, | telle que e soit nulle sur 4,Q, se fait par

la résolution du probléme suivant :
(VU" tel que U =0 sur 6,2

(3.25)
UﬂTr[e(eh)Kg(U*)]d.Q = ZjErdU*dE—ZL t U dr

ou les données en effort sont les résidus d'équilibre I, €t t,

définis pour tout élément E de la discrétisation et qui vérifient le systeme
suivant :

(oliv[Kg(eh)]Hh =0 dans E
{Ke(e)ne +Ke(e)ne =—t, sur I' < JE (I' z 5,02) (3.26)
[Kg(eh)nE =-t sur I'cJE No,N

Si on choisit U" =€, dans (3.25), on obtient :

IehIE,Q = ZE:_[Erheth_Zr:L t,€,dI" (3.27)

Cette équation (3.27) montre clairement que l'erreur de discrétisation dépend
directement du niveau des résidus des équations d'équilibre. Autrement dit, que
la qualité d’'un calcul élément finis est liée au niveau de ces résidus. Elle exprime
donc d’avantage les défauts de la solution approchée, et qui ont été énoncés au
paragraphe I1.3 du chapitre précédent.

En partant de cette idée et en résolvant de fagon plus ou moins approchée le
systéme (3.25), plusieurs types d'estimateurs d'erreur ont été construits.

Les estimateurs proposés par Babuska et Rheinboldt (1978) pour le cas
unidimensionnel; et ensuite Kelly et coll (1983) pour le cas bidimensionnel, sont
de la forme suivante :

e, = Cl_([RT RdQ+C, IjJTJou (3.29)

C1 et C2 sont des constantes dépendant de la taille des éléments et de leur degré
d’interpolation. Q est le volume de la structure et I 'ensemble des interfaces
entre éléments.
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Il est a signaler que cet estimateur d’erreur est calculé explicitement a partir de
la solution éléments finis. Il est donc connu sous le nom d’estimateur explicite.
Toutefois, cet estimateur explicite présente un inconvénient majeur. Il réside
dans le choix des constantes C; et C2 qui sont en général inconnues. En effet,
leurs valeurs sont dictées par des criteres de sécurité. Ce qui conduit a un
estimateur particulierement pessimiste.

3.2.5 Estimateur basé sur le lissage du champ de contraintes
A. La version ZZ!

En général, le degré polynomial des éléments peut étre insuffisant pour
représenter correctement la solution exacte qui peut étre soit de degré plus élevé,
soit une fonction non polynomiale. D’autre part, les contraintes sont discontinues
de part et d’autre des interfaces entre éléments. Toutes ces raisons ont pour
conséquence que la solution éléments finis soit généralement moins lisse que la
solution exacte.

A partir de cette observation, et en adoptant 1'hypothése que le champ lissé o,
peut étre considéré comme une bonne approximation de la contrainte exacte o,

Zienkiewicz et Zhu (1987) ont eu I'idée de construire un estimateur d’erreur basé
sur le lissage des champs de contraintes. Le principe de cet estimateur consiste a
construire, a partir de la solution éléments finis, un champ de contraintes lissé de
degré supérieur afin de mieux approcher la solution exacte. Pour sa mise au
point, ils ont on utilisé la propriété de super convergence du champ de
contraintes. En effet, Hinton et Campbell (1974) ont constaté que la solution
éléments finis oscillait autour de la solution exacte et qu’en certains points
appelés points de super convergence les deux solutions coincidaient.

L'erreur en énergie pouvant étre écrite sous la forme suivante :

el = [ Trlz(e)Ke(g,)]d0

(3.29)
= [ Trl(0e—0,)K (04 —0},)]dQ
L'indicateur global est obtenu en remplacant o, par &, :
02 = IQTr[(Eh ~0,)K(G, —0,)]dQ (3.30)

Les indicateurs locaux pour les éléments E de Q2 sont définis par :
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0 ZJ.ETI‘[(&'h -0,)K7(6, -0, )]dE (3.31)

ou &, est le champ de contraintes lissé.

La difficulté de cette technique est de construire un champ &, donnant un
indicateur fiable. Le champ lissé &, est obtenu en minimisant au sens des

moindres carrés la distance entre le champ continu &,et le champ éléments finis

o, .Par exemple, &, peut étre défini par :

Sh=NG, (3.32)

ou N représente la matrice des fonctions de base utilisées dans l'analyse éléments

finis et G,, des valeurs nodales qui sont déterminées par la minimisation de :

% [ Gr-onTKA(Gn-or)dQ (3.33)

Donc &, est obtenu en résolvant le systéme obtenu a partir de la condition

sulvante :

[N(6,-0,)dQ=0 (3.34)

Donc

j N"NGndQ= j NT GhdQ (3.35)
Q Q

Ce qui donne un systéme linéaire :

Mz, |=b (3.36)
avec : M=[N'NdQ e  b=| N"ondQ. (3.37)

La matrice M est une sous matrice de la matrice des masses correspondant a une
composante du champ des déplacements. Cette matrice est symétrique et définie
positive et ne doit étre évaluée qu'une seule fois, car elle est indépendante du
champ des contraintes.

On obtient ainsi l'indicateur ZZ! proposé par Zienkiewicz et Zhu (1987). Le
systéme global, (3.36) est a résoudre sur chacune des composantes du tenseur des
contraintes. Toutefois, cette méthode est colteuse car, pour un probleme 3-D
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(tenseur de contraintes & 6 composantes) on doit résoudre 6 systémes du méme
ordre de grandeur que le systeme éléments finis.

Pour pallier a cet inconvénient, d’autres méthodes locales (qualifiées soit de
nodales soit d’élémentaires), consistent a utiliser des procédés de lissage
conduisant a des calculs plus locaux. A ce titre, nous pouvons citer les travaux de
Ainsworth et coll. (1989), Zienkiewicz et Zhu (1991), Beckers et Zhong (1991),
Strouboulis & Haque (1992 a, b). Toutefois Strouboulis et Haque (1992a) et
Dufeu (1997), ont montré que ces méthodes locales (élémentaires et nodales) ne
sont fiables que pour des éléments de degré 1.

B. La version ZZ72

L’'une des techniques locales les plus connues est la version ZZ2 proposée par
Zienkiewicz et Zhu (1992 a, b). Cette technique est également connue sous le
nom de méthode de recouvrement ou en anglais sous le nom de: «the Super
convergence Patch Recovry » (S.P.R).

Le champ lissé &, est évalué a partir de domaines (généralement appelés “patch”)

comportant plusieurs éléments finis et se superposant. Ces domaines peuvent
étre définis a partir de la notion de distance ou de la connectivité des éléments.
En utilisant la notion de « superconvergence » des points d’intégrations, cette
méthode consiste a construire sur un patch d’éléments S; autour d'un nceud

(figure 16), une approximation du type :

Gh =Pa (3.39)

ou P contient les termes polynomiaux appropriés et a< les coefficients inconnus

des monomes correspondants. Par exemple, pour les triangles a 3 noeuds, on a :

P=[1,x,y] et agz[al,az,as] (3.39)

La détermination des coefficients du polynéme a; se fait en minimisant la

fonctionnelle :

F(a)zle‘,(ch(x Yi)—Cn(%, Y, ))Z{Nl:(csh(xi Y)-PO% ¥ )aef (3.40)

ou N est le nombre total de points d’'intégrations des éléments du patch et (%,Y;)

leurs coordonnées ; soit la condition suivante :
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iPT(x YOP(X ¥ )ac iPT(xi Y )on04, %) (341)

Ce qui donne un systéme linéaire :

Aac=b (3.42)

avee:  ASYPTXYIPGLY) e =D PTGV )orx.y) (349

La matrice A peut étre tres mal conditionnée voire impossible a inverser. Une
normalisation des coordonnées sur chaque patch est alors utilisée [Zienkiewicz et
coll., 1993].

Fal A
M Fa
A ®
Ty ) A i
Fal A
. * ), - a
Ty M A Faiy
N iy Fa)
A At
iy
TRI1& Ty A

TRI3

A points d intégration
@ nends de calenl de la contrainte lissée
(@ Sommet mteme du patch

Figure 3.1 : Patchs d’éléments et positions des points et nceuds

La version ZZ? présente, dans le cas de mélange d’éléments, un probléeme de
validité de ag si l'espace est trop riche, et en contre partie, une perte de super
convergence s'il ne I'est pas (Desroches, 1994). De plus, son extension au cas 3D
semble délicate.

Cette méthode a ensuite été améliorée par dautres auteurs (Wiberg et
Abdulwahab, 1993), (Boroomand et Zienkiewicz, 1997) ainsi que (Zienkiewicz et
coll. 1998). Ces auteurs ont enrichi le champ lissé & en introduisant des
conditions supplémentaires sur I'’équilibre interne et sur les tractions imposées
sur la surface du modéle (Dufeu 1997) et (Beckers et Dufeu 1998).
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3.3 Estimation d’erreur pour le probléme de contact

Dans le cadre des problemes de contact unilatéral, il semble que peu de travaux
alent été réalisés sur les estimations d'erreur a posteriori. On peut citer
néanmoins les travaux de Wriggers et Miehe (1994) qui ont utilisé une méthode
de pénalisation permettant de transformer l'inéquation variationnelle en une
équation variationnelle et ainsi de construire, dans ce cadre, un estimateur
d'erreur basé sur les résidus des équations d'équilibre. L'inconvénient majeur de
cette démarche est que le parametre de pénalisation intervient directement dans
I'estimation de l'erreur.

Un autre indicateur d’erreur a été proposé, dans le cadre d'une étude
comparative, par Wriggers et Sherf (1998). Cet indicateur est basé sur des
techniques locales de lissage des contraintes, appliquées sur des groupes
d’éléments ou « Patch ». Il s’agit de la version ZZ2? proposée par Zienkiewicz et
Zhu (1992 a et b). L'inconvénient majeur de cette technique est que la prise en
compte des erreurs de contact, ait été faite de maniere implicite. En effet, on ne
peut pas distinguer entre les contributions a l'erreur de la discrétisation du
maillage seul et celles des conditions de contact.

Dans le cadre des estimateurs fondés sur I'erreur en relation de comportement,
Coorevits et coll (1999) ont proposé une méthode d’estimation pour le probléme de
Signorini sans frottement. Puis cette méthode a été étendue au cas du contact
(toujours sans frottements) de solides déformables avec des maillages
compatibles et incompatibles (Coorevits et coll, 2000). Ensuite une extension au
cas du probleme avec frottements de Coulomb en quasi statique, a été réalisée
par Coorevits et coll (2001) pour le cas du probléme de Signorini ; et par Louf et
coll (2003) pour le cas du contact entre deux solides déformables. Toutefois, leur
principale difficulté consiste en la construction des champs admissibles,
notamment pour le cas tridimensionnel ot celle ci (la construction) semble
délicate.

3.3.1 Erreur de contact associée a I'erreur en relation de comportement

Pour la présentation de ce type d’estimateur, nous nous limiterons uniquement
aux cas de deux corps déformables en contact tels quillustrés par les données du
probléeme de la figure 07 du paragraphe III du chapitre 01.

> Le cas avec frottement

On dit qu'un couple §=(0,6) est admissible si :
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o U= (Lj 1y ,WI,WZ) vérifie les liaisons cinématiques (1.37)

o ¢=(6%62 R, R? RC) vérifie les équations d’équilibre (1.38)

Pour tout couple admissibleé=(0,6), on définit l'erreur en relation de

comportement comme suit :

2 N 2 A A A A A A A A }é

e(é)z[z 6 —Kee(U)| +2[ (go(—Wc)+go*(Rc)+;4R?l\MC‘JrRCWCJrR]C\MC)ti} (3.44)
/=1 oL C

On remarque que €(§)est toujours positive ou nulle et qu’elle est nulle si et
seulement si les relations de comportement (1.39) sont vérifiées. La quantité €(§)
est par définition la mesure d’erreur en relation de comportement associée au

couple admissible §.

On associe a l'erreur en relation de comportement, 'erreur relative ¢ et définie
par:

%

g‘&_wg(ljf)“iﬁ +2LC(¢(_WC)+¢*(|§c)+N‘QEMC‘+|§WC+§M“C)TC
- 2

(Z]‘o”‘" + K‘g(lj‘)( Q

Soit E une partie de2'. On définit alors la contribution locale de 1’élément E &

e (3.45)

4

I'erreur globale (3.45) par la quantité &g :

I e GIRAga 3 i ek a0t O

E ZZ: 2
=1 °

‘6‘+K‘}3(Uz)ﬂ g

Par ailleurs, dans le cas du contact avec frottement, Coorevits et al (2001) ont
également montré, en effectuant une extension du théoreme de Prager-Synge
(1947) en élasticité linéaire, que cet estimateur basé sur l'erreur en relation de
comportement majore toujours les erreurs en solution. Par conséquent, quel que
soit le cas (avec ou sans frottement), I'estimation d’erreur de contact basée sur
lerreur en relation de comportement garantit a l'utilisateur de ne jamais sous-
estimer 'erreur obtenue.
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Par ailleurs, signalons qu’en écrivant l'erreur de contact de maniere explicite, ces
estimateurs basés sur la notion d’erreur en relation de comportement, possedent
lavantage principal de pouvoir dissocier entre l'erreur de contact et I'erreur de
discrétisation du maillage seul. Cette dissociation a permis de montrer (Louf et
coll, 2003) que la seule adaptation du maillage est insuffisante pour améliorer la
qualité du calcul lorsque les erreurs dues au traitement approché des conditions
de contact et de frottement sont importantes. En effet, ces auteurs ont montré a
travers des exemples traités, que l'erreur de contact stagne rapidement en
augmentant le nombre d’éléments du maillage. En conséquence, le raffinement
du maillage ne peut pas toujours avoir I'influence souhaitée sur la qualité globale
des calculs.

3.3.2 Erreur de contact associée au lissage du champ de contraintes

Dans le cadre du probleme de contact sans frottements, un indicateur d’erreur
basé sur des techniques de lissage, a été proposé par Wriggers et Sherf (1998).
Par la suite, il a été étendu au cas tridimensionnel par Rieger et Wriggers (2001).
Il est a signaler que l'indicateur mis au point, est basé sur des techniques locales.
Plus précisément, les lissages sont effectués sur des groupes d’éléments ou
« Patch ». Il s’agit donc de I'application au probleme de contact, de la version ZZ2
(ou de la méthode dite « Super convergent Patch Recovry») proposée par
Zienkiewicz et Zhu (1992 a,b).

En effet, cette technique de projection particulierement adaptée au probleme de
contact, utilise des groupes d’éléments spécifiques ou « Patch d’éléments» qui sont
définis au voisinage de la zone de contact de la maniere suivante. Pour chaque
noeud I appartenant a 0cQl, on cherche le nceud K le plus proche et appartenant
a 0cQ? (figure 17). Au nceud I, sont connectés des éléments appartenant a Q! et
définissant un « Patch dit primitif ». Au nceud K, sont connectés des éléments
appartenant a Q2 et définissant un « Patch dit étendu». Ces deux « Patchs»
(primitif et étendu) vont alors former un « Patch global et unique » sur lequel
lopération de lissage des contraintes sera effectuée.
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® - Doints de Gauss pour patch d’éléments primitifs ;
O : Points de Gauss pour patch d’éléments etendus.

Figure 3.2 : Patch d’éléments pour le lissage des contraintes en zone de contact

Par ailleurs, en adoptant I'’hypotheése que le champ de contraintes est non
seulement continu mais ne comportant pas de sauts au niveau de la zone de
contact, il est procédé au lissage des contraintes au niveau de ces « Patch
globaux » définis précédemment. En utilisant cette procédure ainsi que les
propriétés de super convergence des éléments (Hinton et Campbell 1974), le
champ de contraintes lissées sera calculé sur ’ensemble des deux solides

Q=01 U Qs et ce, en minimisant la quantité J' P[6,-o,]; Pétant un

Q,uQ,

opérateur de projection.

Le champ de contraintes lissées o, , est donc obtenu en résolvant

Joo, PGy~ ]=0 (3.47)

Par la suite, 'erreur globale sera définie de la maniere suivante :

e- QlunzTr[(g" —6,)K (G, - op) dO (3.48)
Dans le cadre d'une procédure d’adaptation des maillages, les performances de
cet estimateur ont été étudiées par Wriggers et Sherf (1998). Les maillages
obtenus par cette procédure d’adaptation étant incompatibles, ces auteurs ont
essayé d’étudier la qualité de plusieurs estimateurs a travers trois parametres :

e la continuité des contraintes principales sur la zone de contact,
e la distribution de l'erreur sur la zone de contact en fonction des maillages
adaptés
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e la convergence et le taux de convergence vers la solution exacte de
référence (nous rappelons que nous sommes toujours dans le cas sans
frottement).

Par rapport a lestimateur en résidu d’équilibre (défini dans le paragraphe
précédent), les résultats de cette étude comparative, ont montré que 'adaptation
de maillages basée sur cet estimateur donne un état de contraintes principales,
jugé moins satisfaisant (du point de vue continuité) au niveau de la zone de
contact. Il est a signaler également, une meilleure convergence vers la solution de
référence pour des maillages adaptés et issus de l'erreur portant sur les résidus
d’équilibre.

Par ailleurs, nous remarquons que la prise en compte des erreurs de contact, a
été faite de maniere implicite. En effet, on ne peut pas distinguer, dans
I'expression (3.55), entre les contributions a lerreur de la discrétisation des
conditions de contact et celle de la discrétisation du maillage seul. Ce qui
constitue un inconvénient majeur.

Cela étant, nous proposons dans le chapitre 05, un estimateur basé sur des
techniques de lissage et qui dissocie entre I'erreur de contact proprement dite et
Perreur de discrétisation du maillage seul.

3.4 Principe des calculs adaptatifs

L'amélioration de la qualité d'un calcul par la modification des parameétres de
discrétisation nécessite la mise en place de procédures efficaces qui permettent
d'atteindre le niveau de qualité désirée par l'utilisateur tout en minimisant au
mieux les colts de calcul.

Schématiquement, ces procédures (03.3), appelées procédures d'adaptation,
consistent a effectuer un premier calcul sur un maillage (qui peut étre
relativement grossier) avec des interpolations de faible degré (généralement
linéaire) puis a évaluer les erreurs de discrétisation commises. Ensuite, en
utilisant ces résultats, il s'agit de déterminer les paramétres (tailles des éléments
et degré d'interpolation) qui permettent d'obtenir une précision donnée tout en
minimisant les cotts. La nouvelle discrétisation est alors effectuée en respectant
ces parametres et une nouvelle analyse éléments finis est réalisée.
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Définition du probléme
atraiter

Premiére discrétisation

Analyse Eléments Finis

Estimation
des erreurs de discrétisation

Détermination des parameétres
optimisés

Construction de la nouvelle
discrétisation

Nouvelle analyse Eléments Finis I

Figure 3.3 : Procédure d’adaptation

3.5 Les techniques d'adaptation de maillages

Depuis de nombreuses années, diverses techniques ont été développées pour
adapter les maillages de facon a améliorer la qualité des solutions, mais c'est
surtout depuis l'apparition de méthodes efficaces de controle d’erreur que les
techniques adaptations des maillages ont vraiment été utilisées. Actuellement,
on distingue généralement trois méthodes adaptation connues sous les noms de r-
version, de h-version et de p-version.

A. La r-version

Cette méthode est apparue dans les années 70 [Carrol & Barker, 1973], [Turcke
& Mc Neice, 1974]. Elle consiste, dans son principe, a garder la topologie du
maillage (nombre de nceuds et connectivité) ainsi que le type d'interpolation et a
chercher a positionner les noeuds de facon a minimiser l'erreur entre la solution
exacte et la solution éléments finis (03.4).

53



Chapitre 03 Estimation et contrdle d' erreur dans les pieux

Figure 3.4 : r-version

Son application conduit a résoudre un probleme d'optimisation sur la structure
comportant les coordonnées des nceuds comme variables d'optimisation. Il s'agit
donc d'une méthode numériquement tres colUteuse. Diverses variantes ont été
proposées pour en diminuer le colt :

e positionnement des noeuds sur les courbes iso-densité de déformation.
e algorithmes itératifs adaptés [Kikuchi, 1986].

Néanmoins, ces méthodes sont tres peu utilisées en calcul de structures, surtout
depuis l'apparition des mailleurs automatiques.

B. La h-version
Dans cette méthode, on conserve toujours le type d'interpolation, mais on modifie
partiellement ou complétement le maillage (position et nombre des nceuds,
connectivité, etc...). En pratique cette méthode a été utilisée sous deux formes
différentes :

- la méthode locale de h-raffinement/déraffinement
- la méthode globale de h-remaillage

e Laméthodelocalede h-raffinement/dér affinement

Dans ce cas, la méthode consiste a conserver la trame du maillage initial et a
subdiviser ou & regrouper certains éléments (Figure 3.5). Cette méthode a été trés
utilisée en liaison avec les indicateurs derreur [Babuska & Szabo, 1982],
[Baudron & Trompette, 1986], [Rivara, 1984], [Rivara, 1989], [Aubry & Tie,
1991].

Figure 3.5 : h-raffinement/déraffinement local

En particulier lorsqu'on se limite a des raffinements locaux, elle peut étre
facilement utilisée avec un mailleur relativement rudimentaire puisque le
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maillage initial est conservé. Elle présente néanmoins quelques difficultés de
mise en ceuvre. Lorsque l'on effectue un raffinement local, on crée des nceuds
"pendants" qui nécessitent un traitement spécial pour assurer la continuité du
champ de déplacement. Une premiere technique consiste a imposer le
déplacement de ces nceuds en fonction du déplacement des nceuds voisins de
facon a assurer la continuité a l'interface (03.6).

Par exemple, dans le cas de quadrilatéres a 4 nceuds, on impose :

u, =9 *Y: (3.49)
2

Cependant, si le maillage comporte beaucoup de noeuds de ce type, il en résulte
un accroissement important des colits de résolution (résolution d'un systéme
linéaire avec de nombreuses relations linéaires entre les degrés de liberté). Une
autre technique consiste a introduire des éléments finis spéciaux dissymétriques
pour prendre en compte ces nceuds "pendants".

Neeud " pendant”

| [

2

Figure 3.6 : Nceud "pendant"

Le traitement le plus élégant est di a Zienkiewicz, [Zienkiewicz & al., 1982],
[Aubry & Tie, 1992].

Il consiste a introduire des éléments hiérarchiques. Mais cette méthode, qui
nécessite une organisation spéciale des calculs, n'est pas actuellement disponible
dans les codes industriels classiques.

Si le nceud milieu est "pendant", en bloquant a zéro les degrés de liberté
correspondants, on assure la continuité du champ de déplacement sur le coté
considéré.

e Laméthode globale de h-remaillage
Dans cette méthode, le maillage est entierement recréé. Le maillage initial sert

uniquement de support pour définir les tailles des éléments du nouveau maillage
(Figure 3.7).
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Figure 3.7 : h-remaillage global

Cette méthode a été utilisée plus tardivement car elle nécessite 1'utilisation de
mailleurs automatiques capables de respecter correctement des consignes de
tailles. Les premiéres utilisations peuvent étre trouvées dans [Ladevéze &
Leguillon, 1983] pour des problémes de thermique 2D en utilisant un mailleur
automatique frontal développé par Carnet, dans [Coffignal & Ladeveéze, 1983]
pour des problemes d'élasticité et de plasticité 2D en utilisant le mailleur
automatique Araignée dans [Ladeveéze & Pelle, 1984], [Pelle, 1985] pour les
problémes de vibrations en utilisant le mailleur de Carnet.

Actuellement pour les problemes 2D, il s'agit de la méthode d’adaptation de
maillages la plus utilisée car de nombreux mailleurs automatiques 2D ont été
développés.

En dimension 3, cette méthode pose encore des difficultés pour sa mise en ceuvre,
méme si des progrés récents ont été réalisés [Coorevits & al., 1995b,c], [Dumeau,
1995], [Coorevits & al., 1996].

o La p-version
La p-version est plus une méthode d’adaptation du type interpolation qu'une
méthode d’adaptation du maillage au sens strict [Babuska & al., 1981], [Szabo,
19861, [Szabo, 1990]. En effet, cette méthode consiste a conserver le maillage

initial et a augmenter dans certaines zones le degré de l'interpolation utilisée
(Figure 3.8).

Cependant, ce maillage "grossier" ne doit pas étre réalisé sans quelques
précautions si l'on veut pouvoir utiliser des valeurs élevées de p. En particulier, il
faut éviter les éléments trop aplatis ; pour des pieces 3D un peu complexes, ceci
conduit a des maillages finalement plus fins que ce que l'on pouvait espérer a
priori.

Cette méthode a des aspects tres séduisants notamment au niveau des cotts de
réalisation du maillage. En effet, un seul maillage est nécessaire. De plus, dans
les applications qui sont généralement présentées, le maillage utilisé comporte
toujours tres peu d'éléments et il est donc tres facile a réaliser. En compensation,
des fonctions d'interpolation de degré élevé sont utilisées.
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Figure 3. 8 : p-version

De plus, en cas de changement local de degré d'interpolation, cette méthode
introduit également des nceuds "pendants". La encore l'utilisation de bases
hiérarchiques [Zienkiewicz & Taylor, 1988] permet de résoudre élégamment cette
difficulté.

Actuellement cette méthode est encore peu utilisée car, a I'exception de quelques
codes réalisés spécialement pour la p-version les codes industriels possedent
rarement des éléments de degré supérieur a 2.

Une autre difficulté, qui actuellement n'est pas correctement résolue, est de

prévoir le degré p a utiliser pour respecter une qualité donnée tout en minimisant
les cotuts de calcul.

0 La h-p-version

Pour terminer ce bref apercu sur les méthodes adaptation des maillages,
signalons également les recherches effectuées sur la h-p-version, qui consiste a
effectuer a la fois des changements de maillages et des changements de fonctions
d'interpolation [Babuska, 1986], [Zienkiewicz & al., 1989], [Oden & Demkowicz,
1991].

Cette technique sophistiquée permet d'obtenir des taux de convergence tres
élevés. Mais comme pour la p-version, la prédiction des parametres pour obtenir
une qualité donnée n'est pas facile a réaliser.

3.6 Définition d'un maillage optimal

Dans la suite, nous utiliserons uniquement la h-version.

L'objectif de toute procédure d’adaptation est de garantir a l'utilisateur un niveau
de précision o tout en minimisant les cotits de calcul. Pour évaluer les erreurs de
discrétisation, on utilise une mesure globale relative € et les contributions locales
associées ®E .

Comme critére d'optimalité nous utilisons le critére introduit dans [Pelle, 1985]
et [Ladevéze & al., 1986] :

Un maillage T* est optimal relativement a une mesure d’erreur € si:
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g~=¢g, précisiondemandée (3.50)
N* nombred'é émentsminimum '

Ce critere d'optimisation conduit naturellement a minimiser les colts de calcul.

Un autre critére est également souvent utilisé [Ladevéze & Leguillon, 1981],
[Oden & al., 1989], [Strouboulis & Haque, 1992], ...

I1 consiste a définir un maillage optimal T* par :

g~=go précision demandée
gk uniformesur T- } (3:51)

La définition (3.50) revient a dire que le meilleur maillage correspond a une
répartition uniforme des erreurs de discrétisation. Contrairement a la définition
(3.51), il n'est pas du tout évident que ce choix conduise a minimiser les cotits de
calcul.
Pour des problemes dont la solution est réguliere, nous verrons que ces deux
définitions sont équivalentes. Par contre, ceci n'est plus vrai pour des solutions
qui présentent des singularités.
Sans informations supplémentaires, il est évidemment impossible de déterminer
un maillage optimal. Par contre, si l'on utilise, comme informations
supplémentaires, les résultats d'une premiére analyse éléments finis et si l'on
dispose d'une méthode fiable et robuste d'évaluation des erreurs de discrétisation,
on peut déterminer un maillage optimal selon le schéma de principe suivant :

¢ On effectue un premier calcul sur un maillage T relativement grossier,

e On calcule pour ce maillage l'erreur globale ¢ et les contributions locales &g

J

e On utilise ces informations pour déterminer les caractéristiques du
maillage optimal T

On construit ensuite le maillage T* 4 l'aide d'un mailleur automatique et l'on
effectue une seconde analyse éléments finis.

3.7 Détermination de maillages optimisés
3.7.1 Carte et coefficients de modification de tailles

Une fois le premier calcul éléments finis effectué sur le maillage T, 1'idée est
d'utiliser la valeur de l'erreur globale ¢ et les contributions locales e pour définir

les tailles des éléments du nouveau maillage afin de respecter la précision désirée
tout en minimisant le nombre d'éléments du maillage.
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Pour déterminer les caractéristiques du maillage optimal T*, notre méthode
consiste a calculer sur chaque élément E du maillage T un coefficient de
modification de tailles :

h*
rE:h
E

ou he est la taille de I'é1ément E et h¢ la taille (inconnue) qu'il faut imposer aux
éléments de T* dans la zone de E pour assurer l'optimalité (OFigure 3.9).

Figure 3.9 : Définition des tailles
Le calcul des coefficients r: est basé sur le taux de convergence de l'erreur :
g=0(h%

Ou q dépend du type d'élément utilisé mais aussi de la régularité de la solution.

On suppose que le taux de convergence de l'estimateur d’erreur est égal a 1'ordre
de convergence de la solution éléments finis.

3.7.2 Calcul des coefficients
Supposons que la solution du probleme soit réguliére et considérons par exemple
un probleme 2D.
Alors, g ne dépend que du type d'élément utilisé. Par exemple, on a :
g = 1 pour les triangles a 3 nceuds
g = 2 pour les triangles a 6 nceuds
c'est-a-dire le taux de convergence du type d'élément utilisé [Strang & Fix, 1976].

Dans ce cas, pour prédire les tailles optimales, on écrit que le rapport des tailles
est 1ié au rapport des contributions a l'erreur par :

er he |°
ZE _|—E _rq

= =Ig
€e he
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ou ¢ représente la contribution des éléments de T situés dans la zone E, c'est-a-

12
efg:{ > e;}

E'cE

dire :

Le carré de l'erreur sur le maillage T peut donc étre évalué par :
2 2q 2
Z(e’é) = Z et eg
E E

et le nombre d'éléments de T* par:

X 1
N = Z -
E e
Le probleme a résoudre est donc :
e . . 1 2 _
Minimiser N —ZE:@ avec ZE:rquzE—a% (3.52)

Il s'agit d'un probleme d'optimisation avec une contrainte sur les variables
d'optimisation.

En introduisant un multiplicateur de Lagrange, noté A, le probléme (3.52)
revient a rendre extremum le Lagrangien :

1
L({rE}EeT A =2 FHA(Y e9ef —€§)
E e E
Les conditions d'extrémalité donnent :

2 _
-5 +A(20e8)EY =0 VEeT
13

1
P _{ 1 Tl(m )
= L Agel

En reportant dans la seconde équation (3.52), on a alors :

On en déduit :

1 d(q+1) 2
Aq zsg(qﬂ-)
E

et:

ol

Y2q
8g(m 1) [z 8?E/(q+l)}
E

rE=
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On en déduit en particulier que, sur le maillage optimisé, la contribution a
l'erreur d'un élément E" de T" est donnée par :

2+2/q
2 _rz( *)2_r2q+22_ €
€ =Iel€e) =l €= 1+]q
[ng(qﬂ)}
E
ce qul montre que, dans ce cas, les contributions sont uniformes sur le maillage
optimisé.
Remarques

Si la solution du probléme considéré n'est pas suffisamment réguliére (par

exemple si elle présente des singularités), la méthode précédente ne s'applique

plus.

Le calcul précédent a été présenté, pour fixer les idées, en dimension 2. Un calcul

analogue en dimension n (en pratique n = 1,2 ou 3) conduit au résultat suivant :
e

| 0 124

2/(2g+n) 2ry(2g+n)

&g {Z &g }
E

rE=

Pour cela, il suffit de reprendre le calcul précédent en changeant simplement
I'estimation de N* :

[~

N" =2
E

ms

r

Le calcul précédent repose sur I'hypothése suivante : sur un élément du maillage
initial, on impose une répartition uniforme des éléments du maillage optimal.
Dans des situations sévéres telles que les zones a forts gradients, nous verrons
qu'il est préférable d'utiliser une hypothése plus fine.

La prédiction sur le calcul des tailles suppose en 2D que le triangle de référence
est toujours un triangle équilatéral parfait, la taille he est en effet liée, en
dimension 2, a la surface de 1'élément E par :

e [ 4m&G(E)T2

V3

On parle dans cette situation de maillage "isotrope".

Pour certaines applications, notamment en dynamique ou en présence de bandes
de cisaillement, il peut étre intéressant d'utiliser des éléments pour lesquels la
référence est un triangle rectangle dont 1'une des dimensions est petite devant
I'autre. On parle alors de maillage "anisotrope".
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3.8 Conclusion

De ce chapitre, nous pouvons conclure que |'estimation de I’erreur pour le probléme est
effectuée par la méthode des erreurs de contact associée a I'erreur en relation de
comportement. En raison de la difficulté de la construction des champs admissibles, cet
estimateur semble, du point de vue de facilité de la construction d' un estimateur et de son
implantation dans un code de calcul est difficile. Par contre, cet estimateur possede non
seulement |'avantage de toujours surestimer les erreurs en solution, mais surtout de sa
capacité de pouvoir dissocier entre I’erreur de discrétisation du maillage seul et I’erreur de

contact. Et on autilisé laméthode —h avec remaillage globale pour I’ adaptation du maillage.
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Chapitre 04

Le probléeme de contact dans les pieux

4.1 Généralités sur les pieux

Les fondations profondes permettent de reporter les charges d'un ouvrage au
niveau des couches situées en profondeur .Elle sont en général utilisées quand la
résistance des couches des terrains superficiels, n’est pas suffisante ou quand les
tassements induits, par les chargements en surface, sont trop importants.
Généralement, les fondations profondes peuvent étre classées en fondations sur
pieux ou bien sur puits.

Les puits sont des fondations faiblement élancés dont le diamétre est proche de
01 metre et dont la longueur ne dépasse pas 06 metres. Ils sont souvent réalisés
avec du béton non armé et faiblement dosé en ciment (gros béton). Par contre les
pieux sont généralement tres élancés, et leur longueur dépasse souvent les six
metres de profondeur.

Par ailleurs, les efforts repris par les pieux, peuvent étre équilibrés soit
partiellement (cas des pieux travaillant en frottement et en pointe), soit
totalement (cas des pieux travaillant uniquement en frottement), et ce, grace a la
mobilisation du phénomene naturel de frottement existant entre la surface
latérale et les différentes couches traversées.

Les fondations profondes sont généralement classées en deux catégories: les
pieux et les micropieux. Ils se différencient essentiellement par leurs dimensions
et leurs utilisations. En effet, les micropieux ont souvent un diameétre ne
dépassant pas 20 cm et un élancement élevé. Toutefois, leurs longueurs ne
dépassent généralement pas les 10 m. Ils sont souvent réalisés par battage.
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4.2 Définitions

Un pieu est défini comme étant une fondation élancée qui reporte les charges de
la structure sur des couches de terrain de caractéristiques mécaniques
suffisantes pour éviter la rupture du sol et réduire les déplacements (ou
tassements) en surface, a des valeurs faibles.

Les 03 parties principales d'un pieu sont la téte, la pointe, et le fit compris entre
la téte et la pointe. La longueur d’ancrage h est la longueur de pénétration du
pieu dans les couches résistantes du sol.

D’un point de vue mécanique on distingue la longueur totale D du pieu, de la
hauteur d’encastrement mécanique De. Cette valeur de De tient compte du fait
que les caractéristiques mécaniques de la couche d’ancrage sont nettement
supérieures a celles des couches supérieures (mauvais sol) traversées par le pieu
(Figure 4.1). A ce titre, selon le fascicule 62 titre V, on considére quun élément
de fondation est de type profond (pieu) lorsque sa hauteur d’encastrement relatif
De/B est supérieure a 5.

%
= Couche de sol médiocre

_I_r Couche de sol d'ancrage

|
1

I I
I

T

zY

Figure 4.1 : Définitions de la hauteur d’ancrage géométrique D et mécanique D. (C.Plumelle.
2008)

Une fondation profonde est caractérisée par la maniere dont le sol est sollicité
pour résister aux charges appliquées.

e Résistance en pointe
e Par frottement latéral
e Résistance de pointe et frottement latéral (cas courant).

Ses dimensions sont définies par :
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e D :longueur de fondation enterrée dans le sol
e B :largeur de la fondation ou diametre.

Par ailleurs, le méme document (fascicule 62 titre V) classe les fondations
profondes dans le cas de la vérification des conditions suivantes (Figure 4.2).

D/B> 5 et D>3.

? o 2 ey (o)

! . fondation superficielle

f fondation profond

Dm (hauteor)

Figure 4.2 : Le domaine de fondation profonde (C.Plumelle. 2008)

4.2.1 Principe de fonctionnement

Un pieu transmet au sol les charges qu’il supporte :
e Par l'appui de sa base sur le sol résistant (effort de pointe noté Qp)
e Par le frottement latéral entre le sol et le pieu (effort de frottement latéral
noté Qs)

L’effort total résistant de pointe Qp est proportionnel a :

e La section de la base du pieu
e la résistance du substratum

L’effort total résistant de frottement latéral Qs, est proportionnel a

e la surface de contact entre le pieu et le sol

et aux densités de réactions tangentes dues en partie a la cohésion d’adhérence,
sol béton suite aux réactions d’hydratation, et aux frottements qui agissent au
niveau de la surface latérale de contact sol-pieu. Concernant les densités de
réactions tangentes de frottement, celles-ci dépendent essentiellement du
coefficient de frottement pieu-sol et de la de la pression latérale de confinement
appliquée par le sol. Ce coefficient de frottement dépend de la rugosité de la
surface latérale extérieure du pieu, et du frottement interne au niveau du sol
(angle de frottement interne).
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Toutefois, il faut signaler le cas des frottements négatifs dus aux cas particuliers
de mouvements relatifs pour lesquels le sol a tendance a «tasser plus que le
pieu» (cas dun chargement di aux remblais extérieurs posés sur couches
compressibles par exemple). Dans ce cas, le frottement sol-pieu est considéré
comme étant négatif. Cela a pour conséquence de surcharger d’avantage le pieu.
Pour remédier a ce probleme. La solution consiste a chemiser le pieu par un
tubage en paroi lisse, afin de diminuer leffet du frottement négatif (figure.4.3).

; ﬁ'otteg}mt
nega
pe i
T‘ couche :
chemisage
T comprezsh - di
- solution
zubtratum résiztant
-— ; suh_st:ah.m:l
’mwzmt pieu flottant résistant

Qp Qp _1:21&

Figure 4.3 : Frottement positif et le frottement négatif (S. mezazigh ; D. levacher ; J.garnier.)

4.2.2 Les différents types de pieu

Les différents types de pieux sont récapitulés dans lorganigramme de la
(Figure.4.4) réalisée par le laboratoire de mécanique des roches de 1’école
polytechnique (fédérale de LAUSANNE).
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Pieux ]

1

|
1 1
s

[ Avec refoulement du sol en place ] Sans refoulement du sol en place J
\
| |
| | |
B B
Pieux Pieux Pieux battus [Pieux e } LMiCI’O pieux}

battus foncés moulés
J / J
- En bois 1 En acier — simple
-1 En acier En —  Sous boue
béton
En
— — tubé
béton
| | Alatariére
continue

Figure 4.4 : Classification des pieux

Pour I'évaluation de la capacité portante, il est plus important de tenir compte du
type de sollicitation imposée au sol lors de la mise en place du pieu. Ainsi, les
pieux peuvent étre classés en deux groupes.

4.2.3 Les pieux mis en place par refoulement du sol

Ils concernent les pieux battus et les pieux foncés Ce sont des pieux soit faconnés
a 'avance soit a tube battu exécutés en place. Pour les premiers il s’agit de :

Les pieux métalliques sont généralement sous forme de tube ou en forme de H.
Les tubes peuvent étre ouverts ou fermés a leur base.

L’exécution des pieux battus moulés consiste d’abord a battre un tube muni a sa
base d'une plaque métallique dans le sol, a mettre, si nécessaire, en place la cage
d’armature, puis a remplir le tube de béton pendant son extraction.

Leur mise en place se fait par vérinage battage ou vibro-foncage. Ils repoussent le
sol et le compriment ce qui génére un bon frottement latéral.
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Avantages

e (Controle possible avant I'insertion dans le sol,
e Stabilité dans les sols compressibles,
e De tres grandes longueurs de pieux peuvent étre mises en ceuvre.

Inconvénients

e Risque de dommages (pour le moule) lors de la mise en place,
e Peut g’avérer parfois peu économique,
e Impossibilité d’'insérer de gros diametres.

4.2.4 Les pieux mis en place sans refoulement du sol

Ils concernent les pieux forés et les puits. Leur mise en place se fait par
substitution. Ce qui a pour effet de remanier le sol et de le décomprimer. Le
frottement latéral est donc diminué, sauf pour certains procédés de mise en
ceuvre tels que celui des pieux exécutés a la tariere creuse, ou vissés moulés.

Leur exécution nécessite un forage préalable exécuté dans le sol avec les outils
appropriés avec ou sans protection a I'aide d'un tubage ou de boue permettant
d’assurer la stabilité des parois. Apres mise en place, une cage d’armatures est
souvent insérée. Le pileu est ensuite bétonné en utilisant une colonne de
bétonnage, selon la technique du tube plongeur qui descend jusqu’a la base du
pieu.

Par ailleurs, la technique des pieux a la tariére creuse a connu un tres fort
développement ces dernieres années notamment dans le secteur du batiment. Le
principe consiste a visser dans le sol une tariére a axe creux sur une longueur
totale au moins égale a la longueur du pieu a réaliser, puis a I'extraire du sol
sans dévisser pendant que, simultanément, le béton est injecté par I'axe creux de
la tariere. La mise en place des armatures sous leur propre poids ou par vibration
devient délicate pour des pieux d'une longueur supérieure a 22-25m. Au- dela,
des techniques de béton armé de fibres en acier ont été développées et permettent
d’injecter directement dans le sol les fibres mélangées au béton.

Avantages

e Variation de la longueur pour mieux s’adapter aux cas ou les couches
résistantes se trouvent a des profondeurs variables,

e Possibilité d'insertion de gros diametres,

e Pas de risque de soulévement de sol parfois nuisible pour les constructions
avoisinantes et les chaussées.
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Inconvénients

e Risque de striction (réduction de section transversale) dans les sols
compressibles,

e (Coulage du béton parfois exécuté dans de mauvaises conditions sur
chantier (béton non vibré).

e Des précautions particulieres doivent étre prises vis-a-vis du risque
d’éboulement des terres a l'intérieur du pieu. Faute de quoi, des
tassements importants pourraient apparaitre dans la structure.

4.2.5 Choix du type de pieu

Le choix du type de pieu dépend de :
e La structure qui est supportée par la fondation,
e La nature du sol,
e [L’environnement du pieu.

La structure imposera a la fondation un systéme de charge auxquelles le sol
devra résister a court et a long terme sans trop se déformer. Le projet de
fondation doit donc prendre en compte :

e La nature des charges : statiques ou dynamiques

e L’intensité, la répartition et la direction des efforts

e Les déformations (tassement des fondations); ces tassements et les
éventuels déplacements horizontaux doivent étre compatibles avec le
comportement de la structure.

La nature du sol intervient par la constitution et la disposition de ses différentes
couches, par les caractéristiques mécaniques de celles-ci, et enfin par son
hydrologie (niveau de la nappe phréatique et degré de perméabilité des couches).

L’environnement du pieu conditionne le choix par plusieurs parametres :

e Surface de travail au sol plus au moins réduite ;

e Présence de nombreux pieux voisins déja mis en place. A titre d’'exemple, le
battage de pieux ou de tubes fermés refoulant le sol peut entrainer la
remontée de pieux voisins ou méme les endommager).

e Proximité d'immeubles ou de construction diverses: bruit des engins de
battage, ébranlements dus a l'enfoncement pouvant provoquer des
fissurations.

e Déformations entrainées par des décompressions latérales provenant de
forage en gros diametres.
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4.3 Aspects phénoménologiques

Dans le cas des fondations profondes, la compréhension de I'aspect complexe de
I'interaction sol-pieu et des déformations du sol qui en résultent, permet de bien
maitriser les techniques de la modélisation et de la construction des ouvrages. La
stabilité de la structure dépend essentiellement du comportement des surfaces de
contact, car le voisinage de ces zones de contact est, en général, soumis a de
fortes concentrations de contraintes et de déformations. Cette zone est définie
comme une fine couche de sol, communément appelée interface. D’ou la nécessité
souvent de la prise en compte des conditions de contact et d’'interaction entre les
pieux et le sol. Dans ce chapitre, nous nous intéresserons d’abord a l'aspect
phénoméno- logique de 'interaction mécanique entre le sol et un pieu soumis un
chargement quasistatique. A cet effet, certaines lois de frottements les plus
connues seront d’abord présentées. Par la suite, quelques lois de comportement
du sol, seront également présentées.

4.3.1 Définition de I'interface sol-structure

D’un point de vue géométrique, I'interface sol-structure est définie comme la fine
zone de sol qui se forme entre la surface de la structure et le volume de sol
I'entourant (De Gennaro (1999) ; Cai et Ugai (2002)). Cette zone est le siége de
grands changements de structure et de rupture de grains dus au cisaillement
localisé intervenant au contact d'une inclusion dans le sol. Elle est également
décrite comme une discontinuité entre deux matériaux aux propriétés différentes
(Desai et Rigby(1995)) ou, encore, comme une zone mince de sol remanié
(perturbé) au contact direct de la structure (Desai et Toth (1996) ; De Gennaro
(1999) ; Karabatakis et Hatzigogos (2002) ; Gaba et al. (2003)). Les problémes
d’interaction sol-structure dépendent principalement du comportement de cette
interface. La réponse des systémes sol-structure comme les fondations profondes
et superficielles, les tunnels, les murs de souténement est ainsi influencés par les
caractéristiques des interfaces.

4.3.2 Comportement d’interface sol-pieu

La modélisation du comportement d'un pieu dans un massif constitue un bon
exemple d’'interaction sol-structure. Les principaux parametres de l'interaction
sol-pieu sont :

e Pour les sols pulvérulents: la densité initiale du sol, le chemin des
contraintes de cisaillement, la géométrie et les propriétés mécaniques des
grains constituant le sol, la rugosité des surfaces de contact, l'effet d'un
écoulement plastique ;
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e Pour les sols cohérents: 'adhérence entre le sol et le fut du pieu, les
surpressions interstitielles, la rigidité de la structure, la rugosité des
surfaces de contact et I'effet d'un écoulement plastique;

4.4 Modéles de comportement en adhérence (ou en cohésion) de
I'interface sol pieu

Dans ce cadre, plusieurs types de modele ont été proposés. Le matériau
d’interface a été supposé élastique linéaire par Beer (1985) et (Bhatia et Bakeer
(1989)) et ou élastique non linéaire par Yuan et Chua (1992).Citons également les
modeles élastiques parfaitement plastiques qui ont été proposés pour l'interface
en s’appuyant sur l'analogie avec le comportement des joints rocheux. D’autres
modeles plus complexes ont été proposés pour décrire le comportement cohésif de
I'interface. Ces modeéles 1incorporent: Iécrouissage, l'adoucissement, la

contractance, la dilatance et 'endommagement.

4.4.1 Modele élastique parfaitement plastique de Mohr Coulomb

Historiquement, la premiére utilisation des interfaces a concerné des analyses
des joints rocheux. Pour reproduire le comportement des joints rocheux et des
interfaces, la plupart des auteurs ont considéré des modeles linéaires élastiques
parfaitement plastiques utilisant le critere de rupture par cisaillement de Mohr-
Coulomb comme surface de charge. Les auteurs qui ont étudié les fractures des
roches Platton (1966); Goodman et Dubois (1972); Goodman (1989), ont
considéré l'influence de la rugosité des joints. En effet, I'angle de frottement dun
joints rugueux dont la surface des aspérités est inclinée d’'un angle 1 est égal a
6+1. D’autre part, I'abrasion progressive des aspérités est a lorigine d'une
stabilisation a une valeur résiduelle de la contrainte de cisaillement pour les
grandes déplacements ce qui correspond a un angle de frottement résiduel &,
(Figure 4.5a). Le critére de rupture est donc défini par une enveloppe bilinéaire.
D’autres auteurs comme Goodman et al. (1986); Pande et Sharma (1979) ; Lee et
al. (1992); Day et Potts (1998), ont adopté un critére de rupture de Mohr-
Coulomb plus simple (Figure 4.5b) avec une régle d’écoulement associée qui
définit la fonction de charge F :

F=ltl-6,tan d + C (4.1)

avec C et § : cohésion et angle de frottement de 'interface.
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Dans ce cas, lorsque la contrainte de cisaillement t atteint la limite de rupture de
Mohr-Coulomb, la valeur de rigidité tangentielle devient nulle; la rigidité
normale reste la méme.

) "o

Figure 4.5 : Critére de rupture de Mohr-Coulomb (a) enveloppe bilinéaire pour les joints tenant
compte des aspérités (Goodman 1989) ; (b) enveloppe linéaire pour les interfaces (Said, 2006)

4.4.2 Modéles de comportement élastoplastique avec écrouissage

Un corps est dit avoir un comportement élastoplastique quand au-dela dun
certain niveau de chargement il présente des déformations irréversibles
(plastique) et que ces déformations et ces contraintes obéissent a des lois bien
précises. On définit d’abord un critéere de plasticité qui est une fonction des
contraintes, éventuellement variable (ou écrouissable) avec les déformations. Ce
critere ne peut étre dépassé en aucun point, lorsqu’il est atteint, débutent les
déformations irréversibles ou plastiques. Ces déformations sont régies par une loi
dite loi d’écoulement.

» Les lois de comportements des sols

Les matériaux naturels peuvent étre regroupés en trois catégories : les roches, les
sols pulvérulents (sols granulaires a forte perméabilité, par exemple la plupart
des sables et les graves) et les sols cohérents (sols cohérents a faible perméabilité,
par exemple la plupart des argiles et des limons). Ces matériaux ont des
comportements relativement distincts.

Pour suivre leurs comportements tout le long de sa déformation, on dispose de
modeles de plus en plus complexes qui simulent son comportement réel mieux
que les modeles élastiques ou plastiques classiquement utilisés en mécanique des
sols.
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Ces modeles se développent grace aux possibilités offertes par les méthodes
numériques, telle que la méthode des éléments finis.

Les études théoriques entreprises dans ce domaine se sont limitées, jusqu’a
présent, aux cas de milieux élastiques et de milieux dilatants modélisés d'une
maniere relativement simpliste. Des modeles élastoplastiques, incorporant des
lois de dilatance plus réalistes, ont récemment été mis au point. Détaillons
maintenant les principaux types de lois de comportement.

4.5 Comportement élastique linéaire

Lorsque, dans un essai, la courbe contrainte — déformation est la méme au
chargement et au Déchargement, le comportement du matériau est dit élastique.
D’une maniere plus générale, le comportement est dit élastique lorsque I’histoire
du chargement n’intervient pas et qu'un état de contraintes correspond a un état
de déformations et un seul.

Le comportement élastique peut étre linéaire : le tenseur des déformations est
alors proportionnel au tenseur des contraintes au cours des sollicitations.

La relation contrainte — déformation est linéaire, caractérisée par deux
paramétres : un module d’élasticité axiale (d’'Young) E dans le cas d’un essai de
compression ou traction simple, ou un module de cisaillement G pour un essai de
cisaillement simple (figure 2.8) et le coefficient de Poisson v.

£
> >

Figure 4. 6 : Loi de comportement élastique linéaire (N .PHAM, 2008)
La relation entre le module de Young et les autres modules sont données comme
suit :

E . —_ (1-vE (4.2)
2(1+v) ’ Eoea = (1-2v)(1+v)
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Avec:

e G :Le module de cisaillement du sol ;
e Eoeq ' Le module cedométrique.

Cependant, cette lo1 de comportement n’est pas représentative en général du
comportement des sols qui, trés rapidement, méme pour de faibles déformations,
ont un comportement plastique. Des lois plastiques ont été proposées pour écrire
un comportement plus proche de celui des sols.

4.6 Comportement élastoplastique

Les essais réalisés sur les solides montrent que le domaine de réversibilité des
déformations ou domaine d’élasticité, est relativement limité. A partir dun
certain niveau de contraintes, lacourbe chargement — déchargement est
différente de la courbe de chargement suivie jusque la. Des déformations
1rréversibles ou plastiques apparaissent.

4.6.1 Modéle élastoplastique (Mohr-coulomb)

Le modele le plus simple de cette famille est le modele élastique linéaire
parfaitement plastique, initialement développé pour décrire, de maniere
approchée, le comportement des métaux. Cependant, l'existence dun palier
d’écoulement sur la courbe de comportement contraintes - déformations de
nombreux matériaux a suggéré d’étendre ce modele aux bétons, aux sols et aux
roches. En particulier, 'application a la description du comportement des massifs
de sols s’est révélée fructueuse et a permis d’analyser la rupture des sols dans les
problemes de fondations, de stabilité de pentes, de tunnels, des murs de
soutenements. Plusieurs criteres de rupture ont été proposés. Parmi eux, le
critére de rupture de Mohr-Coulomb (figure 4.7).

Ce modele bien connu est utilisé généralement comme une premiere
approximation du comportement du sol. Ce modele comporte cinq parametres : le
module d’'Young E, le coefficient de poisson v, la cohésion c, 'angle de frottement
@, et 'angle de dilatance .

Le critere de rupture de Mohr-Coulomb est représenté dans le plan des
contraintes de Mohr (contrainte effective normale o' et contrainte tangentieller,
par I'équation (Figure 4.7a) :

T=c'tane' + C (4.3)
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En termes de contraintes effectives principales (0'1, 0's), il s’écrit aussi (Figure
4.7b)

01-03=(01+ 0'3) sing-2c cos@’ (4.4)

avec -

0'1, 0's : contraintes effectives principales majeure et mineure,
@' : angle de frottement interne,

¢ : cohésion.

Le comportement élastique linéaire parfaitement plastique avec le critere de
rupture de Mohr-Coulomb (Figure 4.7b) est finalement caractérisé par une
élasticité linéaire (E, v) et un seuil de plasticité, défini par la cohésion c', 'angle
de frottement interne @', en plus de I’état initial. Il faut réaliser au moins deux
essais triaxiaux a des pressions de confinement différentes pour déterminer les
parametres du modele.

La surface de charge (droite intrinséque) F (0ij) s’exprime de facon suivante :

F (0ij) = (01 - 0'3)- (0’1 + 0'3) sin @-2¢ cos @ (4.5)

Elle est représentée dans le plan (¢', 1) par une droite (Figure 4.7a).

T O =T

(o' +a';)sm @-2c'cos @

E

€]

(b)

Figure 4.7 : Loi de comportement élastique, parfaitement plastique de Mohr Coulomb (N.PHAM,
2008)

4.6.2 Modele élasto-plastique de Cam-Clay modifié

Le modele de Cam-Clay est un des modeles élastoplastiques le plus connu et le
plus utilisé en mécanique des sols. Il est spécialement adapté aux matériaux
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argileux. Il y a plusieurs types de modeles Cam-Clay, celui présenté ici est le plus
courant et est appelé Cam-Clay modifié. Ce modele comporte 7 parametres :

e 'EO"' : indice des vides initial ;

e 'M ' : coefficient de frottement ;

e ‘COHE’ : cohésion;

e 'PO" : pression de préconsolidation ;

e 'KAPA' : pente élastique dans un diagramme e-log(p) ;
e ‘LAMD’ : pente plastique dans un diagramme e-log(p) ;
e 'Gl' : module de cisaillement.

Des observations en laboratoire sur l'argile reconstituée avec l'essai de
consolidation 1sotrope et l'essai triaxial, ou 0’1=0’3 ont abouti a construire les
modéles Cam-Clay (original et modifié) (Roscoe et al. 1963 ; Roscoe et Burland,
1968 ; Schofield et Worth, 1968), qui sont des modéles de types élastoplastique
avec écrouissage, développés dans le plan de contrainte moyenne (p’) et
contrainte déviatorique (q), avec :

= — q' =0'; —0';3 (46)
3

La (figure 2.10) présente la compression isotrope ou consolidation isotrope dune

argile remaniée. A partir d'un état initial proche de la limite de liquidité, sous

une contrainte isotrope croissante, son indice des vides va diminuer suivant la

droite OE avec une pente Cc, (ou 1A), qui est définie comme lindice de

compression :
e=e —cAlgp’ Ou e=¢e —AAlgyp 4.7)

Si, aprés avoir atteint A, on réduit la contrainte effective moyenne de p’a a p'r,
I'indice des vides de I'éprouvette va augmenter légerement de ea a er suivant la
loi :

e=¢ek—cAlgp' Ou e=e.—KkAlgp' (4.8)

Cs (ou x) est I'indice de gonflement.
Si 'on reprend alors le chargement isotrope, la variation de I'indice des vides va

suivre RA, puis, pour les contraintes effectives moyennes supérieures a p’A,
I'indice des vides va retrouver la ligne OE comme au début de 'essai. Entre R et
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A les déformations sont petites, réversibles et peuvent étre approchées par une
loi élastique. De maniere plus générale, tout le demi espace e — 1g p’, a gauche de
la droite OE correspondant au domaine surconsolidé, a un comportement
élastique.

Entre A et B, les déformations sont grandes et irréversibles, donc de nature
plastique. La courbe OE, qui correspond a 1état normalement consolidé,
représente aussi un domaine de comportement plastique.

Les points A et B, constituant des points de passage d'un état de comportement
élastique a un état de comportement plastique, sont des points d’état limite. La
courbe OE est appelée la courbe d’état limite (Figure 4.8). L’état limite peut étre
donc défini comme un état ou se passe la transition entre une déformation petite
et réversible a une déformation grande et irréversible.

b e
Cx N
e
~ O point d'état
e limite
*©
er |
A
CA Cc ou A
N courbe d'état
_— himite
ep |C5 00 X TSN ’(
e | |
cou.rl_)_e- detal/ E
critique |
PR P a PB log p'

Figure 4.8 : Etats limite Cam-Clay (N.PHAM, 2008)

Les modeéeles Cam-clay et Cam-clay modifié ont été développés pour décrire le
comportement des argiles reconstituées normalement consolidées ou faiblement
sur consolidées.

La surface de charge est exprimée comme suit dans le plan (p’, q) :
Cam-clay modifié:

2
F(P,q) =15~ +p = Po (4.9)

pI = % ; q= Gll - Glg (410)

e (:contrainte déviatorique,
e M : pente de la courbe du critere de rupture ou courbe d’état critique,
e p’0:contrainte moyenne initiale.
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La (Figure 4.9) présente la forme de la surface de charge de modéle Cam-clay
modifié

[}
4 courbe d'état
critique = Mp'
écrouissage
|
1
I
|
0 p'of2 p'o P

Figure 4.9 : Modéle Cam-Clay modifié (N.PHAM, 2008)

4.6.3 Modeéle élastoplastique de Drucker-Prager

Le Modele de DRUCKER-PRAGER a écoulement non associé et écrouissage.
C’est une extension du critere de Von Mises, combinaison linéaire du deuxiéme
invariant du déviateur et de la trace du tenseur des contraintes. C’est toujours un
cercle dans le plan déviateur, mais qui dépend de I'altitude sur la trissectrice des
axes 01, 0 2, 0 3 de contraintes principales. (Figure 4.10a)

fo)=(1-o)Hal-oy (4.11)
La limite d’élasticité en traction reste oy, et la limite d’élasticité en compression
est :
—ay
(1-2a)

Le coefficient a dépend du matériau, il est bien entendu compris entre 0 et 1/2, et
on retrouve le critére de Von Mises pour a = 0 (Figure 4.10b). Une expression
plus complexe de ce méme critére fait intervenir une forme plus compliquée de la
contribution déviatorique, prenant en compte le troisieme invariant.

oy/1-u

Figure 4.10 : Représentation du critére de Drucker—Prager, (a) dans I'espace des contraintes
principales, (b) dans le plan I1-Jb [R.von Mises, 1928]
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Les équations du modele sont de la forme :

e S :tenseur des contraintes ;

e Seq- contrainte équivalente au sens de Von Mises ;

e p:déformation plastique équivalente cumulée ;

e Critére initial: ALFA * Tr(S) + BETA * Seq = K ;

e Critére ultime : ETA * Tr(S) + MU * Seq = KL ;

e Ecrouissage:dK =H *dp (H en valeur algébrique) ;
e Potentiel d'écoulement : GAMM * Tr(S) + DELT * Seq.

Les parameétres a définir sont:

ALFA, BETA, K, ETA, MU, KL, H, GAMM, DELT.
4.7 Aspects théoriques

La réponse d’'un pieu soumis a un chargement axial statique est typiquement un
probleme d’interaction sol-pieu; la réaction du sol dépend du déplacement du
pieu, et ce dernier dépend de la réaction du sol. Les méthodes de
dimensionnement de la capacité portante des pieux les plus couramment utilisées
en pratique a savoir la méthode classique rigide-plastique et les méthodes des
essais in-situ prenne en considération l'interaction entre le pieu et le sol mais
d’une facon simplifiée.

Nous exposerons d abord briévement |a formulation du probléeme de contact sol-pieu. Par la
suite, les différentes méthodes de dimensionnement de la capacité portante des pieux sous
charge axiale statique et leurs tassements.

4.7.1 Formulation du probléme de contact sol-pieu

Une modélisation mécanique réaliste doit donc prendre en compte les zones de
contact : les frottements et/ou adhésions, les glissements et les décollements qui
peuvent apparaitre aux différents endroits.

Le contact sol-pieu peut étre modélisé a 'aide du modéle de contact entre deux
corps déformables. En vue de modéliser le probleme, une discrétisation de la
surface de contact doit étre effectuée.

A cet effet, considérons deux points 1 et 2 appartenant respectivement aux corps
A et B, dans le repére local (¢, i) (Figure 4.11), les déplacements et les contraintes
de liaisons sont donnés par :
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X

Figure 4.11 : Modélisation du contact entre deux corps (Lahmadi, 2006)

La modélisation du contact se caractérise par la vérification de certaines
conditions sur la contrainte normale oy et la contrainte tangentielle t s’exercant
sur lélément de contact. De cet état de contrainte (tr, on) résulte un état de
déplacements relatifs tangentiel et normal (AU; AU, caractérisant la
cinématique de ’élément de l'interface :

AU, = UZ — U}

4.12
AU, = U2 — U} (4.12)

AU:{

Donc au cours du chargement, le contacte entre A et B peut évoluer, il suit I'un
des trois modes suivants :

e Mode adhésion
Dans ce mode (Figure 4.12a), il n’y a pas de déplacement relatif entre les noeuds 1
et 2, on a alors les équations de compatibilité suivantes :

AUt = O
=0 (4.13)

¢ Mode glissement
Quand la contrainte normale est de compression et la contrainte tangentielle
atteint le seuil 7 il y a un glissement relatif entre le nceud 1 et 2 (Figure
4.12b) ; dans ce cas, on a les conditions :
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{AU“ =0« {on >0 (4.14)

AUy # 0 T=7
e Mode décollement

Dans le cas ou la composante o, devient négative, il y a un décollement

(séparation des corps A et B) (figure 4.12¢) ; on a alors les conditions suivantes :

AU,> 0 on<0 et 1=0 (4.15)

Figure 4.12 : Mode de déformation de l'interface (Lahmadi 2006)

Notons qu’en présence de sollicitations cycliques, apres séparation, il peut y avoir
a nouveau un recollement entre les deux corps. On retrouve alors I'un des deux
modes : adhésion ou glissement.

e Formulation locale
Pour la formulation locale du probléeme de contact, nous adoptons comme loi de
frottement, la loi de Coulomb en quasi statique. Les champs de déplacement U €
et les champs de densités de réactions RC, vérifient les conditions de contact avec
frottement a I'interface.

Ceci peut étre formulé de la maniere suivante :

US=U;-U2<0 (4.16)
R' <0 (=12 (4.17)
R'US =0 =12 (4.18)
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Ri|<uR;) = ui=0 ,r=12 (4.20)
Ri|=nR;| = 3 A20telque U{=-AR; ,¢=12 (4.21)

L’inéquation (4.15) indique qu’il ne peut y avoir que décollement et non
pénétration. L’inéquation (4.16) indique que les composantes normales des
densités de réactions ne peuvent correspondre qu’a de la compression. L’équation
(4.17) est appelée condition de complémentarité ; elle indique qu'en tout
point il y a soit contact, soit décollement. Enfin, I'inéquation (4.18) et les
équations (4.19) et (4.20) donnent la loi de Coulomb en présence de frottements.

4.7.2 Prise en compte de mécanismes du frottement latéral positif et négatif

Pour qu’il y ait frottement latéral il faut qu’il y ait un déplacement relatif entre le
pieu et le sol. Si le pieu se déplace plus vite que le sol, le sol par réaction en
s'opposant au déplacement exercera un frottement latéral positif f, vers le haut

(Figure 3.6). Si le sol se déplace plus vite que le pieu (terrain médiocre qui tasse
(s,) sous des surcharges appliquées au niveau de la surface du sol), le sol en

tassant entraine le pieu vers le bas et lui applique un frottement négatif f,_ qui le

surcharge. Pour un méme pieu on pourra avoir la partie supérieure soumise a un
frottement négatif et la partie inférieure a un frottement positif. Le point neutre
est le point pour lequel le déplacement du pieu est égal a celui de sol.

Les observations expérimentales montrent que le frottement latéral est un
phénomene treés localisé autour du fut d'un pieu. En particulier, dans le cas des
sols pulvérulents, les déformations de cisaillement du sol sont concentrées dans
une étroite bande de sol d’épaisseur tres faible, d’'environ 10 fois le diametre
moyen des grains. Ces observations permettent de suggérer que ce mécanisme
d’interaction sol-structure peut étre reproduit approximativement en laboratoire
par un essai de cisaillement direct & la boite [Boulon et Foray (1986)].

Les expérimentations indiquent également que le frottement latéral augmente
approximativement de facon linéaire avec la profondeur jusqu’a 10fois, voire 20
fois le diameétre du pieu. Au-dela, le frottement latéral est a peu prés constant
[Broms (1981), Fleming et al.(1992)].
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Le frottement négatif se produit généralement dans des sols fins saturés qui se
consolident avec le temps. Il augmente donc avec la consolidation du sol et
devient maximal a long terme (généralement plusieurs années).

Le frottement négatif maximal dépend :

e leffet d'un rabattement de la nappe

e de la compressibilité du sol

e des surcharges de longue durée appliquées sur le terre-plein
e de l'interface entre le sol et le pieu

e le tassement du sol sous son poids propre.

Le principal effet du frottement négatif est donc d’augmenter la charge axiale
dans le pieu et d’accroitre le tassement du pieu.

Ce phénomene peut causer de graves désordres dans les structures supportées
par les pieux, entrainer la rupture du sol sous la pointe, la rupture du sol par
écrasement. Ces effets sont plus importants pour les pieux chargés en pointe que
pour les pieux flottants.

Il pourra étre évalué conformément a la méthode de COMBARIEU préconisée
par le fasc.62—titre V.

sol compressible

point neutre

sol résistant

Figure 4.13 : Mécanismes du frottement latéral positif et négatif [Plumelle.2005]
4.8 Quelques méthodes de calcul pour le frottement latéral
4.8.1 Méthode théorique classique (Formule dite statique)

La charge limite de frottement latéral en compression est déterminée a partir du
frottement latéral unitaire donné par le critéere de Coulomb :

It(2)l~o(2)tangs - ¢ =0 (4.22)
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ou t(z) et o(z) sont respectivement les contraintes tangentielle et normale a
I'interface entre le sol et le pieu a la profondeur z ;

e ¢ : est la cohésion (caractérisant 1'adhérence du sol a la fondation
profonde) ;
e §:langle de frottement de I'interface.

A. Cas des sols pulvérulents
Pour un pieu circulaire situé dans un sol pulvérulent, le frottement latéral

unitaire est donné par la relation suivante :

G(2) = o w(Dtad + ¢ 429
ou ow(z) est la contrainte radiale effective. Cette contrainte est en général
supposée égale a une certaine proportion K de la contrainte verticale effective.

Le frottement unitaire s’écrit alors :

0:(2) = Ko (2) tard + ¢ 429
Le coefficient K représente la poussée du sol (étreinte sur le pieu) qui dépend de
I’état initial du sol (défini par le poids volumique et le coefficient de poussée des
terres au repos Ko), de la compressibilité du sol, de la maniére dont le pieu a été
mise en place, des dimensions et de la forme du pieu. Les valeurs de K sont tres
imprécises car les contraintes normales sont rarement mesurées en place.
Beaucoup d’auteur pensent néanmoins que le coefficient K varie entre 0,5(état au
repos) et 2 pour la plupart des pieux, avec toutefois des valeurs voisines de 5 dans
certaines cas exceptionnels :

e Pour les sols normalement consolidés, le coefficient K est une constante qui
varie entre 0,1 et 5. Le frottement gs est linéaire avec la profondeur ;

e Pour les sols surconsolidés, le coefficient K dépend de la profondeur
puisque le coefficient de poussée des terres au repos est lui-méme fonction
de la profondeur. Le frottement gs est alors une fonction non linéaire avec
la profondeur z ;
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e Pour les sables denses, le coefficient K décroit avec la profondeur et
augmente avec la densité initiale du sol, pouvant atteindre la valeur de 4
(d’aprés des essais réalisés en cuve par Boulon et Plytas (1986)).

D’une maniére générale, I'angle de frottement de l'interface & dépend de la
rugosité du pieu et de la nature du sol (densité, déformabilité et résistance), il est
inférieure ou égal a I'angle de frottement interne ¢ du sol. Pour un sol purement
frottant, la valeur de ¢ est nulle. Pour un sol pulvérulent présentant une certaine
cohésion, la valeur de ¢ est inférieur a la cohésion non drainée. Les parameétres ¢
et 6 peuvent étre déterminés en laboratoire a partir d'un essai a la boite de
cisaillement direct, qui permet de simuler approximativement le comportement
d’interface entre le pieu et le sol.

B. Cas des sols cohérents

Dans le cas d’'un sol cohérent saturé, le frottement latéral unitaire est donné par
la relation empirique :

G = o, (4.25)

e cy:estla cohésion non drainée du sol.
e a' un coefficient qui dépend de la nature du sol, de celle du pieu et de sa
mise en oeuvre.

La valeur de a est déduite d’essais en vraie grandeur est en général égale a
I'unité pour les argiles molles, et inférieur a I'unité pour les argiles raides. Pour
les pieux forés dans des argiles raides, une valeur proche de 0,45 est souvent
utilisée.

Pour des pieux battus dans des argiles molles et lorsque cy est inférieur a 50 KPa,
Broms (1981) conseille d’utiliser un coefficient égal a 1 pour des pieux en bois, &
0,8 pour des pieux en béton et a 0,5 pour des pieux en acier.

C. Cas des terrains stratifiés

La charge limite totale de frottement latéral est donnée par I'équation suivante :

Q:=Q«D1) + Qe(D2) +.vvvovviviiieiiie + Q«(Dn) (4.26)
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4.8.2 Etude a partir d’essais en place
4.8.2.1 Pour le pressiométre

Avec des essais PMT, le frottement axial unitaire limite qs est donné en fonction
de la pression limite nette p1* sous forme d’abaque, la valeur qs est fonction de la
compacité du sol, de la nature du sol et du type de pieu.

4.8.2.2 Pour le Pénétrometre

Le frottement latéral est donné comme une proportion de la résistance unitaire
en pointe.
A partir des essais CPT, la valeur de qs est déterminée par I'expression suivante :

qc(2) |
ﬁ )

(4.27)

a(@)=min{2=2; | g, 1}

Ou
e qc(z) est la résistance en pointe a la profondeur z ;
¢ (smax et B deux parameétres donnés en fonction de la nature du sol et du
type de pieu.

4.9 Détermination du tassement d’'un pieu isole

4.9.1 Tassement admissible pour un pieu isole

Le tassement des pieux sous charge axiale est da :

e a la déformation du pieu sous charge qu’il supporte. Ce tassement dépend
des caractéristiques du pieu (géométrie, rhéologie du matériau et
technique de construction) et de la distribution du frottement latéral le
long du pieu.

e aux tassements des couches de sol au voisinage et sous la pointe du pieu.

Ce tassement est plus important pour les pieux flottants.
Une évaluation réaliste du tassement nécessite donc de prendre en compte
ces deux composantes. Mais comme il n’existe pas de solution analytique a
ce probléeme, i1l faut avoir recours a des approximations théoriques
(utilisation de solutions élastiques), a des logiciels spécialisés (éléments
finis), ou & des régles empiriques issues de 'analyse d’essai in situ.

Parmi ses méthodes on distingue.

e Méthodes semi-empiriques : fondées sur I'observation de pieux au cours
d’essais de charge
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-  Méthode de Cambefort-Cassan
- Méthode de Rollberg
e Meéthode analytiques : basées sur la théorie de I'élasticité et les formules
de Mindlin
-  Méthode de Poulos

Le tassement d’'un pieu isolé est souvent faible et n’excéde que trés rarement le
centimeétre sous une charge de référence égale a 40% de la charge limite.

4.9.2 Détermination empirique du tassement
Des formules empiriques simples ont été proposees pour estimer le tassement S sous cette

charge de référence :

A. Pour lespieux forés
S=0,006B (avec des valeurs extrémes de 0,003 et 0,010B)
B. Pour les pieux battus :

S=0,009B (avec des valeurs extrémes de 0,008 et 0,012B).
Avec : B diamétre du pieu en(m).

Ces résultats sont valables pour une trés large gamme de pieux (de longueur
comprise entre 6 et 45m, de diamétre comprise entre 0,3 et 1,5m).

Pour des chargements d’intensité pas trop proche de la charge de rupture, le
tassement d'un pieu S peut étre estimé par la formule empirique suivante
(d’apres Vesic (1977), cité par le manuel canadien des fondations (1994)) :

B Q:D
100 AEpiey

S= (4.28)

Ou B est le diametre du pieu; Q:: la charge appliquée en téte ; A: la section
moyenne du pieu; D : la longueur du pieu et Epicu - le module d’élasticité du
matériau qui le constitue.

> Relation de Cassan

Cest une déduite de la théorie pressiométrique. Elle permet de calculer une
déformation globale de I’ensemble (sol-pieu). Cette relation s’écrit :

e Pour un pieu circulaire de diametre B
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4.Q 1"’55'%
— X % b
S= ©B R+4bD (4.29)

Avec:
Q: Lachargetotae
D : Lalongueur du pieu
Ep : Le module de déformation du béton
e Retb: Lescoefficients de déformabilité du sol définis comme suit :
- R =4,5E pour des pieux forés

- R =13,5E pour des pieux battus

b=— (4.30)

T 2(14v)l,

- 10=0,9m pour les pieux forés
- 1o =0,3m pour les pieux battus

La relation de Cassan n’est valable que si :

a=2 IL 28 (4.31)
BE, D

De plus les formules données sont approchées mais sont cependant commodes
d’emploi.

4.10 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté la formulation du probléeme du contact et
les différentes méthodes d’analyse du comportement des pieux isolés sous charge
axiale, par le calcul de capacité portante (méthodes analytiques). Nous avons
exposé la  théorie classique rigide —plastique et les méthodes d’essais in-
situ ...... etc. Ces méthodes modélisent le systéeme sol-pieu d'une maniere
simplifiée. On a présenté, Par la suit les différents méthodes de calcul du
tassement, et une application numérique a été faite.

Cependant, ces méthodes ne permettent pas de prendre en considération la
géométrie réelle du systéme pieu-sol, les conditions d’interface entre le sol et le
pieu, des lois de comportement sophistiqué pour le sol.
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Chapitre 05

Modélisation numérique,

résultats et discussion

5.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est de présenter un certain nombre de résultats liés aux
calculs d'un pieu axialement chargé, et de les analyser. Ce pieu repose sur deux
couches de sol différentes. La premiére couche ( ou mauvais sol) est constituée
d'argile limoneuse. La seconde couche (bon sol) est une marne grise compacte.
Les caractéristiques mécaniques de ces couches sont tirées du rapport du LCTP
Bejaia, pris a partir de résultats d'essais in situ et en laboratoire et sont comme
suit :

Pour la premiere couche :

- le module d'Young est estimé a E = 1.95 KN / ecm2 = 19500 KPa
- le coefficient de Poisson v =0.3
- le poids volumique p = 18.5 KN /m3

Pour la seconde couche :

- le module d'Young est estimé a E = 3.8608 KN / cm? = 38608 KPa

- le coefficient de Poisson v =0.27

- le poids volumique p = 20.5 KN /m3

Il s'agit d'un pieu battu ( avec refoulement de sol)

- le diametre ® = 30 cm;

- la longueur de pieu LL = 20 m et ancré dans la seconde couche de bon sol
sur une profondeur de cinq meétres.

- le module d'Young E = 3216.42 KN / cm?2 = 32164200 KPa

- le coefficient de Poisson v = 0.2

- le poids volumique p = 25.48 KN /m3
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Ce pieu subit une charge permanente axiale et centrée d'intensité N = 459 KN
(voir figure 5-01 ci-dessous)

0.15 cm 24.5m

- ~
{ PEU Y —_
\

. ] ARGILE N\ 5w
~— T (LmoxEL'SE )
MNm
—

. —_—
Nm MARNE GRISE 5w
( COMFACT )

i’

—

Figure 5-1 : Modeéle axisymétrique du pieu axialement chargé

5.2 Présentation du logiciel Cast3m (un bref apercu)

Cast3M est un code de calcul « ouvert », utilisant la méthode des éléments finis et qui
a été développé par le commissariat a |I'énergie atomique CEA de France, a des fins de
développement et de recherche. Son domaine d’ application est assez large et concerne les

meécaniques des structures, des fluides, des sols ainsi que les calculs thermiques, etc...

Cast3M contient un préprocesseur, une bibliothéque d’'ééments finis, un solveur
linéaire et non linéaire, un post-processeur et un langage de programmation de type orienté
objet : Gibiane. Pour cela, Cast3M est un logiciel qui permet a I’ utilisateur de dével opper,

selon ses besoins, des procédures, des |ois de comportement etc.
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5.3 Algorithmes implantés dans Cast3m

Dans la présente étude, nous avons implanté plusieurs algorithmes ( ou sous

programmes). Il sagit :

- d'un agorithme de résolution du probleme de contact adapté au calcul d'un pieu
axialement chargé dénommé KCALPIEU en axisymétrie (ou symétrie de révolution),

- d'un algorithme de post traitement ou de correction de la solution obtenue
dénommé KPOSTPIEU,

- de l'algorithme de calcul de l'erreur relative globale ainsi que de la carte
d'erreur dénommé KINDICP. Cet algorithme combine a la fois : l'erreur de
discrétisation ou de maillage de type ZZ2? utilisant la méthode SPR : Super
Convergent Patch Recovry SPR method (Zienkiewiecz Zhu 1992) ainsi que
I'erreur de contact définie dans le chapitre 03 précédent.

- Et enfin, un algorithme de calcul de la carte des tailles a prescrire suite a

I'obtention de la carte d'erreur obtenue sur un maillage précédent grossier
dénommé KTAILLEP.

5.3.1 Résolution du probléme de contact pieu sol avec frottements selon la loi de
Coulomb

Tout d’abord, pour utiliser cet algorithme KCALPIEU, on doit commencer

par introduire les données du probléeme telles que :

- les maillages du pieu et du sol en contact

- La définition des surfaces de contact ( ou des lignes de contact)

- le modele de comportement des matériaux composant le pieu et les
différentes couches de sol ainsi que leurs caractéristiques mécaniques

- La loi de frottement adoptée notamment la valeur du coefficient de
frottement. Pour notre cas, il s’agit de la loi de Coulomb en
quasistatique.

- Et enfin, la définition des conditions aux limites qui sont soit sous
forme de déplacements imposés, soit sous forme de forces (ou de

chargements) imposés.
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Le probléme consiste a trouver les champs de déplacements (tassements en
particulier), de déformations, de contraintes ainsi que de réactions notamment au
niveau des zones de contact.

La méthode de résolution adoptée est celle des multiplicateurs de
Lagrange associée a la méthode des statuts (ou du point fixe). En effet, en raison
de la non linéarité du probleme, la résolution consiste en un calcul itératif. En
vue de calculer les champs de réactions de contact entre les deux solides, on
1mpose « provisoirement » a la premiere boucle d’itération, un blocage total des
déplacements relatifs au niveau des zones de contact. A cette étape, la résolution
se fera donc comme si les deux solides ne constituaient qu'un seul corps.
Toutefois, ceci nous permettra de calculer les champs de réactions au niveau de
ces zones de contact. Celui-ci (le champ de réactions) sera ensuite décomposé en
deux champs : un champs de réactions normales Rn portées par les normales aux
surfaces (ou lignes) de contact, et un champs de réactions tangentielles Rt portés
tangentiellement a ces lignes.

A partir de la seconde 1tération, on supprime les blocages au niveau de la
zone de contact mais en contrepartie, on impose un champ d’efforts tangents G au
niveau du maillage de contact. Cet effort tangent G a imposer n’est rien d’autre
que le champ de réactions tangentielles. Le probleme sera donc résolu en
imposant les champs G sur les deux lignes de contact. Toutefois, en raison des
possibilités de glissement et de décollements lors du chargement, I'aire de contact
doit a chaque fois étre actualisée, et cet effort tangent ne doit étre imposé que
sur l'aire de contact effective (actualisée). Ainsi, le maillage de contact de l'aire
actualisée ne doit contenir que les nceuds qui sont soit en état d’adhérence, soit
en état de glissement relatif. Les noeuds se trouvant en état de décollement
doivent étre exclus ; et aucun effort tangent ne doit leur étre appliqué.

Par ailleurs, dans le cadre de la loi de frottement de type Coulomb, les
efforts tangents a imposer aux noeuds glissants doivent avoir pour intensité celle
correspondante au cone de frottement pRn. Ainsi, nous pouvons constater que,
de méme que pour l'aire de contact, les champs d’efforts tangents G doit lui aussi
étre actualisé a chaque itération et ce, en fonction des statuts des noeuds en vis-
a-vis.

Cela étant dit, nous avons remarqué que les nceuds du maillage de contact
sont a chaque itération classés dans I'une de ces trois catégories: adhérents,
glissants ou décollants. Ainsi, la définition de seuils de glissement et de
décollement s’avere nécessaire. En effet, soient Snet St des seuils définis
respectivement pour le décollement et le glissement des nceuds en vis-a-vis, Les
valeurs de ces seuils sont généralement définies en fonction du degré de
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précision requis, des dimensions des pieces en contact ainsi que de la taille des
éléments du maillage de contact.

Pour illustrer la méthode, considérons le cas de deux noeuds 1 et j
mitialement en contact. Soient Wn et Wt les composantes normales et
tangentielles du déplacement relatif entre ces deux noceuds, telles que :

Wi = unj-un; Wi = uti-ut;

1. Ces nceuds auront un statut « d’adhérents » : si leurs déplacements relatifs
normal et tangentiel sont négligeables. Autrement dit, siles relations
suivantes sont vérifiées :

Wn<Sn et Wt<St.

2. Ces noeuds auront le statut « de glissants» ¢ si leur déplacement relatif
normal est négligeable mais en contre partie le déplacement relatif
tangentiel est important. Autrement dit, ceci peut étre écrit de la maniere
suivante :

Wn<Sn et Wt>St.

3. Ces nceuds auront le statut « de décollants » : si leurs déplacements relatifs
normal est important (non négligeable). Autrement dit, ceci peut étre écrit
de la maniere suivante :

Wn > Sn

En effet, soit I'exemple d'un maillage composé d'éléments linéaires de type
TRI3 composé d'un nombre total de 507 éléments. Voir (Figure 5.2).
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[ N =y e |

"l

Figure 5.2 : maillage du pieu et du sol composé de 507 éléments

Lors de chargement, il est possible d'y avoir des nceuds glissants ou
adhérents sur la ligne de contact, donc a chaque itération, le statut des nceuds de
la ligne de contact doit étre actualisé. Apres la premiere itération, au début des
calculs (avant convergence), on voit bien la présence de nceuds adhérents,
glissants et décollants. Aprés de nombreuses itérations et convergence des calculs
(six dans notre cas), tous les nceuds ont pris le statut de glissants. Ce qui est
logique vu que le tassement du pieu est d'environ 3 cm. Voir (Figure 5.3).
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—dzco(blanz) 0 -adhe (vertc) : 0 -glis(rouge) 11

Figure 5.3 : statut glissant des noeuds sur la ligne de contact

Par ailleurs, la résolution porte sur l'effort tangent a imposer sur la ligne
de contact, le critere de convergence des calculs portera également sur cet effort.
La figure 5-4 ci- dessous montre que l'effort imposé dans notre cas est confondu
avec celle du cone de coulomb a la derniere itération c’est-a-dire R = uRn. Ce qui
est également logique puisque tous les nceuds du maillage ont glissé.
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Figure 5.4 : Effort imposé sur la ligne de contact est confondu sur le cone de Coulomb

Apres convergence sur G, on calcule le nouveau champ de déplacement
qu'on peut visualiser a travers la déformée (Figure 5.5) ainsi que le champ de
contraintes dont les différentes composantes sont représentées en figure 5.6.
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Figure 5.5 : La déformée totale
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Figure 5.6a : Composantes des contraintes normales verticales sigma zz (sol)
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Figure 5.6b : Composantes des contraintes normales horizontales sigma rr (sol)
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Figure 5.6d : Composantes des contraintes normales verticales sigma zz (pieu)

99



Chapitre 05 Modélisation numérique, résultats et discussion

D'apres les figures précédentes 5.6.a jusqu'a 5.6.d, on peut facilement remarquer que la
zone de pointe, en particulier, l'extrémité ou le bord de la section horizontale, constitue une zone

a tres forte concentration de contraintes aussi bien pour le pieu que pour le sol.

On peut également visualiser les forces tangentielles de frottement du sol sur le pieu et
(vice versa du pieu sur le sol) 5.7a ou l'on peut remarquer que la plus grande partie de ces forces
de frottement se trouve au niveau du bon sol. La couche de mauvais sol semble participer de
maniére tres faible. Par ailleurs, la figure 5.7.b montre la distribution des réactions normales du
pieu sur le sol et vice versa. On peut constater sur cette figure la forte intensité de la réaction

normale au niveau de la zone "singuliére" ou a forte concentration de contraintes.
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Figure 5.7 : Vecteurs des forces de frottement et de réaction

5.3.2 Correction de la solution de contact obtenue ou post-traitement

Conformément a l'indicateur d'erreur mis au point, il est nécessaire de
corriger la solution de contact a travers la correction des densités surfaciques de
réactions au niveau des zones de contact. Pour cela, nous devons convertir les
forces nodales G obtenues par 1'algorithme de résolution du contact KCALPIEU
en densités surfaciques nodales équivalentes. (figure 5.8). Par la suite, nous
devons nous assurer que ces densités projetées sur les axes locaux n et t c'est-a-
dire les densités tangentes et normales vérifient la loi de frottement de Coulomb
en quasi statique. A cet effet, dans le cas ou ces densités tangentes R: dépassent
le cone u.R, ( se trouvent en dehors du cone), celles-ci doivent étre corrigées et
remises sur la frontiére du cone (voir figure 5.9)
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Figure 5.8 : Forces nodales appliquées (a4 gauche) et densités
de forces surfaciques équivalentes ( & droite)
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Figure 5.9 : Exemple de correction des densités tangentes.
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Une fois ces densités surfaciques corrigées (réintroduites a la limite du
cone de Coulomb), il est procédé a la reconstruction des forces nodales sur la zone
de contact Georr. Ce dernier, combiné avec les autres forces telles que les charges
extérieures appliquées, ainsi que les conditions aux limites, une seconde
résolution du probleme est effectuée et qui donnera lieu a un champ de
contraintes corrigées ( figure 5.10)
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Figure 5.10 : Exemple de composantes verticale de contraintes corrigée.

Par ailleurs, on doit également corriger les pénétrations en rabotant tous
des déplacements relatifs normaux "excessif" c'est-a-dire qu'on doit remettre les
noeuds pénétrants aux mémes endroits que les noeuds qui leur sont situés en vis-
a-vis. Cette correction du champ de déplacement exige une seconde et derniere
correction du champ de contraintes.

Ainsi, cette procédure de post traitement KPOSTP donne finalement lieu a
des champs de :

- densités surfaciques de réactions corrigés (correction vis-a-vis du cone de
Coulomb)

- un champ de déplacement corrigé (correction de la pénétration)

- un champ de contraintes corrigées.
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5.3.3 Lissage du champ de contraintes corrigées

La solution exacte n’étant pas connue, il faut donc calculer une
estimation de 'erreur sur la solution éléments finis. L’idée consiste a remplacer,

l _ .
dans notre cas, © /=12 (e champ de contraintes exact) par un champ de

contraintes o' (=12 dont les propriétés d’équilibre interne ou de continuité
entre éléments sont vérifiées. En constatant que la solution éléments finis est
moins lisse que la solution exacte, le principe consiste a construire, a partir de la
solution éléments finis, un champ de contraintes lissé de degré supérieur afin de
mieux approcher la solution exacte. Pour cela, on utilise la propriété de super
convergence du champ de contraintes. Hinton et Campbell (1974) ont constaté
que la solution éléments finis oscillait autour de la solution exacte et qu’en
certains points appelés points de super convergence les deux solutions
coincidaient.

Afin de calculer l'erreur relative globale ainsi que la carte de contribution a
l'erreur, il est donc nécessaire de remplacer la solution exacte ou de référence (
non disponible) par un champ de contraintes lissées selon la méthode du lissage
par patch successifs d'éléments appuyés sur des nceuds du maillage.

° Nceeud courant, centre du recouvrement

* Point de Gauss voisin

|:| Patch topologicque

Figure 5.11 : Exemple de patch (ou groupe) d'élément sur lequel se fait le
lissage du champ de contraintes

Cette technique consiste a calculer une expansion polynomiale de chague composante du
tenseur des contraintes éléments finis sur chague sous-domaines de maillage centré sur un
noeud et contenant un ensemble de points d'intégration, appelés des patchs topol ogiques,
(figure 5.11) telle que::

ok(xy) = P.a"

ou P constitue labase de I’ expansion polynomiale et a est le vecteur contenant les

coefficients du polyndme dans le patch Qk. Pour un probléme 2D et pour des éléments
linéaires:

P=(1,x,y)et a“=(af,a},a§) "
Les parameétres inconnus a} sont obtenus par la résolution du systéeme d'équation qui

. . . . . ’ ~ 2 \
est obtenu par la minimisation au sens des moindres carrés de Y7_,(6f —d%)” ounle
nombre de points d'intégration de gauss dans le patch d'éléments. Ceci conduit a la
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résolution d'u systéme d'équations linéaires pour chaque composante i (i=x, y, xy ) du
tenseur des contraintes.

A titre d'exemple, les figures 5.10 et 5.11 ( ci-dessous) montre le champ de contraintes
verticales lissées dans le sol.
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Figure 5.11 : champ de contraintes verticales lissées dans le sol.

5.3.4 Carte de contribution a l'erreur et erreur relative globale, de maillage et
de contact

Apres avoir corrigé les solutions et lissé les champs de contraintes, nous devons
calculer l'erreur relative globale selon 1'expression suivante :
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Le premier terme de cette expression représente l'erreur de maillage liée a
la taille et aux fonctions d'interpolation utilisées. Tandis que le second terme
représente l'erreur portée par la solution de contact que sont les densités
surfaciques de réaction ainsi que les déplacements relatifs.

Ainsi ¢ est une précision globale qui permet d’évaluer la qualité globale
de la solution E. F. Soit E une partie de Q. On définit alors la
contribution locale de E a 'erreur globale ¢ par la quantité ¢g, telle que :
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En pratique, E est un élément quelconque du maillage associé a Q'. Les
contributions locales permettent ainsi de localiser les erreurs sur la
structure. Par construction, on a:

Sur la 5.12 ci-dessous, est 1llustrée la carte des contributions a une erreur

relative globale de 27 % d'un maillage grossier composé de 507 éléments.
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Figure 5.12 : Carte de contribution a l'erreur globale représentée sur le sol
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Figure 5.13 : Carte de contribution a 'erreur globale représentée sur le pieu
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5.3.5 Analyse de la convergence de l'erreur globale en fonction du raffinement
du maillage dans le cas d'un pieu axialement chargé

5.3.5.1 Evolution de I'erreur globale

Avant toute procédure d'adaptation de maillage, et eu égard a la présence
d'une forte singularité en pointe, notre stratégie consiste d'abord a effectuer, pour
chaque type d'élément (TRI3, QUA4 et TRI6), l'analyse de la convergence de
I'erreur globale en fonction du raffinement uniforme et progressif du maillage et
ou la taille h des éléments diminue et a l'opposé le nombre total d'éléments
augmente.
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Figure 5.14 : Evolution de l'erreur globale en fonction du nombre total d'élément de type TRI3

L'analyse de la courbe de convergence pour les éléments linéaires de type
TRI3, (figure 5.14 ) permet de constater une difficulté majeure de convergence et
ce, 4 cause de la présence d'une forte singularité (zone a fort gradient) en pointe.
En effet, 'erreur passe de 27 % pour le premier maillage composé de 507
éléments a 17.34 % pour un maillage composé de 18740 éléments. Il est constaté
uniquement une diminution de l'erreur globale de 10 % pour une augmentation
de 18000 éléments. Ce qui montre la forte contribution de cette zone singuliere.
Il y a lieu de mentionner également que l'erreur de contact reste tres faible
(inférieure 0.8 % grace au post traitement) tandis que l'erreur de maillage reste
tres élevée notamment au voisinage de la singularité.

Pour les éléments quadratiques de type TRI6, l'erreur globale passe de
17% pour un maillage grossier composé de 507 éléments a 10.86 % pour un
maillage composé de 12989 éléments. Il y a lieu de mentionner que les temps de
calcul CPU sont nettement plus importants pour les éléments quadratiques que
pour les éléments linéaire car le nombre de noeuds augmente de n. Chaque noeud
possédant trois degrés de liberté. Ainsi le nombre d'équations a résoudre
augmentera de 3*n. ce qui est considérable. toutefois , la richesse de
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I'interpolation donne des le départ une erreur de 17% alors que les éléments
linéaires n'ont donné que 27 %. Un raffinement a 12989 éléments a permis
d'atteindre 10.86 %. L'erreur de contact ayant augmenté trés légérement (de
0.3% environ), la seule erreur qui demeure sensible a la singularité en pointe est
I'erreur de maillage.
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Figure 5.15 : Evolution de l'erreur globale en fonction du nombre total d'élément de type TRI6

Quant aux éléments linéaires de type QUA4, ou le temps de calcul CPU
est nettement moins important que celui des éléments quadratiques; l'erreur
globale passe de 24.46% pour un maillage grossier composé de 206 éléments a
18.94 % pour un maillage composé de 6661 éléments. On remarque l'efficacité de
tels éléments ou l'erreur globale a diminué de 6% pour une augmentation du
nombre total d'éléments de l'ordre 6000. Alors que les éléments triangulaire TRI3
sont moins efficaces ou l'erreur a diminué de 10% pour une augmentation de
18000 éléments.

30 -
25 H o

20 - *> ¢
15 -

10 &—Erreur globale

Erreur globale(%)

5 -

0 T T T T T T 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Nombre d'élément (maillage)

Figure 5.16 : Evolution de l'erreur globale en fonction du nombre total d'élément de type QUA4

107



Chapitre 05 Modélisation numérique, résultats et discussion

5.3.5.2 Evolution del' erreur de contact

Les figures 5.17, 5.18 et 5.19 ci-dessous montre l'allure de 1'évolution de
l'erreur de contact en fonction du nombre d'éléments. Pour les trois types
d'éléments, cette erreur ne présente aucune allure de convergence. Toutefois, elle
demeure assez faible ou elle ne dépasse pas 0.3 % pour les éléments linéaires et
1% pour les éléments quadratiques.
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Figure 5.17 : Evolution de l'erreur de contact en fonction du nombre total d'élément de type TRI3
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Figure 5.18 : Evolution de l'erreur de contact en fonction du nombre total d'élément de type QUA4
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Figure 5.19 : Evolution de l'erreur de contact en fonction du nombre total d'élément de type TRI6
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5.3.5.3 Evolution de I'erreur de maillage

Les figures 5.20, 5.21 et 5.22 ci-dessous montrent 1'allure de 1'évolution de
l'erreur de maillage en fonction du nombre d'éléments. Pour les trois types
d'éléments, cette erreur présente les mémes allures de convergence que celles de
I'erreur globale des figures 5.14, 5.15 et 5.16.
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Figure 5.20 : Evolution de l'erreur de maillage en fonction du nombre total d'élément de type TRI3
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Figure 5.21 : Evolution de l'erreur de maillage en fonction du nombre total d'élément de type QUA4
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Figure 5.22 : Evolution de l'erreur de maillage en fonction du nombre total d'élément de type TRI6
5.3.5.4 Mesure de I'erreur locale au point singulier (en pointe)

Aussi bien pour les éléments linéaires que quadratiques, et en fonction de
la diminution de la taille moyenne des éléments connectés au point singulier,
nous constatons une augmentation progressive et importante de l'erreur locale au
fur et a mesure du raffinement du maillage. Ce qui montre effectivement que ce
point est une véritable singularité ou l'adaptation de maillages doit nkn
seulement la détecter automatiquement et doit en tenir compte dans le calcul de
la carte des tailles des éléments a prescrire.
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Figure 5.23 : Evolution de l'erreur locale au point singulier en fonction de la taille
moyenne des éléments de type TRI3 connectés a ce point.
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Figure 5.23 : Evolution de l'erreur locale au point singulier en fonction de la taille
moyenne des éléments de type TRI6 connectés a ce point.

5.3.6 Calcul de la carte des tailles

Une fois avoir établi la carte des contributions a l'erreur et détecté la zone a fort
gradient, la tache consiste avant toute procédure de remaillage a calculer la carte des
tailles des éléments a prescrire. Or, nous avons vu que le calcul des tailles optimales
repose sur le taux de convergence de la mesure derreur utilisée. Or ce taux est
également lié a l'ordre de convergence de la solution éléments finis. D’autre part, lorsque
la solution du probléme présente des singularités ou des zones a forts gradients de
contraintes, il est connu que l'ordre de convergence de la solution éléments finis devient
modifié. Dans ces conditions, il a été théoriquement et numériquement démontré que le
taux de convergence de l'erreur devient indépendant du degré des éléments finis utilisés
(Strang & Fix, 1976).

En effet, Coorevits et al (1994) ont montré que le taux de convergence numérique
dépend de l'influence de la singularité (par l'intermédiaire des facteurs d'intensités) et ne
peut donc étre fixé a priori sur la base des seuls résultats théoriques. De plus, il a

constaté que le taux de convergence des contributions locales ¢ des éléments connectés
a la singularité est proche du degré de cette singularité, alors que, pour les autres
éléments, 1l est proche du degré des éléments.

Ainsi, afin d'obtenir une bonne prédiction des maillages optimisés, les constatations

précédentes conduisent a utiliser un taux de convergence PE par élément tel que :
Eg = C hpE
A cet effet, il aété misau point une procédure qui permet :

o de détecter automatiquement les nceuds "singuliers",
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e d'évaluer numériquement le coefficient pe pour les éléments connectés aux noeuds

considérés comme singuliers.

e de fixer pg =p pour les autres éléments avec p le degré du type d'éléments utilisé.

Nous rappelonsici I'éguation non linéaire en A (multiplicateur de lagrange) arésoudre :

20g/(2gg+d)
i| géd/(ZQE+d) —802 — O

d
Y| oae

Cette équation est résolue par la méthode de Newton (le multiplicateur de Lagrange A
est initialisé en prenant le multiplicateur de Lagrange de la solution réguliere c est-a-dire
I’expression avec laguelled: = p). Une fois A caculé, on en déduit le coefficient de

modification des tailles r. par I'expression suivante.

o d 1/(2gg+d)
" | 2Aqe ¢

d étant la dimension du probléme (d= 2 pour le cas bi dimensionnel)

Ainsi, une exemple de cartes de tailles a prescrire est illustré sur les
figures suivantes 5.24 et 5.25.
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CARTES DES TAILLES SUR LE PIEU

Figure 5.24 Cartes des tailles a prescrire sur le pieu
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CARTES DES TAILLES SUR LE MASSIF
Figure 5.25 : Cartes des tailles a prescrire sur le massif du sol

5.4 Autres résultats intéressants

5.4.1 Influence du maillage sur le tassement

Sur les figure 5.26, 5.27 et 5.28, on voit clairement I'influence du maillage sur la
valeur du tassement. En effet, plus on raffine plus que le tassement augmente.
Toutefois, 1'allure de cette augmentation a tendance a se stabiliser aux environs de 5.50
cm pour les éléments de type TRI3, a 6.8 cm pour les éléments de type TRI6 et 4 5.14 cm
pour les éléments de type QUA4. Par ailleurs, nous remarquons que les écarts entre les
tassements en pointe et au sommets sont globalement constants. Ce qui représente la
contribution au tassement due a la déformabilité du béton qui est de l'ordre de 0.4 cm.
au sommet plus grand que celui en pointe et ce qui est logique, car la charge est
appliquée sur le sommet du pieu.
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Figureb5.26 : Influence du maillage sur tassement pour les éléments TRI3
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Figure5.27 : Influence du maillage sur tassement pour les éléments QUA4
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Figure5.28 : Influence du maillage sur tassement pour les éléments TRI6

5.4.2 Déplacements relatifs tangents le long de la ligne de contact

Dans les courbes des graphiques 5.29, 5.30 et 5.31 ci-dessous, on constate
que les les raffinements de maillages utilisant les différents types d'éléments
influent clairement sur les déplacements relatifs tangents au niveau de la zone
de contact. En effet, plus on raffine plus le déplacement relatif augmente.
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Par ailleurs, ce déplacement relatif est d'autant plus important au niveau
du mauvais sol que du bon sol. Ce qui semble logique car les pressions de
confinement du pieu ainsi que les forces de frottement sont nettement plus
importantes en profondeur (au niveau du bon sol). Toutefois, ces courbes ont
tendances a se rapprocher pour les quatre derniers maillages.
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Figure5.29 : Déplacement relatif tangent sur la ligne de contact pieu élément TRI3
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Figure5.30 : Déplacement relatif tangent sur la ligne de contact pieu élément QUA4
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Figureb.31 : Déplacement relatif tangent sur la ligne de contact pieu élément TRI6

5.5 Exemple d'adaptation de maillages utilisant des éléments de
type TRI3

L’objectif d'une procédure d’adaptation de maillage est de garantir a
I'utilisateur un niveau de précision tout en minimisant les colts de calcul. Nous
utilisons la h-génération qui est la procédure la plus utilisée actuellement : on
modifie la taille et la topologie des éléments, mais on conserve le méme type de
fonctions de forme pour les différents maillages. Un maillage T* est optimal
(Ladeveze 1986) pour une mesure d’erreur € si -

£ =¢g,, ereur fixée par ' utilisateur
N minimum (nombred' @émentsdu maillageT ")

En utilisant CAST3M, la résolution du probléme, on utilise la procédure
suivante [CO094] :

» Calcul sur un premier maillage T relativement grossier

» Calcul sur T de l'erreur relative globale ¢ et des contributions
locales €E

» Détermination des caractéristiques du maillage optimal T*

» Second calcul éléments finis sur le maillage T*.
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Soient l'exemple du pieu axialement chargé en contact avec frottement de
Coulomb de la figure 5.1 dont les données sont présentées en paragraphe
d'introduction 5.1 du présent chapitre. Un calcul d’erreur effectué sur ce
maillage grossier (figure 5.2) composé de 507 éléments linéaires de type TRIS3,
donnera une erreur globale de 27% (figure 5.12 et 5.13). Une erreur globale de
(06%) a été prescrite. Le maillage obtenu est composé de 932 éléments et offre
une erreur relative globale de 11.69% (figure 5.32 et 5.33).

Figure 5.32 : Maillage adapté a la carte de contribution a l'erreur
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Figure 5.33 : Nouvelle carte des contributions a l'erreur pour le maillage
adapté pour une erreur globale de 11.69 % au niveau du sol
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Figure 5.34 : Nouvelle carte des contributions a l'erreur pour le maillage
adapté pour une erreur globale de 11.69 % au niveau du pieu

5.6 Discussion des résultats et conclusion

A l'issue de ces calculs, il a été relevé les points essentiels suivants

1- la tres forte influence de la zone singuliere sur la convergence de l'erreur
et d'ou une grande difficulté d'obtenir une adaptation de maillage a la carte

d'erreur et ce, pour des erreurs prescrites assez faibles.

2- Apres 'analyse de la convergence de l'erreur globale pour les différents
types d'éléments utilisés montre la faible influence de l'erreur de contact et a
I'opposé la tres forte influence de 1'erreur de maillage notamment au voisinage de
la singularité. Toutefois, cette faible influence de l'erreur de contact, ne pourra
étre obtenue sans un post traitement (ou une correction) des différentes

solutions. Ce qui est couteux du point de vue des calculs.
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3. Pour calculer la carte des tailles a prescrire, il est nécessaire d'analyser
les courbes de convergence et de tirer les taux de convergence par éléments a
affecter aux zones a fortes concentrations e contraintes et nous devons
également affecter les taux de convergence représentés par les degrés des
éléments aux zones situés en dehors des concentrations de contraintes ( zones

réguliéres).

4- Malgré les valeurs relativement élevées des erreurs, 1'étude des courbes
des tassements et des déplacements relatifs tangents montre que les solutions
exactes (ou de référence) ne sont pas trop éloignées des solutions obtenues. Ce

ul laisse croire a ce que la zone singuliére surestime l'erreur globale.
q q

5- L'influence des types d'éléments sur les calculs montre une nette
efficacité des éléments quadratiques par rapport aux éléments linéaires.
Toutefois, les temps de calculs CPU sont nettement plus importants en raison de
I'augmentation du nombre de nceuds et donc d'équations a résoudre. Par ailleurs,
en terme de convergence de l'erreur globale, les éléments quadrangulaires se sont

avérés plus efficaces que les éléments triangulaires.
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Conclusion générale

A Tissue de ce travail, nous pouvons conclure que l'indicateur d'erreur basé sur
la méthode de lissage des champs de contraintes SPR (Super Convergent Patch
Recovry method) utilisée a permis de traiter le probléme de contact
bidimensionnel avec frottements de Coulomb au niveau des pieux. Ce qui semble,
jusqu’a présent, non effectué dans la littérature. Ainsi, il s’agit du cas ou non
seulement les calculs peuvent étre menés avec prise en compte du contact avec
frottement de Coulomb mais ou ils peuvent étre suivis d’'un controle a posteriori

grace a un indicateur d’erreur associé a une procédure d’ adaptation de maillages.

Cet indicateur a été construit sur la base d'une association entre deux méthodes
d’estimation connues. La premiéere concerne I'erreur obtenue par les techniques
de projections dont les propriétés de super convergence sont utilisées pour le
lissage des champs de contraintes dans les solides. La seconde concerne I'erreur

portée par les relations constitutives établies au niveau des zones de contact.

Contrairement aux autres estimateurs qui, soit présentent de grandes difficultés
de construction, soit des problemes de choix arbitraires de coefficients, I'indicateur
utilisé, s’est avéré non seulement facile a mettre en ceuvre et a implanter dans un
code de calcul par éléments finis mais surtout, capable dissocier entre I'erreur de
discrétisation du maillage seul et 'erreur de contact. En effet, malgré sa haute
performance et son indice d’efficacité élevé, la difficulté de construction des champs
admissibles « a défavorisé » 'estimateur d’erreur en relation de comportement. En
ce qui concerne l'estimateur basé sur les résidus d’équilibre, son principal
inconvénient réside dans le choix arbitraire des coefficients a affecter aux

différents termes de I'erreur.

Par ailleurs, en dépit de la forte non linéarité du contact avec frottements, notre
indicateur a souvent été appliqué avec succes, au cas de la loi de Coulomb dont le
probleme de I'unicité de la solution demeure encore non résolue. Ce probleme
d’unicité pouvant facilement étre mis en évidence lors de la formulation

variationnelle, i1l s'est avéré que I'une des stratégies de résolution qu'on pouvait
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adopter consistait a utiliser la méthode du point fixe associée a la méthode des
multiplicateurs de Lagrange. Celle-ci s’est révélée étre la plus adéquate avec la

méthode des éléments finis.

En ce qui concerne, le controle de I'erreur ou I'adaptation des maillages, il a été
retenu que parmi les deux principales méthodes —h et —p, la méthode —h avec
remaillage global semble étre la moins difficile et donc la plus utilisée. Cela étant
dit, pour les probléemes de contact, 'adaptation doit tenir compte des zones a forts
gradients. Ce qui nécessite une technique particuliere pour la résolution du
probleme de minimisation sous contraintes. A ce titre, il est a signaler que
beaucoup de difficultés ont été rencontrées lors du traitement des problémes
comportant des zones a forts gradients notamment au niveau des zones

singulieres situées en pointe du pieu ou la singularité y est spécifiquement forte.

Par ailleurs , a l'issue de ces calculs effectués , il a été relevé les points essentiels
suivants

1- la tres forte influence de la zone singuliére sur la convergence de l'erreur et
d'ou une grande difficulté d'obtenir une adaptation de maillage a la carte d'erreur
et ce, pour des erreurs prescrites assez faibles.

2- Apres l'analyse de la convergence de l'erreur globale pour les différents types
d'éléments utilisés montre la faible influence de l'erreur de contact et a l'opposé
la trés forte influence de l'erreur de maillage notamment au voisinage de la
singularité. Toutefois, cette faible influence de 1'erreur de contact, ne pourra étre
obtenue sans un post traitement (ou une correction) des différentes solutions. Ce
qui est couteux du point de vue des calculs.

3. Pour calculer la carte des tailles a prescrire, il est nécessaire d'analyser les
courbes de convergence et de tirer les taux de convergence par éléments a affecter
aux zones a fortes concentrations e contraintes et nous devons également
affecter les taux de convergence représentés par les degrés des éléments aux
zones situés en dehors des concentrations de contraintes ( zones réguliéres).

4- Malgré les valeurs relativement élevées des erreurs, 1'étude des courbes des

tassements et des déplacements relatifs tangents montre que les solutions
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exactes (ou de référence) ne sont pas trop éloignées des solutions obtenues. Ce
qui laisse croire a ce que la zone singuliere surestime l'erreur globale.

5- L'influence des types d'éléments sur les calculs montre une nette efficacité des
éléments quadratiques par rapport aux éléments linéaires. Toutefois, les temps
de calculs CPU sont nettement plus importants en raison de 'augmentation du
nombre de noeuds et donc d'équations a résoudre. Par ailleurs, en terme de
convergence de l'erreur globale, les éléments quadrangulaires se sont avérés plus

efficaces que les éléments triangulaires.

En perspective, afin d’améliorer d’avantage la procédure d'estimation et de
controle de l'erreur dans son application au niveau des calculs des pieux
axialement chargés, et de remédier a ces inconvénients, plusieurs solutions sont
envisageables. La premiére consiste, en une possibilité d’adaptation basée sur
l'enrichissement local au niveau de la zone singuliére (méthode de remaillage h-
p). Toutefois, cette méthode s'avére complexe car les éléments finis utilisés dans
ces zones sont classés non conformes (présence de noeuds dits pendants dans le
maillage). Afin d'atténuer l'effet de la singularité, une autre voie consiste a
traiter géométriquement le pieu en adoptant soit des chanfreins soit des arrondis
dont les courbures sont du méme ordre de grandeur que de la taille des gros
grains de béton ou plus. D'autres études telles que l'influence de l'interaction
entre les différentes couches de sol sur le pieu ainsi que le cas des pieux chargés
horizontalement en téte ( ou bien avec un moment ) peuvent étre envisagées a

l'avenir.
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Annexe

Procédure de calcul de I'erreur globale (programmation)

Programme principal

Introduction des données

Choisir l'erreur prescrite globale par 'utilisateur
Maillage des deux solides (sol et pieu)
Caractéristiques des mécaniques des deux solides
Modeéle de comportement des deux solides

Le chargement (Ueffort applique sur le pieu)
Conditions aux limites

l

Algorithme KCALPIEU

Résolution du probléme de contact adapté au calcul d'un pieu axialement chargé
Calcul des déplacements relatifs normaux au niveau de la zone de contact
Calcul des efforts généralisés au niveau de la zone de contact (GPV et GSV)

Algorithme KPOSTPIEU

Algorithme de post traitement ou de correction de la solution obtenue
- Déplacements admissibles (correction de la pénétration)

- Champ de contrainte recalculé (vérification du cone)

- Efforts tangents (généralisés) imposé corrigés

Algorithme KINDICP

Algorithme de calcul de I'erreur relative globale ainsi que de la carte d'erreur
- Calcul de Terreur de discrétisation ou de maillage de type ZZ2 utilisant la
méthode SPR
- Calcul de I'erreur de contact (au niveau de la zone de contact)
- Calcul de l'erreur relative globale ainsi que la carte de contribution a 'erreur

Algorithme KTAILLEP

Algorithme de calcul de la carte des tailles a prescrire suite a 1'obtention de la carte
d'erreur obtenue sur un maillage précédent grossier
Calcul de la carte de tailles & imposer sur les deux solides (pieu et sol)




Résumé

Dans ce travail, on s’intéresse a. un indicateur d’erreur de contact 2D avec
frottements de Coulomb appliqué aux cas des pieux axialement chargés. Cet
indicateur a la particularité d'étre facile a construire et a implanter dans un code
éléments finis. Cela étant dit, en utilisant cet indicateur, nous nous intéresserons a
I’étude des pieux pour le cas bidimensionnel en symétrie axiale auquel nous nous
limiterons dans le présent travail. En vue de tenir compte des erreurs de
discrétisations et de contact de maniére suffisante, cet indicateur d'erreur a été
construit sur la base de la combinaison de deux méthodes. La premieére utilise la
technique de recouvrement (ou de lissage) par groupes (ou Patch) d’éléments. Il s’agit
de la technique connue sous le nom de la méthode SPR (Super convergent Patch
Recovry method) due & Zienkiewicz (1992). La seconde tient compte de lerreur
obtenue au niveau de la relation constitutive établie au niveau de la zone de contact.
En utilisant des procédures d’adaptation de maillages, un cas test sera présenté et
discuté.

Mots clés: pieux, probleme de contact, frottements de Coulomb, éléments finis,
controle et estimation d'erreur

Abstract

In this work, we are interested in a contact 2D error indicator with Coulomb frictions
applied to the cases of the piles axially charged. This indicator has the characteristic
to be easy to build and establish in a code finite elements. By using this indicator, we
will be interested in the study of the piles for the two-dimensional case to which we
will limit ourselves in this work. In order to take account of the errors of
discretization and contact adequately, this indicator of error was built on the basis of
combination of two methods. The first, uses the technique of covering (or smoothing)
by groups (or Patch) of elements. It is about the technique known as the SPR method
(Super convergent Patch Recovery method) due to Zienkiewicz (1992).The second,
takes account of the error obtained with the level of the relation constitutive
established on the level of the zone of contact. By using procedures of adaptation of
grids, a case test will be presented and discussed.

Keywords: piles, contact problem, Coulomb friction, finite elements, control and error
estimation
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